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使用说明 


使用说明 


《学习指引》的第二册对应于《吉米多维奇数学分析习题集》（以下简称为《习题 
集》）的第三章、第四章和第五章，即从不定积分、定积分到无穷级数. 

与本书的第一册相同，由于很多节内的习题量相当大，含有不同的内容和层次，因 
此在大多数节中，都将习题分成若干小节.例如 §3.1.7 就是第三章第1节的第7小节. 
又如§1.4.7, §2.8 和 §2.12.2 等则均见于《学习指引》的第一册. 

这样的安排也会带来一些不便，这就是在节内的各个小节之间的习题顺序与原有 
的题号顺序不完全一致.为了方便读者对习题的检索，本书的目录中在每一节和每一小 
节的标题后都在括号内标明它们所覆盖的习题编号.这样的安排在第二册中只有一个 
例外，即在 §3.1.8 小节集中了 §3.1 节中所有与双曲函数有关的习题，但没有在目录中标 
出这些习题的位置变动. 

本书在各节或各小节所覆盖的习题中只能选取部分习题进行讲解或作分析.在解 
答时，无论是计算题还是证明题一律用“解”开始.在交叉引用前后的习题时，如果它在 
本书有讲解，则会指明所在的节或小节.否则，一般会简述其内容，至 T 该题的完整叙述 
则请看《习题集》的全译本. 

在不少节的最后，本书会添加一小节，称为补注，其中包含对某些难题的解、对某些 
内容的注解和补充. 

根据需要，本书还增加了若干命题和少量例题，其中命题按章编号，例题不独立编 
号.第二册在正文后设置一个附录，其中列出前面所有命题的内容和页码. 

本书的编写中利用了大量的参考资料.在参考文献中只列山第二册引用到的书籍. 
对于引用的论文，只在引用处写明其所在杂志、标题、页码和年份. 

本书采取以下常用的数学 记号： 

(1) 用 N 表示全体正整数，用 Z 表示全体整数，用 Q 表示全体有理数，用 R 表示全 
体实数. 

(2) 设 P , Q 为命题，用尸《(?表示 P 与 Q 等价； 用 P => Q 表示若 P 成立，则 
(3 成立. 

(3) 用记 号“口 ”表示解、分析和证明等的结束 • 

附下面列山在第二册中尚未解决的两个问题，敬请读者赐教或告知有关文献. 

(1) 证明：当时成立不 等式： 

1 _丄 

(x + 1) X+1 +aT x > 2. 

(见 §5.9.2 的习题3094的一个底注，但与该题的解无直接关系 .） 

(2) 证明： 当卜|〉1时无穷乘积 

71=1 


发散.（见 §5.9.2 的习题 3083.) 
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第三章不定积分 

内容简介 这一章学习不定积分的计算. §3.1 包含了最为基本的积分方法和习题. 
此后的 §3.2 - §3.5 则按照被积函数为有理函数、无理函数、三角函数与其他超越函数分 
别介绍各种计算方法. §3.6 是综合和复习，并含有少量带有理论性的习题. 

对不定积分来说，最基本的出发点就是第一册 §2.6.4 的习题1259,即在区间上导数 
处处等 TO 的函数只能是这个区间上的常值函数.由此即可推出，若在区间上定义的函 
数 f ( x ) 有原函数，则其所有原函数彼此之间只相差一个任意常数.我们将 /( x ) 的所有 
原函数全体称为 f ( x ) 的不定积分，记为 


在进入计算题之前，先介绍下列结果.它在理论和计算方面都是基本的. 

命题 3.1 设在 区间 上定义的函数 / Or ) 有原函数，则有以下结论 成立： 

(1) 若 f ( x ) 是奇函数，则它的每一个原函数都是偶 函数； 

(2) 若 f ( x ) 是偶函数，则它的原函数中必有唯一的一个奇 函数； 

(3) 若 f ( x ) 是周期为: T 的周期函数，则其所有原函数都是周期为： T 的周期函数与 
同一个线性函数之和. 

证用 F ( x ) 表示 f ( x ) 的任意一个原函数,于是在/的定义区间上有 F ^ x ) = f ( x ). 

(1) 若 f ( x ) 是奇函数，则有 

[ F ( x ) - F (- x)Y = f ( x ) + /(-X) = 0, 

由此可见 F ( x )- F {- x ) = c , 即在/的定义区间上为常值函数.令 x = 0代入，可见 
c = 0. 于是有 F ( x ) = F (- x ), 即是偶函数①. 

(2) 任取一个原函数 F (: c )， 则 F (: r ) - F (0) 也是原函数.从泸 ㈨ = /(: r ) 为 
偶函数山发，可见 [( F ( x ) - F (0)) + ( F (- x ) - F (0))]， = f ( x ) - f (- x ) = 0,于是 
( F ( x ) - F (0)) + ( F (- x ) - F (0)) = c 为常值函数.用 x = 0代入可见 c = 0. 于是得 
到 F ( x )- F (0) = -( F (- x ) - F (0)), 这表明 F ( x )~ F (0) 为奇函数.其他所有原函数 
F ( x ) + C ( C ^ - F (0)) 在 a : = 0处不等于0,因此都不会是奇函数. 

(3) 若/是在 (- oo , + oo ) 上的周期为 T (:> 0) 的周期函数，即有 /( x + T ) = f ( x ) •若 
F ( x ) 是一个原函数，则 [ F { x + T )- F ( x)Y = /( x + T ) —/( x ) = 0,因此 FOr + T )— i ^ a ;) = 
c 是常值 函数. 用 x = 0代入，则 c = F ( T )- F (0), 于是就有+ T ) — F ( x ) = c . 

这时考察函数 G ( x ) = F ( x )- -| rx , 则就有 


® 对于区间上定义的奇函数或偶函数，其定义区间一定包含点 x = 0 . 
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G{x + T ) — G ( x ) = [ F(x + T ) — {x + T )] — [_ F ( x ) - -^- x ] 

= F(x + T ) — F ( x ) — c = 0， 

因此 G 是周期为 r 的周期函数.从而 F ( x ) = G ( x ) + fx , 即一个周期函数与一个线 
性函数之和.可以看出，由此加上任意常数得到的所有原函数中，其中关于 x 的一次项 
都是相同的 .口 

注在学了第四章的定积分之后，可以对于命题 3.1 给山新的证明，参见 §4.2.5 的 
习题2259和 2267. 


§ 3.1 最简单的不定积分（习题 1628-1865 ) 


内容简介 本节学习不定积分中最为基本的方法.各个小节基本上按照方法将习 
题分类.这里比较重要的是要学会换元法和分部积分法.其中换元法有两种.为简单起 
见, 假设以下出现的函数或导函数都是连续函数. 

第一种换元法（直接代换法）是将不定积分 J f(x)dx 的被积表达式 f{x) dx 改写为 

f(x) dx = g(jjj(x))u'[x) dx, 

于是通过代换 u = uj ( x ) 就得到 


J f ( x ) dx = J g ( u ( x )) uj , ( x ) dx = I g ( u ) du 


(3-1) 


如果这时右边的不定积分能够求出为 


j 咖 ) dw 




G ( u ) -f C , 


则答案为 


f(x) dx = G(lj(x)) -h C. 

由此可见，这种方法包含三个要点.首先是将被积函数 /(X) 分拆为两个因子 
/( o ;( x )) a ; / ( x ), 使得第二个因子与 da ; 成为微分 du = da ;( x ) = u ^ x ) dx , 同时又使得第 
一个因子是 u = cj(x) 的 函数； 其次是能够求出 g ( u ) 的不定积分 G ( u ) + C ; 最后必须将 
u = u ( x ) 代入到这个不定积分中，得到以 x 为自变量的原函数全体. 

由于以上的第一步经常是凑出来的，而最后又有 dG ( a ;( x )) = g(cj(x)W(x)dx = 
/( x ) dx , 因此这个方法也常称为凑微分法. 

第二种换元法（逆代换法）是用某个可微函数 a ： == p ⑷代入到被积表达式 f(x)dx 
中，于是就得到 

| f(x)dx = /(# ⑴) 〆 ⑷ dt . (3.2) 

这时如果上式右边的不定积分能够积出为 F ⑷+ (7,且 x = 有反函数6 
则就得到答案为 

f f{x) dx = F((p -1 (x)) + C. 
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两种换元法很相似，都要求在采用新变量后的不定积分能够积出来.然而它们之间 
又有 不同： 

(1) 等式 (3.1) 主要是将左边积分号下的表达式凑成微分，而等式 (3.2) 是用 


^( t ) 代入，因此第二种换元法常称为代入法. 


(2) 在得到 (3.1) 之前，往往已经知道，或者估计能够求得= G ( u ) + C ， 因 


此在上式右边代入 


(: r ) 就给出了问题的答案.然而在用代入法时，却往往是写山 


(3.2) 的右边之后，再看用什么方法求积.若右边积不出，则这次用 : r = ⑷的代入不成 


功，还要另想别法，其中包括用别的函数代入，或用其他方法. 


以下按照《习题集》原有的安排分成若干小节来学习.除了 §3.1.1 为直接用积分 
表求积之外，从 §3.1.2 到 §3.1.7 的每一小节的标题即指山了所用的主要方法，但并非绝 
对.有不少题可以考虑用其他方法来求解，也许可能更好.为此我们对部分题给出了多 
种解法以供比较.又将分散在各个小节中有关双曲函数的习题全部集中在最后一个小 
节 §3.1.8 中，其中包括对于双曲函数的基本知识的介绍. 

本节以下提到的函数 / Or ) 等，在不作其他说明时，均假设是区间上的连续函数. 


3.1.1 直接用积分表求积（习题 1628-1653) 

《习题集》在本节开始列出了最简单的积分表，它相当于一般教科书中的积分表. 
然而，对本小节中的不定积分习题，除了用最简单积分表中的公式之外，还经常要利用 
不定积分的线性性质，这就是在已知 

f ( x ) dx = F ( x ) + C ， I g { x ) dx = G ( x ) -f C , 

且设 a ，6 为常数时，就有 

[ af ( x ) -f bg ( x )] dx = aF { x ) -f bG ( x ) -1- C . 

由于这里的问题比较简单，只举少数例题.然而对于第一次学习积分的读者来说， 
本小节的习题都是不可或缺的基础训练. 


% 

习题 1628 求 (3 — x 2 ) 3 dx . 

解 用二项式定理将被积函数展开后即可逐项求积 如下： 

J(3 - x 2 ) 3 dx = (27 - 27 x 2 + 9 x 4 - x 6 )dx 


27 x — 9 x 3 + 善3^5 一 -{• C ' 

o ( 


□ 


习题 1646 


求 } 


e 3x + l 



dx . 


解由于被积函数的分子在因式分解后可为分母整除，因此可展开求积如下: 


e 3x + l 
e x + l 


drc = ( e 2x — e x -f 1) dx 
% 

= j - e 2x - e x - hx-h C . □ 
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3.1.2 用线性代换求积（习题 1654-1673) 

本小节的求积都依赖于习题1654给出的公式，这种方法称为用线性代换求积. 


习题1654 证明 


:若 J/(;r) d 


厂 ㈤ + C ， 则 


f(ax -f 6) dx = —F(ax + 6) + C (a 一 0). 

CL 

K 


解利用不定积分是求导运算的逆运算，从题设条件有 F \ x ) = /( x )， 因此只要用 


链式法则就有 


— F(ax + 6)]’ =丄 • f(ax + 6) • a = f(ax + b ) 
a gl 


这与所要求证的结论等价 .口 

注习题1654既可以从第一种换元法（即凑微分法）来理解，也可以从第二种换元 
法（即代入法）来理解.下面对此作一些解释. 


写出 


| f(ax -\- b)dx = 士 I/(ax + 6) d(ax 4 - 6), 


并利用已知 f f ( u)du = F ( u ) + C , 就可见上述不定积分的答案为 


>)1 


+ C= lF(ax + 6) + C. 

ax+fe a 


由此可见，这就是凑微分法的最简单情况之一. 

现在对积分 / (ax -h b ) dx 用第二种换元法，令 ax + 6 = 即 :r =丄 (t — 6)，则有 

(Jj 

% 

f(ax -h 6) dx = I f ( t ) (士 (t - &)) dt 

= i (⑽ 

由于己知有 = F { t ) + C , 因此上述最后一式即等于丄 F ⑷ | +C = 

a \t=ax-\-b 

F(^clx + 6) + C7. 

由此可见，两种换元法的思路虽然不同，但对于习题1654来说几乎没有区别.本小 
节的标题表明，它是用线性代换求不定积分的一种方法. 

对于第一次学习不定积分的读者来说，上述两种换元法的解释中还有两个值得注 
意之处，它们都是不定积分中的基本常识. 


F ( x ) + C 之后，那么也就成立 \ f { u)du = F { u ) + C , 


一 方面，有了 \ f { x)dx = F ( x ) + C 之后，那么也就成立 lf { u)du = F { u ) + C , 
、 fit ) 出= F ⑷ + C 等等. 

% 

另一方面，不定积分 j /( aa ： + 6) d : r 作为原函数全体的集合，其自变量必须是: c , 因 
此在前面的解释中最后必须用 u = aa : + 6或者 t = ax + 6代入，才能得到正确的结果. 
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习题 1656求 （2 :r — 3) 10 dx . 


解用习题1654的结果可求积 如下: 


J (2 x -3) 10 d . 


习题 1661求 


% 

(2 x - 3) 


10 


d (2 x - 3) 




22 


(2 x -3 ) n + C , □ 


dx 


2 + 3 x 2 • 


解按照习题 1654 的方法可求积 如下: 

dx = 丄 f dx 
* 2 + 3x 2 ~ 2 ] 


2 




d 




修) 


2 


V6 


arc tan 


(择) 


+ C. □ 


习题 1668求 


dx 

1 + cos x ' 


解用三角函数的半角公式即可求积 如下: 

dx dx f 

-^― ； - = - a = sec - 

1 + COS X 9 ros 2 


2 COS 2 -y 




sec 2 I d (|) = tan y + C . □ 


利用线性代换可以从《习题集》中的基本积分公式得到如下含有参数的积分公式 
(在被积函数中山现 a 2 时设 a 〉0)，它们在许多教科书中都作为基本公式出现.本书以 
下也将直接引用. 


dx 

x 2 -f a 2 
dx 

X 2 — a 2 

dx 


a 2 — x 2 
dx 

/ x 2 + a 




a arCtan I + C; 


2 a 




X + 




2 a 


In 


x -f a 


+ C 


arcsin f +c； 


(3.3) 


In \x + y / x 2 + a | + C (a 彡 0). 


3.1.3 用凑微分法求积 (习题 1674-1720) 


如本节一开始所说，第一种换元法是求不定积分的主要方法之一，它的要点是将被 
积表达式凑成为某一个已知函数的微分，故亦称为凑微分法.这一小节的习题是这方面 
的基本训练.当然其中的题也经常可以用其他方法求解. 

如前所述，在使用第一种换元法的公式 （3.1) 时，实际上是分两步做，即先将被积表 
达式看成为 ^( a ;( x )) 与 da ; = uj ^ x ) dx 之积，然后令 w = cj ( x ), 再计算出 f ( u ) 的不定积 


分为 F ( u ) + C , 最后用 w = uj(x) 代入. 

从本小节的较后的习题可见，上述第二步，即求 J /( u ) du , 

(或其他方法）做下去. 


也还可能再用凑微分法 



习题 1675求 x 2 \/l -f x 3 dx . 
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解用 x 2 dx = 不如用 x 2 dx = ^- d ( l - fx 3 ), 然后即可用凑微分法求积如下 


_ 1 丄 

1 -h x 3 dx = - j - (1 + x 3 ) 3 d(l + rr 3 ) 

% 


4 4 

|-.|-(l+x 3 )3' + c = j(l+x 3 )I +C. □ 


习题 1680 求 


dx 

(1 + X)y/X ' 


解 


利用 = d (2\/ x ), 


dx 

(1 + X)y/X 

dx 

、 Xy / x 2 + 1 


即可求积如下 


」 

I 

« 


dy/x 


+ X 


2 arctan \fx + C . □ 


习题 1682 求 


解 1 将积分中的被积函数改写 如下: 

f dx 


dx 




然后利用 


dx 




d (- i ), 即可用凑微分法求积如下: 


dx 


xy / x 2 + 


1 = 一1 


d (i) 


= - ln 1 + 


1 + 


+ c. □ 



解 2 也可以将以上计算改写为用第二种换元法（即代入法)，所用的代换 ： r 


称为倒代换.这时有 da : 


dx 

x 2 + 1 


td ( 


dt ， 


dx 


td 


于是可求积如下: 









" IT ! 


_ 




—In |t + \/l + t 2 I H - C 


ln i^±I + C. □ 


注本题的被积函数在 X = 0 处无定义，因此应当在两个区间 Or > 0和 x < 0) 上 
分别求积.上述解1和解2都只对 x > 0有效.对于 x < 0的另一半情况可以用代换 
x = - t 解决.这与我们熟知的积分 J f = In 卜| + C 相同 • 

为简明起见，今后我们对类似的不定积分题一般只写出某些情况（例如 x > 0或 
t 〉0等）的求解过程和答案，对于其余情况可用类似的代换得到.对于被积函数为区间 
上的奇函数或偶函数的情况，则可用命题 3.1 之 （1) 或 （2) 解决. 


§3.1 最简单的不定积分（习题 1628-1865) 


习题1684 求 


dx 

(x 2 + l ) 吾 


解1将被积函数的分母作类似于习题1682解1中的处理，即可求积如下 


dx 

(: r 2 + l ) 吾 




dx 


_3 

T 


K 


3_ 

2 






、一 T 

)+ C 7 




+ a D 


解2用倒代换 : r = l / t 可求积 如下: 


dx 


7 


dt 




Oe 2 + 1)Y 


3. 

2 


1 d { t 2 -f 1) _ 

~2 T -= 

( t 2 + 1) 2 

T =^=+ C . □ 


tdt 

( t 2 + i ) 吾 


(亡 2 +1) 





解 3 用三角代换 a ; = tant 



dx 


( x 2 + 1) 2 




f sec 2 1 _ f 

J sec 3 1 J 


cos t dt 




X 


sin t + C 






+ c. □ 


辅助三角形 


注在解 3 的代换中可设 一 I < t < y , 从而对 a : > 0 和 x < 0 同时有效，而解 1 
和解2均只对 x ^ O 有效，然后利用命题 3.1 可知其答案对 x <0 也成立.此外，解3的 
最后一步要将 sint 写成为 x 的函数，这可以用附图中的辅助三角形来完成. 


习题1692 求 


dx 

1 + e 2 


解1仿照习题1682解1的方法，可凑微分求积 如下: 


dx 

1 + e 2 


dx 


• + e 




2x 


-i 


枷一 工） 


L + ( e - x ) 2 


ln ( e- x + Vl + e - 2 ” + C 
— ln(l + \/l -f e 2x ) + C . □ 


解 2 用代入法.令 # 即 a : = In 纟，于是可将积分归结为习题1682 如下: 


dx 

1 + e 2 




dt 


lTt^ 


In 



y/WTl 


+ C ， 


其中由 于（=# >0, 在取对数时的绝对值号可以略去.最后再用 t = e z 代入即可得到 
与解1相同的答案 .□ 
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习题 1700(a ) 求 


sinx cos re 


a 2 sin 2 x 4- 6 2 cos 2 x 


dx 


解 1 不妨设 a, 6 ^ 0, 且不同时为 0 
若 a = b>0 , 则有 


sinx cos x 


dx = -Tj— sin 2 : r + C, 

2a 


若 a 爹 b, 则可凑微分求积 如下 : 


sinx cos x 


a 2 sin 2 x + b 2 cos 2 x 


dx 


sinx cosx 


(a 2 — b 2 ) sin 2 x + 6 2 


dx 


: 2(a 2 - b 2 ) 
解 2 利用 


d[(a 2 — 6 2 ) sin 2 x -f b 2 ) 


\[ (a 2 — 6 2 ) sin 2 x -\-b 2 


9 


a 2 sin 2 re + 6 2 cos 2 x + C. □ 


sin x cos x dx 




sin 2x dx 


即可凑微分求积如下 : 


sinx cosx 


a 2 sin 2 x + 6 2 cos 2 x 


dx 


—-j-d(cos 2x), 
d(cos 2x) 


a 2 • 


1 — cos 2x + 办 2 1 + cos 2x 


d 


2 1 — cos 2x + 1 + cos 2x 




a 2 1 — cos 2x + 1 + cos 2x 

2 2 


a 2 — b 2 


a 2 - 


1 — cos 2x + 石 2 1 + cos 2x 


+ C 


9 


a 2 sin 2 x + 6 2 cos 2 x + C. □ 


习题 1702 


求 I 


dx 


sin 2 rr + 2 cos 2 x 


解这可用 d tan x = sec 2 xdx ( 或者 d cot x = — esc 2 xdx) 凑微分求积如下 : 


dx 


sin 2 x + 2 cos 2 x 




sec 2 x dx 
tan 2 x + 2 




dtanx 


tan 2 x + 2 


V2 


arctan 


( tanx 、 

\~VT) 


+ a □ 


下一个习题的答案是基本的积分公式之一，其中所用的各种方法也都值得学习 

习题 1703 求 

sinx 

% 

解 1 利用 （ taniiKssec^u 和正弦函数的半角公式，可凑微分求积 如下： 


r _ dx 

J 2 sin 晏 c 


x x 
2 COS ~2 




dx 


2 tan f cos 2 f 


sec 


2 x 


tan j 


( f ) = ln 


tany| + C. 


□ 
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解 2 也可以不用半角公式而凑微分求积 如下 : 


.sin x 


cosx 


丄 1 JU X 

2 n cos x + 1 


dcosx 
cos 2 x — 1 

+ a □ 


利用所谓的万能代换（参见后面的 §3.4.3) ，令 f = tan 吾 


则就有 


dx 


出， sinx = TT^ } 


丁 • 是可求积 如下 : 


• I 

K _ 


2 

Te 


2t 

1 + t 2 


dt 


dt 




In |t| + C = In I tan 吾 | + C. □ 


注本题的答案还可有其他形式，为今后引用方便将几个常用答案列表如下 


dx 


% 

( 

si 

% 


In tan 


+ C 


smx 


备 In ]~ cosx +C 

2 1 + cos x 


In 


In 


sinx 
1 + cos x 

1 — cosx 
sinx 


+ C 


(3.4) 


+ C 


In I esc a: — cot x| + C. 


习题 1704 求 


dx 

cosx 


解 


利用代换 : r+f 



dx 

cosx 


v Q 1 


dx 


d( x + 


sin x 4- 


f) 


sin x + 


于是已经将问题归结为上一个习题，以下只列出与 (3.4) 平行的几个答案 •口 


dx 

cosx 




In tan 


f+ f)|+c 


lln } + sin - x - +C 

2 1 — sinx 


In 


In 


cosx 
1 — sin x 

1 + sin a: 
cosx 


+ C 


(3.5) 


+ C 


In I secx + tanx| -f C. 


习题 1712 


求 

氣 


x 2 + 1 
x 4 + 1 


dx. 


解将被积函数的分子分母同除以 x 2 , 然后可凑微分求积如下 




10 
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arctan 




习题1718求 


sinx cos rr 
sin 4 x + cos 4 x 



解 1 利用三角恒等式 sin 2 x + cos 2 x = l , 可将被积函数的分母改写为 

sin 4 x + cos 4 x = ( sin 2 x + cos 2 x ) 2 — 2 sin 2 x cos 2 x 


1 


2 


si 


in 2 2 x 


(1 + cos 2 2 x ) 


然后利用凑微分 


即可求积如下: 


sin x cos x drr =专 sin 2 x dx 


-^- d(cos 2 x ), 


sinx cosx 
sin 4 x + cos 4 x 


dx 


1 _ 

2 Jl 


d(cos 2 x ) 
+ cos 2 2 x 


2 


arctan(cos 2 x ) -f C . □ 


解 2 将被积函数的分子分母同除以 cos 4 : r , 然后可凑微分求积如下（也就是作代 


换 t = tana ;): 


sin rr cosx 


sin 4 x + cos 4 x 


dx 




tanxd ( tanx ) 
1 + tan 4 x 





tdt 


+ t 4 


2 



d (。 


+ ( 亡 2 ) 


2 


arctan ( tan 2 x ) -f C . □ 


注此题的两个解所得到的答案不同，这在不定积分求积中是常见的.对本题来 
说，可以利用 §1.8.2 的习题776 (即反正切加法定理）证明① 


2 


arctan (cos 2 rr ) + 备 arctan ( tan 2 x ) 


arctan I C - QS -^ 士 - 妲 
2 VI — cos 2 x tan z x 


arctan 1 


iL 

8" 


从而知道上述两个答案都是正确的.然而这样的证明推导有时是很困难的.反之，只要 
两个解都正确的话，根据不定积分的基本定理，即 §2.6.4 的习题1259,就可以肯定任何 
两个原函数之差为常数.对本题来说，即可断定有 


arctan ( tan 2 x ) — (_+ arctan ( cos 2 x )) = C \, 


2 


然后令 x = 0 代入就知道 Ci 


2 

f . 这比上面应用习题776要容易得多. 


因此对于今后遇到类似的情况，即某个不定积分出现多个不同答案时，最简单的方 
法就是通过求导计算去验证每个答案求导后是否得到原题中的被积函数.由于求导数 
是数学分析中最为简单的运算，因此这是切实可行的方法. 


①为清楚起见，将本题的变量; r 改记为 t , 则需要证明当 rr ( t ) = cos 2 t , y ( t ) = tan 2 t 反正切加法定理 
中的 e(:r ⑴, y ⑷ ）= 0. 由于 a: ⑴和 2/(t) 均为周期 7C 的偶函数，因此只需证明在 [0, 兀 /2) 上 x(t)y(0 < 1 .在 
te [0,71/4] 时可从0彡 cos 2 a : 彡 1 和0彡 tan 2 1 < 1 得到，而在 t € ( ic /4, n / 2 ) 时则明显有 x ( t ) y { t ) < 0. 


§ 3.1 最简单的不定积分（习题 1628-1865) 
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习题1720求 


xdx 



1 + x 2 + >/(1 + X 2 ) 3 


解1利用 d(l + x 2 ) = 2 xdx , 并记 i = 1 + x 2 , 然后即可凑微分求积 如下: 


xdx 



1 + rr 2 + /(I + x 2 ) 3 


2 


dt 


dt 


2 J vWl + \/t 


d(l + y / t ) 
\/1 + y/t 



1 + \ft + C 


2\/i +vTT^-hC. 


□ 


解 2 作代换 :r = tan 《，就可求积 如下: 


xdx 


y 1 + x 2 -I- \/(l + x 2 ) 3 


tan t sec 2 t dt 
V sec 2 t + sec 3 t 


「 d(l + sect ) 
y /1 + sect 




2 \/l -f sect + C = 2 y 1 + \/l x 2 -f C . 


□ 


3.1.4 用展开法求积 (习题 1721-1765) 


所谓展开法就是利用积分运算的线性性质，将被积函数写成若干项之和，然后分别 
求积，也可称为分项积分法.在本小节的习题求解中包含了几种常用的展幵技巧. 

与前面一样，我们除了用展开法之外，还经常会举出其他解法以供比较. 


习题 1721( b ) | x(l — x ) 10 dx . 


解1若用二项式公式将 （1 - : r ) 1 Q 展开则导致繁复的计算.然而还可以有其他展 
幵方法.这就是利用 x = l -( l - x ) 将被积函数展开为两项，然后即可求积如下： 



— x ) 10 dx 


[ l -( l - x )]( l - x ) 10 d 


(1 — x ) 10 d(l — x ) -h I (1 — x ) 11 d(l — x ) 


li 


11 


(1 -工) 


li 



12 


(1 - x ) 12 + C . □ 


解 2 作代换 t = l - x ， 则展开求积更为 自然: 


j x(l — x ) 10 d . 


(1 - t ) t 10 dt = - JV 0 dt + 


^ 11 dt 


11 


(1 -x) 


li 



12 


( l - x ) 12 + C . □ 


解 3 用分部积分法可求积如下: 

x(l — x ) 10 dx = — 


■ x(l — x ) 11 -1- 
■ x(l — x ) 11 — 


11 


11 


11 


J ( l - x ) 


11 


dx 


( l - x ) 12 + C . □ 


132 
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若有理分式的分母多项式的次数不高于分子多项式的次数，可以将它用多项式除 
法（或其他方法）展开为多项式与真分式之和，然后再分别求积.下面是一个典型例子. 


习题 1723 求 


X 2 

1 + rr 

1 


dx . 


解按照前面所述展开后即可求积 如下: 


dx 




K 


x - 1 + rh) dx 


— x + ln|x + 1| + C . 口 


习题 1726 求 (2 -~ dx . 

2- x 2 

解将分式展开后即可求积如下: 


(2- x ) 


dx 


( x 2 — 2) — 4 x + 6 


dx 




i (- i+ # 


^2 


dx 


—x + 21 n \ x 2 — 2| - In 

v 2 


x — y /2 
x -f \/2 


+ C. □ 


对于分母为 （ a ； - a ) n 的有理真分式，经常可展开为 &二 )fc ( l ^ k ^ n ) 之和， 
后再逐项求积.下面是一个典型例子. 


然 


习题 1727 求 (1 — ^ )ioo d 工. 

解1先将分子按照 : r - 1的幂次展开为多项式，然后即可展开求积如下 


(1 一 X) 100 


dx 


(x — I) 2 -f 2(x — 1) + 


(: r - 1 ) 


100 


dx 


(Oc - 1) 

氣 


-98 



2(x-iy" ^{X-I) 


一 100 


dx 


97 


(: r - 1 ) 


-97 


49 


(: E - 1 ) 


-98 


(: r - 1) 


-99 


+ C. □ 


解 2 (概要）若先作代换 t = x - l , 则将分子+ I ) 2 展幵后即可求积如下 


(l-x ) 100 


dx 




、 t 

% 


2 + 2t + 


^100 


dt , 


以下从略 .口 


习题 1730 求 


2 — 5 x dx . 


解与前几题一样，只要将: T 按照 （2 - 5 x ) 的幂次写出，即可展开求积如下 


2 - 5 x dx = | (- +(2 - 5: r ) + 吾 


5 x dx 


(2 — 5 x ) 2 dx + 吾 (2 — 5 x ) 2 dx 


5_ 


3_ 


125 


(2-5 x ) 2 - 


75 

3. 


(2 - 5 x ) 2 + C 


8 + 7 3 5 Q:c (2-5x)2~ +C. □ 
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习题1733求 


dx 

(x - 1)(2： + 3) • 


解1分母为 （ x — a){x 一 b ) ( a 弄 b ) 的真分式可以展开为分母分别为 o : — a 和 x 
的两个真分式之和.写山含有待定系数 A 和 B 的展 开式： 


A 


(x - l)(x + 3) 



B 

x + 3 


然后只要在等式两边乘以: T - 1，且取 X 4 1时的极限，就可见 j 


A . 同样将上式两 


边乘以 x + 3，且令 : e — >3，就得到一 


B . 


T 是本题可求积如下: 


dx 


(x - 1)(3； + 3) 


丄 dx 
4 x — 1 

V 


1 

T 

4 


T ln frr 


dx 

x + 3 

□ 


解 2 从解 1 的展幵式两边乘以 0 r _ l )( a ; + 3)， 就得到 


A{x + 3) + B(x — 1), 


然后令 


x — ^ 


1得到 A = ^， 令 rr 4 一 3得到 B 


~4 


. 其余从略 .口 


注本题的被积函数 r 点1和-3处没有定义，因此在解1和解2中用1和 


x ^-3, 从计算结果来看也就相当于用 a : 



-3直接代入，只是后者是在等式 


两边的表达式在点1,3处作连续延拓后才能成立的运算. 

《习题集》中的习题 1741-1758 是被积函数为三角函数的展开求积.这时三角函 
数的许多恒等式当然要起重要作用.除了积化和差公式之外，还要知道以 u = sinx 和 
t ; = cosx 组成的多项式 F ( u , v ) 一 定可以展开为 x 的倍角函数之和①.下面举例. 

习题 1747求 [ sin ' 3 xdx . 


解1将被积函数展开为: r 的倍角函数之和 如下: 


sin 3 


(1 - cos 2 x ) sin x = y sinx — cos 2 x sin x 


■y sin x — (sin 3 x — sin a :) 

1 . Q . 3 

—— r sin -f -r sin x . 

4 4 


然后容易求积 如下: 


sin 3 xdx = I (- j sin 3 x + 普 sin x ) dx 


1 3 

- cos 3 x — j cos x + C . 


□ 


解 2 本题也可以用凑微分法求积 如下: 


sin 3 xdx = ( cos 2 x — 1) d ( cosx ) 


cos 3 x — COS X + C . □ 


①学过傅里叶级数（见 §5.6) 的读者当然明白这是显然的 • 
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注与前面关于 sin 3 ： c 化为倍角函数的推导类似，有 


cos 3 : r = + ( 1 + cos 2 x ) cos x 


2 


COS X + -J- (cos X + cos 3 x ) 


3 


了 cos x + - j - cos 3 x ， 


可见两个解的答案相同. 


习题 1755 求 


dx 


sin 2 x cosx 


解 1将被积函数的分子1换为 sin 2 x + cos 2 a :, 就可以实现展开并求积如下 


dx 


sin 2 xcosx 


sin 2 x + cos 2 x 
sin 2 x cosx 


dx 




dx 


cosx 



cosx dx 
sin 2 x 


df x + 


n 

2 


sin hr + 


n 

2 


dsinx 
sin 2 x 


In 


tan 


2 




smx 


+ C . □ 


解 2 也可以凑微分求积 如下: 


dx 


dsinx 


sin 2 xcosx 


sin 2 x(l — sin 2 x ) 


f dsinx 



f dsinx 

J 1 - si 


x 


sin 2 x 


+ |+ sinx 

sinx 2 1 — sinx 


+ C. □ 


习题 1759 求 


dx 


+ e x • 


解 1 如下展开即可求积 


dx 


1 + e x 


1 


e 


X 


1 + e x 


dx = x 


d(l + e x ) 
1 +e x 


= x - ln ( l-f e x )+ C . □ 


解 2 用代入法，令 （= e ' 则可如下展开 求积: 



dx 


dt 


+ e x 







t 


rh) 


dt 


Int — ln(l + 亡） + C 


x 


ln ( l + e x ) + C . □ 


3.1.5 用代入法求积（习题 1766-1790) 

本小节是代入法的进一步学习. 

在前面的许多习题中可以看到，将被积函数中的某个较为复杂的因子作为新的自 
变量，然后就有可能得到较容易处理的新的被积函数，这往往是一种有效的简化方法. 


§3.1 最简单的不定积分（习题1 628 -1 865 ) 
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习题 1767求 | x 3 ( l -5 a ; 2 ) 10 dx . 

解 1令1 - 5 a ; 2 = t , 则有 x 2 = 和 -I0xdx = dt, 于是可求积如下： 

x 3 (l — 5 x 2 ) 10 dx = — 又言 - ’ - t 1Q dt 

= ^^ o _ t n )dt 

= - 士〜 士 ^ 

二-士 1 - 5 - 2 ) 11 ^ 1 - 5 ，^ •口 

解 2( 概要） 作代换 rc 2 = f 则得到 

| x 3 (l — 5 x 2 ) 10 dx = 士 |亡(1 — 5^) 10 dt , 

然后再将积分号下的因子纟写为 t= ^[1-(1- bt)\ 后展开求积（见 §3.1.4 的习题 
1721( b )), 或者也可用分部积分法求积 .口 


习题 17T1 求 cos 5 x - vsinx dx. 


解令 \/sina: = t , 则有 dsinx = cos xdx = d(t 2 ) = 2t dt, 丁 • 是可求积如 T 


_ • 

cos 5 x • vsin x dx = (1 


(1 - t 4 ) 2 t -2tdt= (2t 10 - 4t 6 + 2t 2 ) dt 



□ 


习题 1773 求 


COS° X 


解令 6 = tana ;, 则 dt = sec 2 x dx , 然后可求积如下： 

sm x dx = [ tan 2 x - sec 2 x d ( tanx ) 

, COS° X J 

= t 2 ( l -[- t 2 )dt = - i - t 3 + 如 5 + C 
% 

=- i - tan 3 x + tan 5 x -\- C . □ 

注本题的被积函数属于有理三角函数的类型，即可写为 ^( cosx , sinx ), 其中 
R ( u , v ) 为二元有理分式函数.对于满足条件丑(- u ，_ r ) = R ( u , v ) 的情况，用变量代换 
t = tanx 是较好的求积方法（参见 §3.4.3 开始时对三种情况的说明) • 

习题 1778-1790 是可以用三角代换 x = asint , x = atan ^, x = a sin 2 t 等或者双曲 
代换 a : = asinht , x = a cosh t 等求积的类型.下面也给出常用的其他求积方法. 




第三章不定积分 


习题 1778求 


dx 


(1-X 2 )2 


A • 


解 1 令 a ： = sin t ， 贝 lj 1 — a ; 2 = cos 2 dx = cos t dt ^ 于是可求积如下: 


dx 


(l-x 2 ) 吾 


cos t dt 
cos 3 t 


dt 

cos 2 t 


tan t + C 


1 — x 


+ C . □ 


解 2 也可用下列凑微分法 求积: 


dx 

(1 — x 2 ) 2 


dx 


(含 _1 ) 


3. 

2 


T 


T 


+ C . □ 


习题 1779 求 


x 2 dx 

’ x 2 — 


解 1 令 


X = 


\/2 seci , 则有 y / x 1 — 2 = \/2 tani , dx = \/2 sec t tan ^ di , 于是有 


x 2 dx 


sec 3 tdt ^ 


然后用分部积分法求积 如下： 

2 [ sec 3 tdt = 2 sec t d ( tani ) 


I tan 亡 d(sec t ) 




2 tani sec i — 2 f tan 2 t sec t di 




% 

(sec 

% 


= 2 tan t sec t + 2 sec i d 亡 一 21 sec 3 t dt , 

然后将右边的 最后一 项移到左边，除以2后再继续求积得到 
2 [ sec 3 tdt = tantsec t [ sec tdt 


=tan t sect + In | sect + tani | + C \ (参见习题 1704 后的公式 (3.5)) 

= ^- xVx 2 - 2 + In |x + y / x 2 -2 | + C (其中 C = Ci - In V 2 ). □ 

注 1 注意在上述计算中出现的“循环现象”，即在对于2 sec 3 1 dt 的分部积分法计 

算中又山现了 -2 j S ec 3 tdt , 然后通过移项整理之后再继续计算 下去. 这是分部积分法 
使用中的常见现象.参见下面 §3.1.6 的习题1820的解1后的注 • 

注2在上述解的最后指出了任意常数(？和(^之间的关系.为简明起见，今后将 
不定积分求积过程的各个步骤中山现的任意常数统一记为 C ， 并不再讨论它们之间的 
关系. 

解2这一个解法中不用三角代换，但仍然要用分部积分法. 

将本题的不定积分记为/，则一方面用分部积分得到 

I = x \/ x 2 — 2 — | y / x 2 — 2 dx . 


§3.1 最简单的不定积分（习题 1628-1865 ) 
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W —方面又有 


(x 2 — 2) + 2 

\ Jx 2 — 2 


dx 


\/ x 2 — 2 dx + 2 


dx 


y / x 2 - 2 


V x 2 — 2 dx + 2 In |:r + y x 2 — 2 | ， 


将两式相加除 2 即得与解 1 相同的结果 .口 

思考题关于/的以上两式中都看不到任意常数，但最后的答案中必须有任意常 
数，那么它是从何处山来的？ 


习题1782求 



a + x 
a — x 


dx . 


解1不妨设 a >0 (否则可令 : r = - t )， 这时从平方根号下的分式必须大于等 T 0 
的要求，可以求山变量 a : 的范围为 — a $ x < a . 


作代换 a : = a cos i ， 则 



a + x 
a — x 


cot dx = — asintdt , T ■是可求积如下: 



a + x 
a — x 


dx 


cot 


2 


(— asint ) dt 


2 a cos 2 - dt 


a(l + cos 亡 ） df = —at — asint + C 


-aarccosf 


□ 


解 2 此题用凑微分法可求积 如下: 



a + x 
a — x 


dx 




% a + x 
. y / a 2 — x 2 


d 


dx = a 


a) 



1 




2 


2 


d ( a 2 — x 2 ) 
yj a 1 — x 2 


a arcsin 


x 

a 


\A 2 - x 2 + c. □ 


解 3 作代换 f 



a + x 
a — x 


，则有 


x = a 


2 a 


t 


2 


1 


,dx 


4 at dt 


(亡 2 +1) 


2 


丁•是可用分部积分法求积如下: 



a + x 
a — x 


dx 


Aat 2 




(亡 2 +1) 


2 


dt 


(-2 at ) d ( 


t 2 + 1 


2 at 


t 2 + 
2 at 


% 

r + J 


2 a dt 
t 2 + 1 


+ 2 a arc tan f + C 


—\/ a 2 — x 2 -f 2 a arc tan 



a + x 
a — x 


+ C . □ 


主 


解 3 所用的代换还可推广 丁解决 类型为 



的不定积分问 


题，其中 R ( Uj v ) 为二元有理函数.这时的代换为 f 



ax + 6 


+ cT 
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习题1784 求 


dx 


(x — a)(b — x) 


解1这时只能有 a 笋 6. 以下不妨设 ( 否则可将根号下改写为 （ X-6)(a -： r)) 
利用 a < x < b, 作三角代换 x - a = (b- a) sin 2 t, 其中 0 < f < 7c/2, 则有 

y(x — a)(b — x) = (b — a) sin ^cost, dx = 2(6 — a) sint cosidt, 


丁•是可求积如下: 


dx 


(x — a)(b — x) 


dt — + C7 


2 arcsin 


b — a 


□ 


解 2 若不用解 1 中的三角代换，则也可在根号内配平方后求积如下 


dx 


(x — a)(b — x) 


( b - a ) 

4 


x — 


arcsin 


dx 


_ + 6 
2~ 

b — a 


爭 ) 2 


+ (7 = arcsin 


2x — CL 一 

b — a 




□ 


注在 6 = -a # 0 时就是前面的 §3.1.2 中的基本公式 (3.3) 之三 


dx 

a 2 - x 2 


= arcsin 


丄 +C. 

a 


3.1.6 用分部积分法求积（习题 1791-1835) 

这是与代换法并列的重要的积分方法，在 §3.1.5 的习题1779的两个解法和习题 
1782的解3中已经出现.本小节是这方面的基本例题. 


习题 1791 求 lnxdx. 


解1用分部积分法可求积 如下： 

In x dx = x In x — I x d(lna;) = x In a: — | 


dx = x\nx — x C. □ 


注在上述分部积分中引入因子的方法看似“无中生有”，实际上很有效.它可以 
用于求山许多不定积分，例如习题1802 ( 求 |arctan:rdx)， 1803 ( 求 [arcsin xdx)， 1807 


(求 J ln(:r 


+ 


x 2 ) dx), 1809 ( 求 arctan v/Jdx) 等，其理由也只有一个，即这些不定 

% 


积分的被积函数在求导之后都变成为代数函数（包括有理函数和无理函数). 

解2若用代换 lna; = 则 a: = e £ ，cLr = dt, 然后分部积分法求积如下 


lnxdx 


te l di = te 


4 -i 


e l dt 


te 1 — -f C = x In x — x -h (7. □ 


注对丁•解 2 中的积分 jtdd 《用分部积分法时有两种做法，即 


§3.1 最简单的不定积分（习题1628- 1865) 


或者 


te l dt 


te l = t^e 1 ) = — I e l dt, 






t 2 


- 


d 亡 


显然后者不能成功. 

这表明在用分部积分法时，事先要想好达到什么“目的”是重要的，它决定了在分部 
积分的两个可能方向中选择哪一个.本题的解2是要通过分部积分将原来的被积函数 
te l 中的因子 t 去掉.然而在注中的第二种做法则将 t 的幂指数从1升高为2,适得其反. 
一般来说，为了将不定积分 |/( x ) dx 写成为 | u ( x ) di ; (: c )， 然后皮用分部积分公式 

u(x) dv ( x ) = u(x)v{x) — I v(x) du ( x ), 

这时在如何选择 u (: c ) 和 v(x) 时会有更多的可能性，但往往只能根据经验来进行尝试. 
这方面的进一步内容可参看 §3.5 最后关于分部积分法的补充. 


习题 1793 


求 |(¥) 


2 


dx. 


解设法通过分部积分使得被积函数的 lnx 的次数从2次降为1次，再从1次降为 


0次（参见习题 1791), 这样就可求积如下 •• 



lnx 


da : 


( lnx ) 

鼇 


1 


(lnx ) 2 + — d (lnx) 

X 

I 


( lnx ) 2 + 

4 


J - 21nX * x dx 


i. (lnx) 2_^ lnx+ r^.i 

x v y X ) X X 

— - (lnx ) 2 — — In a: — — -f C. 

X v 7 X X 


dx 


□ 


w 

习题 1799 求 x 2 sin 2x dx. 


解设法通过分部积分将被积函数中的: r 2 的指数从2降为0,这样即可求积如下： 

r 1 1 

X 2 sin 2x dx = x 2 d (-音 cos 2x) = -yx 2 cos 2x + x cos 2x dx 

% 

i i i r 

=—yx 2 cos 2x + y x sin 2x — y sin 2x dx 
= — ^-x 2 cos 2x -f yxsin 2x cos 2x + C. □ 

% 

习题 1810 求 sinx • ln(tanx) dx. 

解考虑到被积函数的第二个闵子 ln(tan:r) 在求导后成为三角函数，即可用分部 


积分法求积如下: 


sinx • ln(tanx) dx 


r 2 

cosx - ln(tanrr) + I cosx • ^ n ~ 


— cosx - ln(tanx) 



• dx 
sinx 

% 


— cosx - ln(tanx) + In tan 吾 + C. □ 
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习题 1817 求 


dx 


( a 2 + x 2 ) 2 • 


解1不妨设 a >0. 以下的分部积分法在 §3.1.5 的习题1782的解3中已 见过: 

「 ( a 2 -h x 2 ) — x 2 


dx 


(a 2 + X 2 ) 


2 


1 

A 



( a 2 + x 2 ) 
dx 


2 


dx 


x 2 + a 2 



2a 


2 


xd 


x 2 + a 2 


x 


a 


3 arCtan a 


+ 


x 


dx 


2a 2 ( x 2 + a 2 ) 2a 2 J x 2 -f a 2 


2a 3 


arctan 


x _ 

a 


x 


2 a 2 ( x 2 + a 2 ) 


+ C. . □ 


解 2 下面的方法与解 1 类似，但有其特色，即从已知的结果 开始: 


1 


arctan — + (7 


a 


a 


dx 


x 2 + a 2 


x 


a 2 + x 2 


x 



2 x 2 dx 


( x 2 + a 2 ) 


2 


a 2 + x 2 


2 


dx 


x 2 -f a 2 


2a 


2 


dx 


( x 2 + a 2 ) 2 


将最后一式加以整理就得到与解 1 相同的答案 .口 


下面的习题 1818( 求 x / a 2 — x 2 dx ) 和 1819( 求 \ Zx 2 + ada ;) 都是分部积分法的 


典型成用.其结果已是教科书中的基本公式，推导从略. 


\J a 2 — X 1 dx 


2 


xy a 2 — x 2 -\- arcsin + C (a > 0 ), 


V x 2 + adx 


xy x 2 + a - 1 - In |x -|- v C { a 7 ^ 0 ) 


(3.6) 


习题 1820 求 


x 2 y / a 2 -f x 2 dx . 


解 1 利用 d [( a 2 + x 2 )"^]= 3 x ( a 2 + x 2 )^ dx , 可用分部积分法求积 如下: 


x 2 y a 2 + x 2 dx 


3 


_3 


3 


xd [( a 2 + x 2 ) 2 ] 

3 3 

( a 2 + x 2 ) 2 — [ ( a 2 + x 2 ) 2 dx 


3 


-f x 2 ) 2 - 


2 


x 2 ( a 2 + x 2 ) 2 dx — \/ a 2 + t 2 dx 


然后将右边的第二项移到左边，对第三项用公式 （3.6) 之二（取 a = a 2 )， 这样就得到 


x 2 ya 2 4- x 2 dx 



x ( x 2 + a 2 ) 2 — ~^- x ( x 2 + a 2 ) 2 

o 


4 


In |x + \/x 2 + a 2 | -f C. □ 

O 


注在解 1 中出现了 §3.1.5 的习题1779及其注所示的内容，即在分部积分计算中 
有可能出现原来要求的不定积分（其系数不等于 1 )，然后通过移项整理并求解一个简单 
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的代数方程可求山答案.这种情况称为不定积分中的循环现象，今后对丁•中间的移项整 
理过程将不再 一一 指出.在用分部积分法推导公式 （3.6 f 时也是如此. 


解2用三角代换 x = atan (， 则有 


2 


a 2 + x 2 dx 


a 2 tan 2 t - a sec t - a sec 2 tdt = a 4 


( sec 5 t — sec 3 t ) di 


然后用分部积分法作以下计算（其中均山现解1的注中所说的循环现 象): 


sec 5 t dt 


sec 3 t d ( tani ) = sec 3 t tan i — tan t - 3 sec 3 t tan t dt 


sec 


t tan t — 13( sec 5 t — sec 3 t ) 


T 


sec 


t tan ^ + 11 sec 3 t dt , 


sec 3 tdt = sect d ( tan ^) = sect tan i | tan 2 t sec t dt 

=sect tan t — \ ( sec 3 1 — sec t ) dt 


i 

sec 艺 tan 艺 + j 


d 亡 

cost ' 


对右边 M 后的积分用习题 1704 ( 见（3.5))，并综合以上即可得到 


a 2 + x 2 dx 


a 4 ( j sec 3 t tan t — * sect tan t — — In | tant + sect 



+ C 


- j - x ( x 2 + a 2 ) 2 — -~- x ( x 2 + a 2 ) 2 


t In |x + Vx 2 + a 2 1 + C . □ 


注解 1 依赖丁•对分部积分中的的巧妙选择和现成的公式 （3.6). 解2虽然 
长一点，但思路简单，即从明显的三角代换 a ： = a tanf 开始，将问题归结为不定积分 
secWdt 的计算，而后者是可用递推方法求山的（见 §3.41 的习题 2 01 2 ( b )). 


习题 1824求 xe arctan ^ dx 

(1 + x 2 ) 2 


解（概要）作代换 x = t a n (, 则就有 


e arctan x 

(1+ X 2 ) 吾 


dx 


tan t - e 
sec 3 t 


• sec 2 1 dt 


t • 

e si 


sin i d 艺 


最后一式是一个常见的不定积分（见下面的习题 1829), 以下从略 .口 

注如 §3.1.5 开始关丁•代入法所说，对被积函数较复杂的情况，不妨先作适当的变 
量代换加以简化，然后再考虑用什么方法.接下来的习题 1825-1827 都是如此. 


习题 1828求 e ax cos bx dx . 

(注••本题中假设 ci ，6 均不等于 0.) 

解1此题可求积如下，其中利用在两次分部积分后山现的循环现象而求得 答案: 
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I 



a 


cos 6 xd ( e ax ) 


e ax cos bx + 


-e-cos6x+ a 


e ax sin bx dx 


a 


2 


sin bxd{e ax ) 


a 


e ax cos bx + 


a 


2 


e ax sin bx 


a 


2 


e ax d(sin bx) 


a 


e ax cos + 


a 


2 


e ax sin bx 



a 


2 


a 2 + 6 2 
e 


e ax ( — cos bx + 


a 


a 


2 


sin6x ) + C 


= 2 d (a cos bx + b sin bx) -f C. □ 

这里补充一种方法，即利用复数计算工具对本题给出一个新解，可以同时计算出本 
题与习题1829的两个不定积分，而且不需要用分部积分法. 

注意： 以下计算的根据来自 T 对实变复值函数 <4+ h ; (: r ) 的导数定义为 

[u(x) -f iv ( x )] / = u r (x) -f 

并用相同方法定义实变复值函数的原函数和不定积分，然后即可验证下面的公式 （3.7) 
成立（参见第一册的 §2.5.4 的习题1175后的注和 §2.5.5 的习题1206的复数解法). 


解2首先利用 Euler 公式有 


e ax (cos bx -h i sin bx) dx 


e (a+i6)x dx 


a -\- \b 


e (a+i6)x + ^ 


(3.7) 


然后分离山 (3.7) 右边第一项的实部与虚部，就有 


a-\-\b 


e 


(a 十 ifc)x 


a — ib 
a 2 -h b 2 
e 


e ax (cos bx + i sin bx) 


= 2 + 石 2 [(a cos bx -\-b sin bx) -f i(—6 cos bx + a sin bx)] 

又写复常数 C = C ! + iC 2 , 其中 c u c 2 为实常数，就同时得到两个不定积分： 


e ax cos bx dx 


e ax sin bx dx 


2 + ~ ^ ~ ( a cos bx -\-b sin bx) + Ci , 

2 +-" 2 (-bcosfrx + asinbx) 4- C2. 


□ 


习题 1829 求 


e ax sin bx dx. 


提示或者模仿上一题的解 1, 或者用其解 2 .口 


习题 1835 求 


xe 


(: r + 1) 2 


dx . 


解1利用 


x 


1 


x + 1 


(X + I) 2 

定积分用分部积分法即可求积如下 


(X+ 1) 


2 


将积分展开为两项，然后对第一项的不 
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xe 


(x + 1) 


2 


dx 


e 


x 


dx — 


e 


(x + l ) 2 


dx 


、 d ( e x ) 
x + 


(x + l) 2 


e 


x + 
e x 


i 1 


e 


(x + l ) 


2 


dx 


x + l 



e 


(t + 1) 


2 


dx 


e 


(: r + 1 ) 


2 


dx 


e 


x 



+ C . □ 


解 2 直接用分部积分法可求积 如下: 


xe 


(rc + 1) 


2 


dx 


x 


e x d ( 


\x + 


h) 


xe 


x + 
xe : 


x 


d ( xe x ) 


x + 


xe 



x + : 
xe x 



e x + xe 
x + l 

e x dx 


dx 


x -f 
e x 


+ e x + C 


x 



+ a □ 


注此题似乎不难，但这里要指山，初等函数的不定积分未必是初等函数，因此有 
许多初等函数的（往往很重要的）不定积分是不可能积山来的.例如，表面上比本题更为 
简申•的一个不定积分（见丁 • §3.5.3 的习题 2091) 


e 


x 


dx 


就是积不山的.因此不定积分的计算在很大程度上是带有技巧性的训练，各种方法的功 
效也都是有限的.所有的基本积分表中的公式，包括本节列山的（3.3)-(3.6)在内，都只 
能给山不定积分为初等函数的答案，不可能存在对任何不定积分都有效的积分方法. 


3.1.7 被积函数含二次三项式的求积 (习题 1836-1865) 

这里推荐将二次三项式规范化为: r 2 士 a 2 或 a 2 - rr 2 后，利用前面已经列出的基本 
积分公式（3.3)， (3.6) 求解.当然这时也需要其他方法的配合. 


习题1841求 


xdx 


x 2 — 2 x cos a + 


解 先将分母的二次三项式规范化，然后展开求积如下（设 a 不是 7 C 的整数 倍): 


xdx 


x 2 — 2 x cos a + 1 


xdx 


(x — cos a) 2 + sin 2 a 


2 


2 (x — cosa ) d 


(x — cos a ) 2 -f sin 2 a 


+ cosa 


dx 


(x — cos a) 2 + sin 2 a 


ln ( x 2 — 2 x cos a + 1) + cot a - arctan ( 


x — cosa 
sin a 


)+ c . 


□ 
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习题 1845求 


dx 


sin x + 2 cos x + 3 


解 先将分母写成为半角的正弦和余弦的二次式，然后分子分母同除以余弦的平 
方（仿照 §3.1.3 的习题1702的解法)，即可求积 如下： 


dx 


dx 


sin rr + 2 cos x + 3 


x 


r% • X X I rr 2 X I • 2 

2 sm j cos j + 5 cos j + sin ^ 


sec 2 * dx 


X 




tan 2 + 2 tan + 5 


2 


d ( tan 飞 — hi 


tan 


x 

2 


2 



1 +2 2 


tan 


arctan 


x 

2 


2 


+ C. □ 


习题 1855 求 


x + x 3 


v 1 -f x 2 — X 4 


dx 


解 令: r 2 = t 为新的自变量，将分母的根号下关丁 • 《的二次三项式配平方，然后即 


可展幵求积如下: 


x + X 3 


V1 + X 2 — X 4 


dx 


1 


1-ht 


VI -ht-t 2 


dt 


~i + T 


2 



d 亡 


A 

4 


—( 卜 


2 




2 V 4 


(t 一 去 )2 + 音 arcsin 


2 t - 1 


_)+ c 



2 


y/l x 2 — x 4 + 香 arcsin ( ^ 


□ 


习题 1856 求 


dx 


xy / x 2 + x + 1 


dx 


解仿照 §3.1.3 的习题 1682 的解 1 的方法（也就是作倒代换）即可求积如下 


dx 


d 


X\Jx 2 + X + 


dx 


(去) 


d 


x ^ 2 




x 



X 


2 


2 o 

X + f J + T 



In 


x 


+ 


2 



+ A / 1 + 


X 


X 


2 


+ C 


In 


rr + 2 + 2 yl + x + x 2 

2 x 


+ C. □ 


习题 1858 求 


dx 


(x + l ) vx 2 -f 1 


dx 


解令 $ + i 《为新的自变量，如上题那样作倒代换后即可求积如下: 
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_ dx _ 

(x + \)\/ x 2 + 1 



_ dt _ 

ty / t 2 -2 t + 2 





1 , 2 — f + y 2(t 2 — 2 亡 + 2) 

vf n 


+ C 




= --^ln U+f 广 1) 口 

V 2 ^+1 . 

注本题的根号下的二次函数: r 2 + l 已经是规范形式，但为了配合根号前的因子 
(x + 1) 的倒代换却需要重新作规范化.因此在类似的情况中，若根号下为二次三项式 
时，不必在作倒代换之前就对其作规范化. 


3.1.8 双曲函数及其在积分中的应用 


在《习题集》的前两章中已多次山现双曲函数（例如习题340, 781, 818, 1175, 1549 
等).在本节的不定积分中，双曲函数山现更多，前面的每一个小节中几 f 都有它们的习 
题.为读者方便起见，我们在这一小节中将对双曲函数作一个集中的简明介绍，并讲解 
前面各个小节中有关双曲函数的习题，其中包括含有双曲函数的不定积分，以及双曲函 
数代换在不定积分中的应用. 


根据《习题集》中的安排，这里只引入4个双曲函数，即双曲正弦、双曲余弦、双曲 
正切和双曲余切.它们的定义如下： 


sinhx = 
tanhx = 



e x - e— x 
e x + e— x 


cosh x = 
coth x = 



(3.8) 


(在其他文献中也有对上述双曲函数用 shx , chx , thx , cthx 记号的 •） 

为读者参考方便起见，下面给出了前三个双曲函数的图像（见第一册附录一的习题 
340). 在图中用虚线给出了生成双曲函数的指数函数 y #和2/ = e - $的 图像. 
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a 我们初次接触双曲函数时，会惊奇地发现双曲函数满足许多恒等式，而且与己经 
熟悉的三角函数恒等式非常相似.下面我们将解释其原因，并列出双曲函数的最常用的 
一些恒等式，它们是在本节的习题中所需要的. 

利用欧拉公式 e ix = cosx + isinx 就有 


sinx = 



cosx = 


e ix + e_ ix 
2 


它们也称为欧拉公式（参见第一册 §1.10.1 的习题819的解 1). 

利用上述公式可以将正弦和余弦函数的定义域延拓到复数域上.将它们与双曲函 


数的定义作比较，即可看山 它们之间的关系如下： 

sinh x = isin (— ix ), 

cosh x = cos (— ix ) = cos ( ix ). 


(3.9) 


由此可知，三角函数满足的每一个恒等式都可以通过上述转换而导山双曲函数的恒等 
式. 当然它 们也都可以按照双曲函数的定义直接验证得到， 

下面只列举山本节习题中要用到的几个常用恒等式.其他都可以类推得到. 


(1) cosh 2 x — sinh 2 x = 1, 


(2) 1 — tanh 2 x 

(3) coth 2 x — 1 


cosh 2 x 


sinh 2 


(4) sinh 2 x = 2 sinh x cosh 


(5) cosh 2 x = 2 cosh 2 x — 1 = 2 sinh z x + 1 = cosh z x + sinh ^ x 


2 


2 


2 


(6) sinh ax - sinh (3 x 


2 


cosh(a + P)x — cosh(a — 0) x ] 


(7) cosh ax - cosh /3 x = - [ cosh(a -1- /3 )x + cosh(a — /3) x ] 


(3.10) 


从双曲函数的定义及其图像，可确定它们的反函数存在，并求山其表达式如下 


(1) arcsinh x = ln(x + \/^ 2 + 1 )， x ^ (— 00 , + 00 )， 

(2) arccoshx = ln(x ± y / x 2 — 1), x G [1, + 00 )， 


(3) 

(4) 


arctanh x = j In 
arccoth x = 各 In 



x ^ (— 1 ， 1 )， 

x G ( _ 00 , 一 1) U (1，+ 00 ). 


(3.11) 


其中双曲余弦的反函数有两个单值分支，也可写为 arccosh x = 土 ln(x + \ Jx 2 - 1). 


①在文献中出现的反双曲函数有多种不同的符号，其中所加的前缀有 a ， Ar ， ar ， arc, arg 等. 为方便起见， 
本书使用与反三角函数 相同的 方法，即加前缀 arc. 这种用法见于中国科学院数学研究所编写的《英汉数学 
词汇》等多种工具书中. 
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最后是双曲函数的求导公式与不定积分公式: 


( 1 ) (sinhx)’ = coshx 

( 2 ) (coshx ) 7 = sinhx 


( 3 ) (tanhx ) 7 


cosh 2 x 


( 4 ) (cothrc)’ =— 


sinh 2 x 


( 1 ) sinh xdx = cosh x + 


( 2 ) 

⑶ 


cosh xdx = sinh x + C. 


dx 


sinh 2 x 
dx 

cosh 2 x 


⑷ 


— coth a: + C, 


tanh x + C. 


下面先看本节中被积函数含有双曲函数的一些习题. 

习题 1651-1653 可直接用积分表求解，下面给山其中第二题的解 


习题 1652 求 


tanh 2 xdx. 


解利用恒等式(3.10)(2)和积分公式（3.13)(4)，即可求积如下 


tanh 2 x dx 



1 


cosh 2 x 


dx = x — tanh x + C. □ 


习题 1671-1673 只要用线性代换求积，从略. 
下面是用凑微分法求积的几道习题. 


习题 l 7 00( d ) 求 J 


sinhx 


V cosh 2 x 


dx. 


解利用双曲函数的倍角公式(3.10)(5)即可求积 如下: 


sinhx 


V cosh 2 x 


dx 


( 1(-\/2 coshx) 

\/2 J \/2 cosh 2 x — l 


V2 


ln (\/2 cosh x + V cosh 2 x ) -f C. □ 


习题 1705 求 


dx 


sinhx 


解 1 仿照 §3.1.3 的习题 1703 (即求 f 4^) 的解1可求积如下 

]sin X 


dx 

sinhx 




r_dx_ 

J 2 sinh * cosh 号 




’ _ dx _ 

v 2 tanh cosh^ 


d 


x_ 

2 


cosh 2 i 


tanh 


In Itanh 


x 

2 


+ C. □ 


(3.12) 


(3.13) 
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解 2作代换 x = In tan y , 则有 e 1 = tan 如 e 


z = cot 然后通过计算得到 


sinhx 


cost 
sint ' 


coshx 


sint ’ 


dx 


dt 


sint 


P 是可求积如下: 


dx 


sinhx 


dt 

cost 


In 


sinhx 


1 + cosh x 


—In I sec 亡 + tan t \ + C 


+ C . □ 


习题 1706 求 


dx 


coshx 


dx . 


解 1 容易想到仿照 §3.1.3 的习题 1704 ( 即求 


x 



n 

2 


dx 


cosx 


) 来做，然而套用该题的代换 


t 或者该题的答案 (3.5) 只能得到含有虚数申位 i 的答案，引起不必要的麻烦. 


下面的方法可以避免这种现象. 


dx 


cosh 2 ； 




cosh re dx 

9 

cosh x 
d ( sinhx ) 

sinh 2 x 



arctan(sinh x ) -f C . □ 


解 2 利用双曲余弦定义可求积 如下: 


dx 


2 dx 


coshx 


e x + e 


2 d ( e x ) 

(#) 2 + _ 


X 


2 arctan ( e :r ) + C . □ 


解 3 如习题 1705 那样作代换 ：r = In tan ^, 则可求积 如下: 


dx 


cosh re 


dt = t C 


= 2 arctan ( e x ) + (7. □ 

习题 1761-1765 是用展开法求积的题，下面给出其中两题的解 


习题 1761求 


sinh 2 xdx . 


解 


利用恒等式(3.10)(5)即可展开求积 如下: 


sinh 2 x dx 


(cosh 2 x — l)dx = -r sinh 2 x 


2 j v 


2 


a : + C . □ 


解 2 用双曲正弦的定义也容易求积 如下: 


sinh 2 x dx 


T 


( e 2x — 2 + e ~ 2x ) dx 


8 


e 


2x 


—— g-e 2x -f C 7. D 


习题 1763 求 


sinh x sinh 2 x dx . 


解 1 利用恒等式 (3.10)(6) 即可展开后求积如下: 


sinhx sinh 2 x dx 


2 



cosh 3 x — cosh x ) dx 


p sinh 3 x — 4 r sinh : r + C . 

D Z 


□ 
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解2利用恒等式(3.10)(4)即可直接凑微分求积 如下: 


sinhx sinh 2 xdx = 2 


o 

sinh x cosh x dx 


sinh 2 xd ( sinhx ) 


昏 sinh 3 x + C . □ 


解 3 利用双曲函数定义即可展开求积 如下: 


sinh x sinh 2 x dx 



e 


e 


2 


e 2x _ e -2x 
2 


dx 


4 


|( e 3x_ e x — e -x +e -3x) dx 


12 


e 3x - e 一 3x 


)-i( e：E - e ' x ) + c 


□ 


习题 1786-1790 是双曲函数代换在求不定积分中的应用. 

不妨先看几个简单例子.从前面的反函数公式 (3.11) 就可看到它们与某些基本积 


分公式之间的联系.例如用代换= sinhi 可导山 


、 dx _ 

、 d ( sinht ) 


. Vx 2 -\- 1 . 

\! sinh 2 t + 1 

% 


dt = t C 


ln(x + \/ x 2 + 1) + C . 


又如用 t = tanht 贝 lj 可导出 

dx 


x 


2 


d ( tanhi ) 

9 

— tanh x 


dt = t C 


2 


In 



x 


x 


+ C . 


注这个代换只适用于 | x | < 1 .在 M 〉1时可以用代换 X = cotht , 答案相同 


下囬给山习题1786的解. 


习题1786用双曲代换求 Va 2 + x 2 dx . 

1 

解不妨设 a >0. 作代换 x = a sinh 则可求积 如下： 

、 / r 2 、 

\ Jo ? x 2 dx = a 2 cosh 2 tdt = (1 + cosh 2 t ) dt 

= 誓 f + 夸 sinh2t + C 
2 2 

=arcsinh — + sinh t cosh t + C 
2a cl 2d 

= ln ( a : + \/ x 2 + a 2 ) + ^- x \/ x 2 + a 2 C . □ 

注本题的结果是基本积分公式 （3.6) 的第二个公式的一部分，即在 

中 a 〉0的情况.若用分部积分法（包括三角代换）则可利用循环现象解出.以上方法不 
需要分部积分即可求出答案. 

习题 1800-1801 是有关双曲函数的分部积分法，从略. 
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§3.2 有理函数的积分法（习题 1866-1925 ) 

内容简介 有理函数（包括多项式函数与有理分式函数）是最重要的一类可积函 
数.本节的习题分为以下部分：用部分分式展开方法（或分解方法）求积，用奥斯特罗格 
拉茨基方法求积和综合性方法求积. 

3.2.1 用部分分式展开法求积（习题 1866-1889) 

如前所说，初等函数的原函数未必是初等函数.我们将原函数为非初等函数的初等 
函数称为不可积（俗称“积不山”)，这就是说它们的不定积分是非初等函数.相反，对 r 
原函数为初等函数的初等函数，则称它们为可积（俗称“积得山”)®. 

已经证明，有理函数的原函数一定是初等函数，而且可以通过展开为多项式与部分 
分式来求积，这时部分分式的分子中的系数可以通过待定系数法来确定. 

以下所说的有理函数一般是指实系数有理分式，即两个实系数多项式之商.对丁-假 
分式，即分子次数大丁•等于分母次数的情况，一定可以分解为一个多项式与一个真分式 
之和.由于多项式是可积的，它的不定积分仍然是多项式，因此问题就归结为如何求真 
分式的不定积分. 

真分式即分子次数小 T 分母次数的有理分式.由 T 实系数多项式一定可以在实数 
域内因式分解为若干个一次因式和二次因式的乘积，因此可以证明，真分式一定能够分 
解为下列两种简申分式 之和： 

☆㈣ ， 式二 r ㈣. (3 . 14) 

其中的 c , a ， M ， AT ， p ， g 均为实数.今后称这两类4式为 * 分分式 (partial fraction ), 而将 
实系数有理分式分解为部分分式的过程称为部分分式分解（或展开). 

更精确地说， a 真分式的分母中出现因子 （x - a 产时， 在部分分式分解中就有 

Cl .. C k 

显然它们的每一项都是容易求 积的； 而当真分式的分母中出现 （ xS+px + g )" 时，在部 
分分式分解中就有 

Mix -h Ni ^_ M n x + N n 

x 2 px + q (x 2 - \- px q) 71 

在将二次三项式 x 2 + V x ^ q 规范化为 a: 2 + a 2 之后，就可以看出当 n = 1时属于最简积 
分表，当 n = 2时即习题1817 ( 见 §3.1.6 的分部积分求积).对于 n 〉2的情况可用递推 
方法求积（见后面 §3.2.3 的习题 1921). 

下面的代数定理是部分分式分解的理论基础，该定理的证明中包含了上述部分分 
式的分解结论.关丁•定理的证明可参考 [151 的第二卷的274小节（在该书的老版中为 
262小节）或其他代数学的参考书. 

® 请注意这里关于不定积分中的函数的可积和不可积的概念与第四章定积分中函数的可积和不可积概念 
完全不同. 



§3.2 有理函数的积分法（习题 1 86 6-1 925 ) 
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同理可求山 

B = 


lim 


x 


2 (x + l)(x + 3) 


2 和 C 


lim 


x 


3 (X + l)(x + 2) 


3 

2 


□ 


注求待定系数的方法还有很多（例如参见 §3.1.4 的习题1733的解2)，这里只指 
山，由丁•命题 3.2 在理论上保证了待定系数的存在和唯一，因此不论用什么（正确的）方 
法，只要计算无误，答案总是相同的. 

对于初学者来说，在求有理函数的不定积分时，如何根据被积函数分母的因式分解, 
写山正确的部分分式展开式，这第一步是最为重要的. 


习题1870 求 


x 


4 


X 


4 


-f 5 x 2 + 4 


dx . 


解由于这不是真分式，又利用 x 4 + 5 rr 2 + 4 = ( re 2 + l )( x 2 + 4), 即可将被积函数 


展开 如下: 


x 


4 


( re 4 + 5 x 2 + 4) — (5 a: 2 + 4) 


x 4 + 5 x 2 + 4 


1 


x 4 + 5 a: 2 + 4 
5 a: 2 + 4 


x 4 + 5 a: 2 + 4 


1 


A 


B 


x 2 + 1 


x 2 -h 4 


这里的待定系数只需要两个，这是因为分子分母只含 X 的偶次幂项，因此可以看成为 
x 2 = t 的有理分式的部分分式展开.同样可由此用极限方法计算出® 


敁后求积 如下: 


lim 

ty — 


5 t + 4 
亡+ 4 


3 


和 B 


lim 


5艺+ 4 


t 一 ► —4 t ~ f " 


16 

3 


x 


4 


■ Q 

dx = x + arctan x — arctan + C 


x 4 + 5 a: 2 + 4 


习题 1874 求 


dx 


□ 


(X + 1 )(X + 2) 2 ( a : + 3) 


3 


解 1 根据命题 3.2, 有以下部分分式 展开: 

1 A 


B 


(x + l)(x + 2 ) 2 (x + 3) 


3 


X + 1 


x •+• 2 



C 


+ 


D 


x 4- 3 



(x + 2) 
E 


2 


F 


(x + 3) 


2 


(x + 3) 


3 • 


为了避免求解含有 6 个未知数的线性代数方程组，我们采取极限方法求待定系数. 


在上式两边乘以 X + 1,然后令 X 4 -1，即可“看山” A 


8 • 


同样在上式两边乘以 （:r + 2) 2 ,然后令 x — -2, 即可得到 C = -1. 再在该式两边 


乘以 （x + 3) 3 ,然后令 : c -> 一3,即可得到 F 
下面做一次减法®，即得到 


2 


® 这里的（取负值，是否与: T 2 


t 发生矛盾？这是因为展开式 
5亡+ 4 A . B 


+ 5 < + 4 t + 1 « + 4 


是对于 t # -1, -4的一切实数值都成立的恒等式，因此在确定 A ， B 时可以在 t < 0中进行计算 • 

⑦由以下计算可见，这种减法每做一次，一定使得分子分母约去一个确定的因子，因此具有自校正性，对 
于手算比较合适. 
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1 


1/8 


(x + l)(x + 2) 2 ( a : + 3) 


3 


X + 



1 


(x + 2) 2 



1/2 


(x + 3) 


3 


1 



1/2 


1/8 


(x + l)(x + 2) 2 ( a ; + 3) 3 (x -h 3) 


3 


X + 



1 


(x + 2) 2 


x 2 + 2x + 2 


1 


1/8 


2 (x + l )( a : + 2 ) 2 (rr + 3) 

2 x 2 + llx + 10 
2( x - hl)(x + 2 )(x + 3) 

— x 2 -f x + 22 


(x + 2) 


2 


X + 1 


1/8 


2 


X + 


B 


S(x + 2)( a ; + 3) 


2 


x + 2 


+ 


D 


E 


x + 3 


(x + 3) 


2 


然后再用极限方法得到 


B 


lim 


~~ - x -\- 22 
2 8 (x + 3) 2 


2 和五 


lim 

:— y 一 3 


x 2 + x + 22 
8(x + 2) 


5 

4 


又将前一式两边乘以: c , 然后令 a ： + 00 ,可见有 B + £> 


M 后可求积 如下: 

dx 


8 


，因此得到 D 


dx 


(x 4- l){x + 2 ) 2 (x + 3) 


3 


8 


+ 1 


2 


dx 


dx 


x -f 2 


(rr+ 2) 


2 


17 

' dx 

5 

dx 1 

8 

x + 3 

4 

1 (x + 3) 2 

2 J 


dx 


(X + 3) 


3 


- g - In |x -}- 1| + 2 In |x -|- 2| + ~~^~2 


17 


5 


g-ln|x + 3K 4( x + 3 ) 



1 


4 (x + 3) 


2 


+ c. 


解 2 在解 1 中求出 A ， C ， F 之后，可以在原来的部分分式展开式两边令 X 


代入，分别整理得到 


27 B + 1 SD + 6 E 


33 


-4 B-SD + SE = -1 


又在展开式两边乘以 X ，然后令 : r -> +00,得到 A + B D = 0,因此有 


B + D 


8 • 


最后从以上三个方程即可解山所 要的圪 五.计算从略 .口 

解3除了 4， C ， F 之外，用以下方法可以独立计算得到 B ， D ， E . 
在被积函数的部分分式展开式两边乘以 （: c + 2) 2 后得到 


1 


(x + l)(x + 3) 


3 


(x + 2) 


2 


A 


x 


+ B{x + 2) + C 



(工 + 2) 2 ( 


D 


x + 3 



E 


(x + 3) 


2 



F 


(x + 3) 3 


两边对 x 求导，然后令 x ^-2 (相当于用 x = -2 代入)，这样就得到 


B 


d 


1 


dx V (x 4- l)(x + 3) 


3 


2 


3 


(X + l) 2 (：r + 3) 


3 


(x + l)(x + 3) 


4 


1 + 3 = 2 


2 


类似地可以独立计算出 D 和五.计算从略 .口 


17 


□ 

0,-4 
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习题1876求 


a: 2 + 5 x + 4 
x 4 + 5 x 2 + 4 


dx . 


解1因分母可分解为（ X 2 + l )( x 2 + 4), 根据命题 3.2 可有被积函数的部分分式展 


开为 


x 2 -f 5 x + 4 
x 4 + 5 x 2 + 4 


Ax + B 
x 2 + 1 



Cx + D 
x 2 + 4 


将右边两个分式通分，并等置两边分子的同幂次项的系数，就得到线性方程组 


A + C 
B + D 
4 A-hC 
4 B-hD 


0, 




5 


计算得到 A 


3 


， B = 1， （7 


3 


,D = 0 


丁•是可求积如下: 


x 2 + 5 a : + 4 
x 4 4- 5 x 2 + 4 


dx 




3 X + 1 dx _Ar 

x 2 + l X 3 


xdx 


x 2 +4 


5 

6 


ln ( 鉛)— + 


□ 


—— . 

解 2 本题的待定系数可用复数计算法得到.在部分分式展幵式两边乘以： r 2 + 


1 


然后令 x i , 就有 


A \-\- B = lim 

x—>i 


x 2 -f 5 x + 4 _ 3 + 5 i 


rr 2 +4 


3 


丁•是同时得到 a 


和 B = 1. 


ITT^J 八一 了 u — 丄 . 

又在展开式两边乘以 x 2 + 4,然后令 a : — 2 i ， 就有 

2 I cc I ^ 


于是又同时得到 c 


2 C \ + D 
I 和 d 


lim x ^ - 5 g fA 

x->2i -h 1 

0. □ 


10 i 
3 


以下是几个常见的不定积分.其中除了标准方法之外还介绍较具技巧性的方法 


习题1881 



dx 


x 3 + 


解1根据分母的因式分解，可知有部分分式展开 如下: 

Bx + C 


A 


x 3 + 1 


X + 1 



X 2 — X + 


两边乘以 x + 1,同令 : r - > — 1，就得到 


A 


1 


lim — ^― ^ 

4一 1 x — x + 1 


3 


然后即可作减法得到 


1 


3 — — x + 1) 




x + 2 


x 3 + 1 3 (x + 1) 


3( x 3 + 1) 


3( x 2 — x + 1) 
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- 万， C 


于是可求积 如下: 

dx 


3 


2 

3 


x 


3 + 1 


dx 


3 (x + 1) 


+ 


百 


+ 2 


+ 1 


dx 


i 


+ 


2 


dx 


2 


x — 


6 


In 


( 


(x + l) 2 


x 2 — X + 




1 






□ 


解 2 用配对法可求积 如下: 


dx 


x 3 + 1 


2 


I 


+ 


x 


-f X 3 


dx 


2]^ 


dx 





x + 1 + 2 

^ / 2 x - 1 


(1 — a; + x 2 ) — x 2 

一 • o 


v /3 


V 3 




2x-l 

2x- 1 

~V3~ 


~2 


+ x 3 

dx 

1 + x 


dx 



+ i In (\ 士 1)3 - + C 

6 x 3 + 1 

+ 备 In ( 冬 + 1 - )' )4 

6 V x 2 — x + 1 / 


d(l + x 3 ) 

1 + x 3 


解 3 先将被积函数分子的 1 作如下 展开: 


+ C. □ 


1 = (x 2 — x -h 1) — (x 2 — x) 

—— x + 1) 一 -g-(3x^) + (:c + 1)— 


2 


( x 2 — x 1)— 去 (3: r 2 ) + 备 (: r + 1)， 


2 


子是即可求积 如下: 


dx 


2 


(x 


2 


X 


+ 1)- 皆 (3 rr 2 ) + y + 1) 


x 3 4- 


1 

2 


dx 


+ 1 


6 


x 3 -f 1 
In \x 3 4 - 1| 


dx 


dx 


6 





1 




2 


arctan 


x + 1 


2x- 1 


+ c . □ 


注解 3 是一次习题课上学生的创作. 


习题 1884 求 

解1按照标准方法先将分母作因式分解，得到 

x 4 + 1 = (x 4 4- 2x 2 + 1) — 2x 2 = (x 2 + I) 2 — (V2x) 2 

= (x 2 + V2x + l)(x 2 — V2x + 1). 


丁•是有部分分式展开 
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ax + b 


x 4 + 



cx + d 


x 2 + y /2 x -f 1 x 2 — y /2 x + 


由于将 x 换为- a : 时上式左边不变，而右边两项的分母对换，因此从展幵式的唯一 


性知道 a = _ c ，b = d . 用 :r = 0代入得到1 = b + d ， 因此 b = d 
并利用 6 = d ， 得到 


2 


.再令 :r = i 代入 


1 


这样即可确定 


V 2 


ai + 6 
y /2 i 



ci + d 
- y /2 i 


a — c 

~VT 


最后可求积如下（右边第二项的积分可从第一项的积分推得) 


dx 


x 4 + 1 


夺 +2 

2 + y /2 x + 


dx + 


-^2 l x + 1 

- 


•2 




V 2 

8 


2 x -f y /2 


x 2 + 



x -f 


dx + 


dx 


V 2 

8 


y /2 x +] 

> x - y /2 


2 


y /2 x + 


dx + 



dx 


x 


2 



x + 


vl 

8 


In 


x 2 -h y /2 x -h 1 
x 2 — y /2 x + 1 


1 


2y/2 


arctan (\/2 x + 1) 


1 


2 y /2 


arctan (\/2 x — 1) + C . □ 


解 2 解本题比较巧妙的方法是用配对法求积如下: 

2 


dx 


_ 1 f x 2 + 1 

r~ 2 -J^tt 


x 4 + 


dx 


2 


[x z -l 

J^TT 


dx 



x 


2 


2 


x 2 + 


dx 


x 


2 


2 


X 


2 


X 2 + 


dx 


X 


2 


2 


含） 

( 工 -|) 2 +2 


2 


d (^ + — ) 

(x + +) 2 — 2 


2y/2 


arctan 


x 


2 



x 


4v/2 


In 


x + 


X 


V 2 




+ C. □ 


习题 1886 求 


dx 


x 6 + 


解 1 按照标准方法将分母作因式分解，得到 

a : 6 + 1 = ( x 2 + l )( x 4 — x 2 + 1) = ( x 2 + l )[( x 2 + I ) 2 — 3 x 2 ] 


( x 2 + l )( x 2 — v 3 x + l )( x 2 + >/3 x + 1). 


于是本题的被积函数有部分分式展幵 如下: 


x 6 + 1 


ax + 6 
: r 2 + 1 


Ax + B 


+ 


Cx + D 


x 2 — y /3 x + 1 x 2 + y /3 x 
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两边乘以 x 2 + 1，然后令 x 4 i ， 就得到 


3 


ai + 6, 


于是同时得到 Cl = 0,6 
通过减法® 


3 


—X 2 + 2 


x 6 + 


3( x 2 + 1) 3( x 4 — rc 2 + 1) 


于是只要计算展幵式 


- X 2 十2 


Ax + B 


+ 


Cx + D 


3( x 4 - x 2 + 1) x 2 — y /3 x + 1 x 2 + \/3 x -|- 1 

如习题1884的解1那样，利用换-: r 时左边不变,而右边分母对换，就知道有火= - C ， 
= D . 又令 x = 0 代入，得到 B ^ D = 2 1 


B 


3， 

再令 : c = i 代入，并利用 B = D , 就得到 



B = D 


3 


Ai^B 

-VSi 


Ci + D 
\/3 i 


73 


( d ) 


即可解山 4 


Vl 

6 


C . 


最后可求积如下: 


dx 


x 6 + 


dx 


3( x 2 + 1) 


=arctan x + 



6 




X 


2 



X + 1 


dx + 


1 


4v/3 


In 


x 


V^X + 


y /3: 


5 + V^x + 


1 


da : 


+ 言 arctan (2 x 


Vs ) 


6 

解 2 本题有许多技巧性的解法，下面选其中之一. 


+ 备 arctan (2 x 4- \/3) + C . □ 


dx 


(x 2 -f 1) — x 


2 


X 6 + 1 


( x 2 + l )( x 4 — x 2 + 1) 


dx 


x 2 dx 
x 6 -f 1 



dx 


x 4 — x 2 + 1 


1 _ 

3 JT 


d ( x 3 ) 


x 3 ) 2 + 


+ 


1 

2 


( x 2 + 1) - ( x 2 - 1) 


x 4 — X 2 + 1 


dx 


—了 arcta.n - I - 


d ( x 


-去) 


2 


2 


X 


X 



d ( x + 


1 


X 


2 


X + 


X 


3 


3 


arctanx 3 + 士 arctan (x - +) _ 


4\/3 


In 


x 


2 


y/Zx -f 


x 2 + V 3 x + 1 


+ a □ 


①利用 z 2 = f (参见习题 1870) 和习题 1881 中的展开式于本题的被积函数 
个等式，同时推出上面的 a = 0和6 = 


x 6 + 1 


，就直接可以得到这 


3 
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习题 1889 求 


x 2 dx 


~h + 吾工 2 + 3 工 + 


解用部分分式展幵方法求积依赖丁 • 对被积函数的分母的因式分解.本题的分母 


可配方为 

x 4 + 3 x 3 - I - 鲁 X 2 + 3 x + 1 = ( rr 2 + 吾 : r ) 2 + (|x + l ) 2 ， 

可见分母没有实零点.于是需要寻找如下的因式 分解： 

x 4 + 3 x 3 + 吾 a ; 2 + 3 x + 1 = ( x 2 + ax + b)(x 2 + ex + d ), 

其中 a ，6, c ， d 是待定的实数. 

将上式右边展开，等置两边同幂次项的系数，就得到 a , 6, c ， d 满足的以下方程组 

a + c = 3，6 + d + ac = 鲁 ， be + ad = 3, bd = 1 . 

从方程组消去 a ， C , d 后得到 6 满足的方程为 

2 b 4 - 5 b 3 -f 46 2 - 56 -f 2 = (6 - 2)(26 — 1)(6 2 + 1) = 0， 


可见 6 = 2 或 6 


= f. 任取其中之一，例如取前者，即可确定 ex 


2, c = 1， d 


2， 


从而得到所需要的因式分解为： 

x 4 + 3x :i -f 吾工 2 + 3x + 1 


(x 2 -\-2x - {- 2)(x 2 -f x -f y) 


第二步是求被积函数的部分分式展开式 : 


-f- 3 x -f- 1 


Ax + B 


工 2 + 2x + 2 


+ 


Cx -h D 


x 2 -f x + - 


两边乘以 : c 后令 : r — +oo, 得到 4 + C = 0 .用 
消去其中两个 . 再令 x = ±l 代入即可解出 


0 代入得到 B^4D = 0 . 这样就可 


A 




12 




， D 


_3 

5 


最后可积分如下： 
f x 2 dx 


J x 4 4- 3x 3 4- 具 x 2 + 3x + 


4^ , 12 
"5 X+ ^~ 


x 2 + 2a: + 2 


dx + 


4 ^ 3 


x 2 -h X 4- y 


dx 


(2x + 2) dx 


x 2 + 2x 4- 2 


+ 


dx 


(a: + l) 2 + 



(2x -1- 1) dx 


x 2 -\-x-\- ^ 


(X + 


dx 


^) 2 + i 


: # 士 ? j + 鲁 arcta— + 1) 
+ x + "2 

- arctan(2x + 1) + (7 •口 
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3.2.2 用奥斯特罗格拉茨基法求积 (习题 1890-1902) 


从上一小节可知，有理函数的原函数不仅仅是初等函数，而且只能是有理函数、对 
数函数和反正切函数这三项之和.我们将后两项称为超越函数项.还可以从部分分式的 
形状 (3.14) 看山，后两项只能来自于部分分式中分母为 o : - a 和 x 2 +辦+ g 的项（这里 
需要后面 §3.2.3 的习题1921的结论).这就是奥斯特罗格拉茨基方法的根据.用这种方 
法可以用纯代数方法（不通过积分而）直接求出原函数中的有理函数部分，而余下的是 
容易直接积分得到的超越函数项. 

关丁•奥斯特罗格拉茨基方法的详细介绍可以参考丨1司第二卷的 §8.2 的276小节. 
具体来说，设被积函数 ^1* 为真有理分式，其分母 Q ( x ) 可分解为互素的一次 


因子之幂 （x - a ) fc ， …和二次因子之幂 （ x 2 + pa : + g ) 


m 


的乘积，且在所有指数 


k ，• • 


m 


中至少有一个大丁 1，则就有奥斯特罗格拉茨基公式 


射右•腿和狀制于吩母 Q ( x ) 醜-州 T 

(X — ( A : 〉 1) 和 （ a : 2 + px + g) m (m > 1)，在 Qi ( x ) 中相应地有 （x - 和 

( x 2 + px - {- 而在 Q2 ( x ) 则只有 （: c - a ) 和 （ a : 2 -h px -h q ). 


和 


、 P { x ) 

QM 

p 2( x ) 


dx 


Qi(x) 



P2(x) 
Q2 ⑻ 


dx , 


(O) 


对公式 （ o ) 两边求导，得到奥斯特罗格拉茨基公式的第二形式 


P ( x ) ^ / Px ( x ) 
Q ( x ) V Qi ( x ) 

这就是以下用待定系数法进行计算的山发点. 



P2{x) 

Q 2 ⑷， 


( 0 ，) 


注由丁 • Qih ) 是 Q (: c ) 和 Q \ x ) 的最大公因式，而 Q 2 (x) = Q { x )/ Q 1 { x ), 因此在 
奥斯特罗格拉茨基方法的计算中也可以不对 Q ( x ) 作因式分解. 


习题 1890 在什么条件下，积分 ， 


ax 2 + + c 


x 3 (x — l ) 2 


dx 为有理函数? 


解1根据命题3.2,本题的被积函数有以下的部分分式 展开: 


ax 2 + + c 

x 3 (x — l ) 2 


A + 4 

X X 2 



C_ 



D 

x — l 



E 


(x - l ) 2 


由此可见，问题是使得待定系数 A = D 


r 

在上式两边乘以: c , 然后令 x — + oo , 得到 A + D = 0. 于是只要求出 D 后令其等 
F 0即可.又于上式两边乘以（: c — I ) 2 ,然后令1,就得到 E = a + b + c . 


作下列减法，即有 


ax 2 - \-bx c 


x 3 (x — l ) 2 


a + 6 + c 


( x - l) 2 


—(a + 6 + c ) x 2 — (6 + c)x — c 


x 3 (x — 1) 


A 


+ 


B _ 



c_ 


D 

^ T ， 


然后只要两边乘以 X - 1，再令 z -> 1，就得到 D = - a -2 b - 3 c . 
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结论：本题的积分为有理函数的条件是 a + 26 + 3 c = 0 .口 


解2利用 §3.2.1 的习题1874解3中的方法可以直接计算出所需要的两个系数 
在被积函数的部分分式展开式两边乘以/，得到 


ax 2 + 6 x + c 


(x- 1) 


2 


Ax 2 + Bx + C + x 


3 


D 


X 



E 


(x- 1) 


2 


可见有 


A 


1 d 2 ( ax 2 + + 


c 


dx 2 


( x - 1) 


2 


x=0 


2 a 


4(2 ax -f b ) 6( ax 2 -f + c ) 


2 


(x- 1) 


2 


Or - 1) 


3 



(X— 1) 


4 


x=0 


ci + 26 + 3 c 


又在被积函数的部分分式展开式两边乘以 （: c - l ) 2 , 得到 


ax 2 + 6 a ; + c 


x 


3 


(X- 1) 2 ( 


A 


x 





+ D(x - 1) - f - E , 


可见有 


D 


d ( ax 2 + + c 

dx 


x 


3 




2 b 


)L 
)L 


3 c 


一 cl — 26 — 3 c . □ 


习题 1891 求 


xdx 


(x - l) 2 (:r + l) 3 • 


解 1 根据奥斯特罗格拉茨基公式（0’)，这时有被积函数的展开式 如下: 


x 


Ax 2 -h Bx + C 


(x — l) 2 (:r + l) 3 


( Ax z 
\ (x — 


Dx 4 - E 


{x - l)(x + l) 2 


(x - l)(x -f 1) * 


计算得到 


X 


- Ax 3 + 2 B ) x 2 + (-2 A + B - 3 C ) a : + (-B + C ) 


{x - l) 2 (x -f 1) 


3 


(x — l) 2 (rr + l) 3 


Dx + E 


{x - 1 )( 0 ： + 1 ) • 


然后将右边通分，分母与左边的分母相同，等置两边的分子得到 

Dx 4 + (-A + D + E ) x 3 - {-( A -2 B - D - hE)x 


X = 


2 


+ {-2 A ^ B -3 C - D - E ) x ^ {-B + C - E ) 


这样就得到线性代数方程组 


D = O y —A + D + 五 = 0, A — 2 B — D + E = 0^ 
-2 A ^ B -3 C - D - E =1, -B - E = 0. 


即可 解得乃 = 0, A = B = E 

最后可求积 如下： 

xdx 


1 ， C 


2 A 


4 • 


x 2 + x + 2 


(x - l) 2 (：r + l) 3 


2 


8 (x — l)(:r + 1) 

x 2 + x + 2 
8 (x — l)(x + l) 2 


8 


dx 


(x — l)(x + 1) 


16 


In 


x 


x 



+ c. □ 
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解2本题的待定系数也可以用极限方法等求出.为此在 

x = - Ax 3 + (A - 2 B ) x 2 4- {-2 A + B - 3 C)x + (- B - f - C ) 

(X — l) 2 (x -f l ) 3 (x — 1)2(3： + l ) 3 

,_ Dx + E 

(x - l)(x + 1) 

的两边乘以 X ，然后令 a : -> + oo , 得到 D = 0. 再将两边乘以 a : 2 , 然后令 a : -> + oo , 就得 
到 A = E . 于展开式的两边乘以 （: r — I ) 2 后分别令 x — 1和 : r = 0,得到 


A-bB-^C 


•^和 A + B-C 


0 


又丁•展开式两边乘以 （x + I ) 3 后令 x - 1,得到 

A - B + C =-\ 

4 


于是可 以解山五 


8 




T . 


□ 


习题1892 求 


dx 

( x 3 + l ) 2 • 


解根据奥斯特罗格拉茨基公式 （ o ’） 有以下展 开式： 

1 二 (Ax 2 + Bx^C\ A x x 2 -h B x x -f Ci 

( X 3 +1) 2 \ X 3 +1 / x 3 -f 1 

计算山右边的第一项后与第二项通分，然后等置两边的分子得到 

1 = (2 Ax - f - B )( x ：i + 1) — 3 x 2 ( Ax 2 + Bx + C ) + [ A \ x 2 -h B\x - f - C \)( x 3 + 1) 

= 央: r 5 + (—A + Bi ) x 4 -h (-2 B + Ci ) x 3 + (-3 C + A ^ x 2 

-f- (2A H- B\)x -h {B + Ci), 

丁•是得到线性代数方程组 

A\ = 0, —A 4- B\ = 0, —2B + C\ =0， 


— 3 C - I - A \ = 0 7 2 A -h Bi = 0 y B -h Ci 

2 

■ y • 


由此解山 A = C = 

A \ — B \ — 

0, B = 

= b c ^ 

最后即可求积 如下： 



' dx _ 

X 

+ i 

K 

dx 


( X 3 + l ) 2 一 

' 3( x 3 -h 1) 

x 3 + 1 



X 

丄 2 

o o n 



" 3( x 3 + l ) 

3\/3 


2 x - 1 

~7 T 


) + i 

其中非代数部分的积分利用了 §3.2.1 的习题1881的答案 .口 
习题1900 分出积分 | dx 的代数部分. 


In 


(x + 1) 


2 


X 2 — X + \ 


+ C "， 


解1 


由于/+$ + i 没有重零点，根据奥斯特罗格拉茨基方法有下列展开式 

Ax 4 + Bx 3 4- Cx 2 -h Dx + E 

5 


4 a : 5 - 1 


(x 5 + x + l ) 2 


+ x + 1 

AjX 4 4 - B\x 3 4 - C\x 2 + D\x + E 

x 5 + a : + 1 
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计算出右边的第一项后与第二项通分，然后等置两边的分子得到 
4 x 5 - 1 = A x x 9 4- ( B x - A ) x 8 + (Ci - 2 B ) x 7 4- { D l - 3 C ) x 6 -h + E x - 4 D ) x 5 

+ + 3 _A — 5£*) x ^ ~h C \ + 4： A . + 25) x ^ 

■+• {C\ + D\ + 3B + C*)x 2 + (-^i 4* E\ -|- 2C)x -}- (E\ -t- D — E), 

再等置两边同幂次项的系数得到下列方程组： 

A \ = 0,丑1 — A = 0 ， Ci — 2 B = 0, D \ — 3 C = 0, 

-Ai + E \ — AD = 4, A .\ - f - B \ + 3^4 — 3 E = 0, B \ + C \ -1- 4^4 + 2 B = 0, 


C \ - f * D \ + 3 B — 3 C — 0, D \ + E \ -h 2 »C = 0, E \ -h D — E = — 1. 

求解得到 D = _1, 其余的待定系数都等丁 • 0. 这表明本题的积分只有代数部分. 


r 是就得到答案为 


4 x 5 - 1 


(x 5 -f x + l ) 2 


dx 


x 


x 5 + :r + 1 


+ a □ 


解 2 由奥斯特罗格拉茨基公式 （ O ) 知道，在公式右边的积分号外的有理分式为 


P ㈤ 


，其中分子 P ( x ) 为不超过4次的多项式.若在积分中先凑微分，再作分部积 


ijttr 1 能得到与代数积分有关的部分.为此先作计算 

( x 5 + rr + 1)’ = 5 x 4 + 1， 4 x 5 — 1 = x (5 x 4 + 1) — x 5 — x — 1, 

然后就可得到 


4 x 5 — 1 


( x 5 + X + l ) 2 


dx 


x (5 x 4 -f 1) — ( x 5 + x -f 1) 

(x 5 +:c + l ) 2 


dx 


x 


dx 


d ( x 5 -f x + 1) 

( x 5 + a : + l ) 2 J a : 5 + a : + 


X 


X 5 + X + 1 



dx 


dx 


x 


x 5 + rr + 


a ; 5 + x + 1 


x 5 -f x + 1 


+ C. □ 



t = x 5 + x + l, 则由 4 = 5x 4 -t-1 > 0 可知存在羊调递增的反函 
数: r = x ( t ), 且对一切 i 成立恒等式 i = x 5 ⑷+ x ( t ) + 1. 从隐函数求导法则（或反函数 
求导法则 ：) 有 


[5 x 4 ⑷+ 1] 分⑷， 


两边乘以 x ( t )， 得到 


x ( t ) = [ bx 5 ( t ) -f x { t)]x ( t ) 


(3.15) 


然后可利用 t = x 5 ⑷ + + 1， (3.15) 和分部积分法计算如下: 


4 a : 5 - 1 


Ax b (t) - 


( x 5 + x + l) 2 


dx 




x \ t ) dt 


4 a : 5 ⑴ —[t — x 5 ( t ) — x { t )] 


t 2 


x \ t ) dt 


[5 rr 5 ⑷ + x { t )] — 


x ⑷ 


t 2 

+ C 


x \ t ) dt 


x ( t ) — tx f { t ) 


t 2 


dt 


x 


: r 5 + a : + 1 


+ C . □ 
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习题1902 在什么条件下，积分 | -^ Xlbxtc ) 2 dX 为有理 函数？ 

解从题意可知分母的系数 a ， 6, c 不全为 0. 分以下几种情况讨论. 

(1) a ^ 0, 6 2 - ac ^ 0. 这时根据奥斯特罗格拉茨基公式 （ O ’） 有下列展 开式: 

ax 2 + 20 X + 7 = ( AxB V + Aix + Bi 
{ax 2 + 2bx + c) 2 \ ax 2 4 - 2bx -he/ ax 2 H- 2bx 4- c 5 

计算山右边的第一项后与第二项通分，然后等置两边的分子得到 

ax 2 + 2(3x + 7 = aAix 3 + (—aA + aB\ -h 2bAi)x 2 


+ ( — + 2ibB\ + c^4i)x + {cA — 2ibB -h cB\^ 


再等置两边同幂次项的系数得到下列方程组： 

aA \ =0， 

— clA "f* clB\ 26^4.i = q ， 

1 —2d 丑 + 26^i -|- cA\ = 2 卢， 
cA — 2 bB -f cB \ — 7 . 


从题意可见，只要求山未知量 4 


0 , B 


+ ca — 26/3 

2 (ac — b 2 ) 


a 7 + ca — 2 b /3 = 0. 


就知道所要求的条件为 


(2) a 7 ^ 0, 6 2 — ac = 0. 

这时存在：使得被积函数的分母为 a 2 ( x - x 0 ) 4 . 由于分子是不超过2次的多项 
式，在被积函数的部分分式展开式中不可能山现 -^― (A ^ 0) 的项.这一点是容易 

JC 工0 

证明的.只要按照被积函数写山标准的部分分式展开式，然后两边乘以 X ,令 X — + OC , 
可以证明 A = 0. 

因此积分不会含有非代数部分，即只能是有理函数. 


(3) a = 0, 6 / 0. 将分母写为 (2 bx + c ) 2 = 46 2 (x - xi ) 2 , 其中: n = — |， 
山部分分式展开式 

ax 2 + 2/3 x + 7 a , C , D 
(2 bx + c ) 2 46 2 x - Xi (x — Xi) 2 

两边乘以 （x - xi ) 2 , 求导，且令 : r 4以，就可以计算得到 


C 


( ax 2 - f - 2/3 x + 7 V 

V 4^ ) 


Xi 


axi + P 

2 b 2 


—col + 2 b /3 


可见条件为 ca - 26/5 = 0. 


然后写 


(4) a = 6 = 0, 则显然积分为多项式. 

合并以上，可知答案为：⑴ a7 - 2砂+ ca = 0, ( ii ) b 2 - ac = 0. □ 


小结在有理分式函数的不定积分中，求部分分式展开式的待定系数往往是其中 
的主要计算部分.奥斯特罗格拉茨基方法中的展开式的第一项计算不需要部分分式展 
开，而第二项的分母中的因式 x - a^W x 2 +px + q 都是一重的，它们的积分都比较容易 
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(有时第二项的积分可以不必经过部分分式展开这一步而得到)，因此这在很多情况下是 
一 种较好的计算方法. - 

对于奥斯特罗格拉茨基方法中的待定系数计算，虽然系数个数较多，但可以发现在 
许多习题中该方法的计算量并不大，无论用线性方程组求解或极限法等都是如此.这是 
因为作为线性代数方程组来说，其中未知数的许多系数都是0的缘故.这与一般的部分 
分式展开的待定系数的线性代数方程组的情况很不一样，不仅便于求解，而且还在许多 
问题中导致许多待定系数的值为 o . (当然这最后一点还只是经验之谈 

因此我们在 §3.3 以后的几节中，还会多次用奥斯特罗格拉茨基方法来求其中山现 
的有理分式函数的不定积分. 


3.2.3 杂题（习题 1903-1925) 


习题 1903求 


x 


3 


( 工一 1 ) 


100 


dx 


解作代换- 1,即可展开求积 如下: 


x 


3 


(X- 1) 


100 


dx 


「（亡 + i ) 3 


100 


dt 




|(> 


3 + 3 


t 98 


t" 



t 


100 


dt 


3 


3 


m 96 


97t 97 


9St 98 


99t" 


1 


3 


+ C 
3 


1 


96(x- l) 96 97(x- 1) 


97 


9S(x- 1) 


98 


99(x- 1)" 


+ c. □ 


注本题也可以通过多次分部积分得到，只是计算与答案都要复杂一点. 


习题 1906求 


X 2 + X 
X 6 + 1 


dx. 


解（概要）分为两项求积即可 


a: 2 + x 
x 6 4- 1 


dx 


3 


d(x 3 ) 


+ 


(x 3 ) 2 + l * 2 J (x 2 ) 3 + l. 


d(x 2 ) 


□ 


习题 1907 求 


x 4 -3 


x(x s -f Sx 4 + 2) 


dx 


解（概要）如下作代换 （ = ： T 4 即可: 


X 


4 


3 


x(x 8 -f 3x 4 + 2) 


dx 


(x 4 — 3)x 3 dx 
x^{x s + 3x 4 + 2) 
{t — 3) dt 

4 J t(t + l)(t + 2) 


□ 


习题 1916 求 


x 


4 


x(x 4 — 5)(x 5 — 5x + 1) 


5 


dx. 


解（概要）如下凑微分即可 •• 


X 


4 


x(x 4 — 5)(x 5 — 5x -f 1) 


dx 


5 


d(x 5 — 5x) 


(x 5 — 5 a:) (x 5 — 5x + 1) 


□ 
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习题1918 求 


x 


2 


x 4 -f X 3 + X 2 + x -f 


dx 


解（概要）分子分母同除以 X 2 后如下凑微分即可 


X 


2 


1 


X 4 + X 3 -f X 2 + X + 


dx 


x 


2 




dx 


d ( x + 


1 


X 


2 


X + 


X 


+ X + 


X 


□ 


习题1921 试导山用于计算积分 


In 


dx 


(ax 2 + kc + c) 


n 


(a # 0) 


的递推公式.利用这个公式 计算: 




dx 


(x 2 -f x + l ) 3 ' 


解记 △ = 6 2 — 4 ac ， 则当 △ = 0 时可直接将 A 积出，故以下设 △ / 0. 
模仿 §3.1 的习题1817的解2,从 7 n _! 幵始，就有 


In 


dx 


(ax 2 4- + c) n 


x + 


2a 


(ax 2 + + c) n — 1 


-(1 -n) 


r (x + 去 ) d(ax 2 + 6 工 + c) 


X + 


b 


2a 


(ax 2 + 6a; + c) 71 — 1 


一 （1 -n) 


r (x + 


(ax 2 + 6:r + c) n 


)(2ax 4 - b) dx 


2a 


(ax 2 -f fex -f c) n 


x + 


(ax 2 -f + c) + ( 


2a 




{ax 2 + bx + c) n ~ 


r -2(l-n) 


4a 


c ) 


(ax 2 + + c) n 


dx 


x -f 


2a 


(ax 2 -f + c) n — 1 


_ 2(1 — n)I n 


(1 — n)A 
2a 


In 


由此即可解山 


In 


2ax + 6 


(n — l)A(ax 2 + + c) n — 1 


(271 — 3)2o 
(n — 1)A 


71 — 


对于 a = 6 = c = 1 和 n = 3, 接连用两次上述公式即有 


dx 


2 x + 1 


(x 2 + rr + l) 3 6(x 2 4- x + 1) 


2 


2rr+ 1 



2x+ 1 


6(x 2 + :r + l) 2 3(x 2 + x + 1) 


+ ^2 




2 x + 


+ 


2x + l 


6( x 2 + a : + l ) 2 3( x 2 + :r + 1) 3\/3 


arctan 


2x 4- 1 

"7 T 


+ c. □ 
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习题1925计算，式中 n 为正整数. 


解用欧拉公式可知分母: r 271 + 1的 2 n 个零点可分为两组，其中虚部大于0的 n 


个零点可记为 


Xk = G 


iK(2fc-l) 

2n 




• • • 


2n 


2n 




而余下的 n 个零点是上述 n 个零点的共轭复数，记为 

^ = COS 气 : 1 ) 兀 - isin ('—i)' k =1 ,2, 


2n 


2n 


n. 


由于 它们都是申重零点，因此就有（复数域中的）部分分式展开式 


rr 2n + l 


n 

k=l 




^ _ 



B k 


x -Xk 


两边乘以 X _ Xfc ， 然后令 X 4 Ifc ， 这时可用洛必达法则①，于是得到 




lim 4^ 

x-^x k X + 1 


2nx 


2n-l 

k 


用同样的方法可得到 Bfc k= 1,2, 


2n 


, n. 


， /c = 1 ， 2,…， n 


将所得到的复系数代入展开式，就可以整理得到实数域中的部分分式展幵式为 


n 


X 


2n 



E —W 


~(x k +X k )x + 2\x k \ 


2 


2n xZ ~ ^ Xk + \x k \ 


2 


n -2xcos- ( - 2 -f-- ) - 7t - +2 

2n 


2n 


E- 

k=l X 


2 


2x cos 


(2k - 1)7C 
2n 


最后可积分如下: 


dx 


n 


x 2n + 1 


2n 


E 


cos 


k 


(2k - 1)7C 
2n 


d(x 2 — 2x cos + ” 

0 (2k - l)n , 

- 2x cos -—— ^ —— - hi 

2n 


x 


2 




dx 


x 


2 


2x cos 


(2k - 1)7C 
2n 


n 


2n 乙 COS {2k 2n )K ln - 
k=l 


E 


2xcos {2k r 1)n 4 - 


2n 


n 


n 


fsin 


k 


(2k - 1)71 
2n 


x — cos 


arctan 


(2k — 1)tc 
2n 


sm 


p/c — 1)7C 

2n 


+ C. □ 


①对于分子分母均以 a 为单零点的分式，不妨设 P ( a ) ^ 0, Q ( a ) ^ 0,可直接验证以下等式成立 






lim 

z—►a 


P ( z ) + {z — a ) P ’ ( z ) 
qIz ) + ( z - a ) Q f ( z ) 7 


因为上式两边都等于 


尸⑷ 

o(^r 
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§3.3 无理函数的积分法（习题 19：26-1990) 

内容简介这里的无理函数主要指根式函数.它们的不定积分未必为初等函数.本 
节主要学习如何处理被积函数为无理函数中的可积类型，其中多数习题属于二次无理 
根式的求积问题. 


3.3.1 用有理化方法求积 (习题 1926-1936) 

这就是通过适 3 的代换将被积函数转化为有理函数，然后用 §3.2 节的方法求积 


习题1927 求 


dx 


x(l -f 2>/x -h \/x) 


解通过作代换 x = t 6 即可将被积函数转化为有理函数，从而得到: 


f dx — 

f 6t 5 dt _ 

f 6dt 

J x(l + 2y/x v^) 

J 亡 6(1+ 2 亡 3 + t 2 )"" 

J t(t + l)(2t 2 — t + 1 ) ， 


丁是 有部分分式展幵式如下: 

6 


t{t -j- l)(2f2 — t 1) 


A 

T 


B 


t + 


Ct + D 

2t 2 -1 + r 


用 §3.2 节中的方法可求山 


A = 6, B = - 吾， C = - 9, 


暑， 


然后可求积如下: 


dx 


X(1 + 2y/x 4- \/x) 



_6 

t 


3 


9t 


3 

2 


61n|i|--|ln|t-f 1|--| ' 

% 


2(( + 1) 2t 2 -t + 

(4^ — 1) dt 



dt 


2t 2 -t^l 


I 


dt 




6 In I ^ I -吾 In 



I In |2t 


.2 




In |x| — 吾 In I •'5^ + 1| 一 In |2 


於 + 


3 


2y/7 


arctan 


4^/x — 

~ 7 f 


+ c . □ 


习题 1933 求 


xdx 


^/x 3 (a — x) 


(a > 0). 


解由被积函数的表达式可见0 < re < a . 将它改写为 


1 


4/ fl 一 X 



,然后可用代换 


x 


4 Qj — X 



X 


使之有理化.（这种代换很有用，参见 §3.1.5 的习题 1782 的解 3 及其注 •) 


这时 re 


a 


t 4 + 1 


, dx 


4at 3 dt 

(t A + l ) 2 


，于是积分转化为 
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xdx 


\/ x 3 (a — x ) 


— M 


t 2 dt 


( t 4 + l ) 2 


用 §3.2.2 的奥斯特罗格拉茨基方法，知道有展开式 


t 2 


( t 4 + 1) : 
计算得到 A = B X 


( At 3 + Bt 2 + Ct + D 
\ 


A .\ t ^ - f ~ C\t + D \ 

t 4 + 1 


T 


，其余系数均为 o . 


r 是可求积如下: 

xdx 


^/ x 3 (a — x ) 


at 3 


0 + 1 

at 3 
t 4 + 1 



t 2 


t 4 + 1 


dt 


_ 

一 T 

% 


at 3 


t 4 + l 


a 

2 


和 I) 

t+^r) 2 -2 


t 2 -h 1 
t 4 + 1 


dt 


dlt 


2 


2 




+ 2 


at 3 


a 


t 4 + l 


4 v /2 


In 


y / 2 t 


y / 2 t 


a 


2 V 2 


arctan 



2 


1 


y / 2 t 


+ C 


y / x(a — x ) 3 


a 


4y/2 


In 


>/ 2 ^/ x(a — x ) + yjx 


y / 2 ^/ x(a — x ) + yfx 
a arctan ( }-f C . 


2 v /2 


y / 2 ^/ x(a — x ) 


□ 


习题 1935 求 


dx 



yfx + Vl+X 


解 1 先用展幵法化简 如下: 


dx 


+ y/x 一 yj\ + X 



y/x + VT+X 


(1 + y/x y /1 + x ) • (1 + y/x — y/l + x ) 


dx 



y/x 


X 


2y/x 


dx 




对 M 后一个积分用代换 f 



1+3： 

X 


，则有 X 


t 2 - 1 


,dx 


2 


2 tdt 



1 + x 
x 


dx 


( t 2 - l ) 2 


, 于是有 


2 




x 


x 


dx 


t 2 


( t 2 - 1) 2 


dt . 


用奥斯特罗格拉茨基方法有展幵式为 


t 2 


At - f - B 


( t 2 - 1) 2 


(t - l)(t -f 1) 



Ct D 


(t - l)(t + 1) 


且可解得 a 如乃 

dx 


2 


，召 =C = 0 .于是可求积如下: 


y/x -f \/l -f X 


y/x + 


X 

2 


2 ( t 2 - 1) 


+ 


dt 


t 


2 


1 


y/x -f 


x 

2 


y / x(x + 1) 


In 


y/x 


y/x 


+ C. □ 
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解 2( 概要）《习题集》对此题有 提示： 令 :r = 于是可将和 

v ^ TT 同时有理化.虽然本题可不必用这个代换，但对于被$函数为 R (^ v ^ TT ), 
其中 R { u , v ) 为二元有理函数的情况，上述提示的代换普遍有效.具体计算从略 .口 


习题1936考虑积分 

JL JL 

a ) n (x — b ) n ] dx ， 

其中丑 为有理函数， p , g，n 为整数. 证明： 若 p + g = A : n , 其中& 为整数，则该积分为初 
等函数. 


解（概要) 


其中设: T 一 


只需要讨论 a / 6的情况.从条件可知有 i = k - l 因此得到 

n n 



0. 只要令 t n , 就可将被积函数转化为有理函数，从略 .口 


3.3.2 含二次无理式的有理函数的求积（习题 1937-1965) 


这是指被积函数为 R ( x , Vax 2 + 6 a : + c ) 的不定积分，其中 R ( u , v ) 是二元有理函 
数.利用三角函数代换或者欧拉代换就可以证明这类被积函数的不定积分都是初等函 
数.然而从计算角度山发，还有许多其他方法可供选择，它们往往更为有效. 

在这一小节中只考虑具有（或可转化为）下列形式的被积 函数： 

尸⑻ 1 


Q ( x ) y 


其中 P [ x ), Q [ x ) 为多项式 ， y = Vax 2 + + c ， 其中设 a / 0, 且根号下不是完全平方 

在 §3.1.2 的 （3.3) 和 §3.1.6 的 (3.6) 中已经见到这类积分的最简单情况，即 


dx 


yja 2 — x 2 


dx 


习题1937求 


x 


2 


V1 + x -f X 2 


y / x 2 -f a 2 


dx 


va 2 — x 2 dx 


y / x 2 ± a 2 dx 


解令 t + 音，将根式内的二次三项式规范化（也称标准化)，展开求积如下 


x 


2 


VI + x x 2 


dx 



c 鲁 d 卜 2 


(卜士 ) 2 


2 t 




3 


dt 


(P + fH - 


2 


d 亡 





dt — 


2 


+ | 
dt 



t 2 + 


3 


+ T + f ln 



t \ 11 2 



^ 2 + T - i ln 



亡 + ' / 亡 2 + 


3 

4 


+ C 


( 去 x 一 寻 ) \J + ic + 1 一 去 In |:r + 士 + \J - x \ + C. 


□ 
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注 


开始的代换 t = x + ^ 并非必要，但在作了这个规范化代换之后对于观察思 


路和套用基本积分公式都较为方便.本题属 T 




V 


其中 P ( x ) 是多项式， 2 / = x / ax 2 + + c . 以上解法对这类被积函数具有典型性. 


习题 1938求 


dx 


(x + l)yx 2 + :r + 1 


解为作倒代换（这里可以参考 §3.1.3 的习题 1682), 先作代换 t = x + l, 然后可求 


积 如下: 


dx 


dt 


d 


(I'i) 


(x -f l ) y / x 2 -f x + 1 


tvt 2 一亡 +1 



t 2 


-4 + 1 


In 


In 


t 十 
1 



t 


2 


一 + + 


+ c 


x + 1 


1 , yjx 1 + x + 1 

2 + ~J 



+ C . □ 


注 1 如习题 1682 的解 2 后的注中所说，在本题的求解中只考虑了 t = x + l >0 
的情况，但所得到的结果对于: c + 1 < 0仍然成立. 

注2本题的倒代换方法可适用丁•以下类型的被积 函数： 

1 


(x - a) k y ' 


其中 2 / = Vax 2 + bx ^ c , k 为正整数， ^ k>l 时即将其转化为习题 1937 的类型 


习题 1940求 


yx 2 + 2x + 2 

x 


dx . 


解1先将被积函数改写成有理函数除以2/ = \/ x 2 + 2 x + 2,然后展开并求积如下 


y/x 2 + 2x + 2 

x 


dx 


x 2 + 2x + 2 
x \/ x 2 -f 2x + 2 

_dx_ 

y/x 2 + 2:r + 2 




(x + 1) dx 
y/x 2 -f 2x + 2 


dx 



2 


dx 


xy / x 2 -f 2 x -f 2 


d 


yx 2 + 2:r + 2 + In |x + 1 + \/x 2 + 2a: + 2 I — 


(i) 



x 


2 



X 


+ TT 


y / x 2 + 2 x + 2 + In |x + 1 + yx 2 + 2 x + 2 


\/2 In 


x 






x 


2 




2 


+ C 


yx 2 + 2:r + 2 + In |rc + 1 + yx 2 + 2x 4- 2 


\/2 In 


x -f 2 , 2x -}- 2 

■十 


x 



+ a □ 
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解2本题的积分可以用如下的欧拉代换来求积 ® : 



+ 2 x + 2 


X. 


将上式两边平方，即有2： = U) ， dx 


2 M 2 2 从而可求积如下: 



+ 2x + 2 


dx 


iv 


dx 




2( 亡 +1) 2 

t(t^ + 2t + 2) 


:亡 2 -2)( 亡 +1) 


、 . 

U 2 : 


dt — x 


K 



亡 +1 







re 2 + 2 a : + 2 + In | a : + 1 + \/ a : 2 + 2 x + 2| 


+ y/2\ n 工 + Vx 2 + 2x -f 2 - \/2 

x + \/ x 2 + 2 x + 2 + y /2 


+ C. □ 


注在解 1 中的方法具有典型性，即先将被积函数转化为以下 形状: 


其中 P ( x ), Q ( x ) 为多项式，2/ 
与部分分式之和，再逐项求积. 


尸⑷ 丄 
Q(x) ' V J 

ax 2 + 6 x + c ， 然后将有理函数 


(3.16) 


P { x ) 

Q ㈤ 


展幵为多项式 


在 (3.16) 中的有理函数 P ( x )/ Q ( x ) 为多项式时有以下命题，它将求积问题转化为 
待定系数的计算.命题可以用数学归纳法证明，或参见 [15] 的第二卷的 §8.3 的284小节. 


命题 3.3 若 P n ( x ) 为 n 次多项式， 2 / 


ax 2 + + c , 贝 lj 有 


Pn(x) 


% 

dx = Qn - 1 ( 工 )2/ + 入 

% 


dx 


其中 Q 


㈤ 为 n -1 次多项式，入为常数 • 


习题1943求 


1 + 2 x 


dx 


解1仿照习题1937的解法，先作规范化代换 x-l = t , 然后可展开并求积如下 


1 -f 2x — x 2 


dx 


V2-t 2 


dt 




t {2 —亡2) — 3(2 —艺 2) + 5亡 + 7 




2 - t 2 dt - 3 \/2 - 亡 2 d 亡 + 5 

% 


tdt 





dt 


dt 




(2_ t 2 ) 吾 -3( 


2 - t 2 + arcsin •^― ) — 5\/2 — + 7 arcsin 4- C 


=+ 96 + 26) \/2 — t 2 -f 4 arcsin ~^= r+C 

v 2 

=—- g -(2 x 2 + 5 x + 19 )\/l -h 2 x — x 2 + 4 arcsin ( X ^ ) + C - 口 
解 2 现在用命题 3.3 提供的待定系数法求积.这时有展开式 

~ = [(^ 2 + 价 +。)2/]’ + 吾， 


①参见为欧拉代换专设的 §3.3.3. 
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其中2/ = v / l-f 2 x - x 2, 为待定系数.计算上式并等置两边的分子的同幂次 

项系数（分母为 y ), 得到线性代数方程组为 

—3 A =1， 

5 A -2 B =0， 

1 2 A -^3 B-C =0， 

B + C^tX =0. 

解得 

A = —如 B = —|， C= —誓，人 = 4 . 

由此即可得到与解1相同的答案 .口 

注由此可见，与 §3.2.2 的奥斯特罗格拉茨基方法类似，通过待定系数的计算代替 
了大量的积分计算，最后只需要计算容易求积的 J 勞. 习题1937当然也可如此求解 • 

习题 1947-1950 与前面的习题1938类型相同，用倒代换后即可用命题 3.3 的待定 
系数法或其他方法求解. 


习题1951在什么条件下，积分 

f a\X 2 -f b\X -j- Ci 心 

J \/ ax 2 + + c 


是代数函数? 


解用命题 3.3 可见，只要用待定系数法确定出使得人= 0的条件即可.引入记号 
y = y/ax 2 + + c ， 则有展开式： 

㈣ 2 + hxj-^ = + 刪 ' + 合， 

计算得到线性代数方程组为： 

2aA = ai, 

-h aB — 

cA. -j - 七 bB + 入 — C\. 

根据克莱姆法则，可见使得 X = 0 的条件为 

2a 0 ai 

a 6i 

c 士 6 ci 

下面考虑被积函数为 (3.16) 的不定积分 

. P(x) dx_ 

. Q ⑻ y 

其中 Q{x) 为不可约的二次三项式的情况， y = Vax 2 + 6x 4- c . 这就是《习题集》中习 
题 1957-1965 的内容.下面举例说明其中可用的方法. 


2fl^Ci -f- 寻 62(21 - CLCdi 


abb\ = 0. □ 




§3.3 无理函数的积分法（习题 1926-1990 ) 


53 


习题1957求 


dx 


(1 -f x 2 ) 


解用三角函数代换（参见 §3.1.5 的习题1778等 ） x = cost ， 则可求积如下 


_ dx _ 

(1 + X 2 )y/l — X 2 


- h 
-h 


dt 

1 + cos 2 1 

d(tani) 

2 + tan 2 x 


72 


arctan 


-j 


sec 2 t dt 
sec 2 t + 1 


72 


arctan 


( tan 亡 \ 


+ c 


x 2 



)+c. 


□ 


习题 1961 求 


_ dx _ 

(x 2 + :r + l)y/x 2 + x — l 


令 : r + f = i ， 即可使得两个二次三项式同时规 范化: 


dx 


dt 


(x 2 + X + l)\/x 2 -f x — 1 


(f + tHA 2 


然后作三角代换 t 


vi 


secO 求积如下: 


dt 


叫)一 - f JO 

r d(sin^) _ 4 r d(\/3sin^) 


sec6 dO 
5 sec 2 汐 + 3 


d(\/3sin0) 


J 8 — 3 sin 2 6 y/3 J 8 — 3 sin 2 9 

1 ln + vVt 2 - 5/4 +c 

W n 2y/2t - y/3^/t 2 - 5/4 

1 , I y/2(2x + 1 ) + V^Vx 2 + x - 


75 


f 

J 8 - 


76 


ln 


y/2(2x + 1) - y/3 


cos 6 dO 


5 + 3 cos 2 9 


1 i \/8 + sin r 

7 T v/S-x/Ssin^ 十 



+ x — 1 


+ C . □ 


习题 1963 求 


(x -f 1) dx 


(x 2 + x + \)y/x 2 -f x + 1 


解先将其一部分凑微分得到 

r (x + 1 ) dx 


J (x 2 + rr + l)y/x 2 + a: + 1 


d(x 2 + re + 1 ) 


(x 2 + x + 1 ) 2 




dx 


3 . 


( x 2 + a ; + 1) 2 


1. .. + j, f _ 

+ :r + 1 3 ^ (^ 2 -f l)T 



其中第二项己作了变量代换 t 


X + Y 


对第二项的积分用三角代换 t = tan ^, 就可积分 如下: 
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2 

3 


dt 


(t 2 + i ) 吾 


合并以上结果，就有 


dx 


(x 2 + X + l)Vx 2 + x -f 


2_ sec 2 0 dO 
3 sec 3 9 


2 

3 


cos 6 d 6 


2 

3 


sin 沒 + C 

2 x + 1 


2 


t 


3y/x 2 + x + 1 


3 V^Ti 

+ c . 


+ c 


1 


y/x 2 + x + 1 



2x + 1 


3Vx 2 + x + 


2( x - l ) 


3y/x 2 + x + 1 


+ C . □ 


+ c 


习题 1964 利用分式线性代换 rr = 计算积分 

dx 


(x 


2 


x -f l ) vx 2 + $ + 


解问题是选择参数 a 和0的值，使得这个代换将两个二次三项式同时实现规范 
化，即同时不山现一次项.计算得到 


a: 2 土 a; + 1 = 

可见 ;、 V : 当使得同时成立 


(/3 2 土 0 + l)t 2 + (2 a ^ 土 a 土 /? + 2 )f + ( a 2 士 a + 1) 


(亡 + 1) 


2 


2 a /3 + 2 = a + 0， 2 a /3 + 2 = —a — 卢， 

因此有 a + p = 0, a /3 = -1. 于是 a ，/? 是二次方程 u 2 - 1 = 0 的两个根. 


取❹二一1，0 = 1，作代换 X 


1 


t + 1 


,则有 （ 



X 


1 — X 


, dx 


2dt 


(尤 + 1) 


2 


，于是就得 


dx 


(x 2 — x + \)y/x 2 + x + 1 


2 


(t + 1) dt 


( t 2 + 3)\/3 t 2 + l 


2 


tdt 


( t 2 + s)VWTi 



2 


dt 


( t 2 +3 )VW 



以下分别计算上式右边的两个积分. 

对第一个积分，令 P = 6>,则有 2t dt = dO. 又令 30-^1 = 5 2 , 则有沒 


( S 2 — A 


dO 


昏 sd 5, 0 + 3 =音(5 2 + 8)，于是有 


3 


2 


tdt 


de 


( t 2 + 3)\/3 t 2 + l 


= 2 


((9-f 3)V3(9 

ds 



s 2 + 8 


V 2 


arctan 


s 


2V2 


+ C 


-Larctan(^fl) + C 


f y/x 2 + x + 
\/2 V y/2(l-x) 


arctan 


)+c. 
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对第二个积分，作三角代换亡 


^-(sec 2 6 -f 8), dt 


Vs 


tan 9, 贝 ij 有 t 2 + 


+ sec 2 t 2 3 


sec 2 6 dO , 丁‘是有 


3 


x/5 


2 


d 艺 


6 f sec 沒 dg 


6 


cos 6 dO 


( t 2 + 3) V 3 t 2 + 1 _ y /3 J sec 2 沒 + 8 

d(sin^) 


6 

73 

i 

2V6 


Vs 

3 


+ 8 cos 2 6 
d(2\/2sin^) 


In 


- 8 sin 2 6 \/6 

3 + 2v/2sin6> 


9-8 sin 2 6> 


2x/2 


2y/6 


In 


+ C 


2\/6 t 


+ C 


2x/6 


In 


3 \/l + 3 t 2 - 2\/6 t 

^(x 2 -h x-j-1)-h V2(l 

^( X 2 - j - X - hi ) - y /2 (l 


+ c 


合并以上即得 


dx 


( x 2 - X + \) y / x 2 + X + 1 


4, arctan ( ± ^± 

V2 V V2(l-x ； 


+ 


1 


2\/6 


In 


y ^3( x 2 + X + 1) + \/2 (l *4" x) 

^/3(x 2 + aj + 1) — v^(l + 工 ) 


+ c. □ 


小结本小节主要讨论类型为 (3.16) 的积分，其中的被积函数是有理函数除以 
y = 如 2 + + c (如习题1940所示，这已经包括有理函数乘以?/的被积函数在内). 

先将有理函数展开为多项式与部分分式之和，从而可将上述不定积分展开 

Q { x ) 

为若干项分别处理. 

以下有三种 情况： 

(1) 对于其中与多项式对;、 V: 的积分，可展开求积，或者按照命题 3.3 用待定系数法求 
积.见习题1937,1942 等； 


(2) 对 T 部分分式的分母为 （x - a 产所对应的积分 
其注2所示用倒代换归结为 （1); 


dx 


(x - a) k y ' 


可如习题1938及 


(3) 对于部分分式的分母为 （ x 2 +px + g 产 所对应的积分 


dx 


(x 2 -\-px q) k y ’ 


则首 


先需要将: r 2 + prr + g 和 az 2 - bx c 同时规范化，即同时消去它们的一次项.如习题 
1964所示，这可以通过分式线性代换实现，然后再用三角代换有理化后求积. 


注这里对丁•根号下的二次三项式的规范化作一点补充.一方面，这种规范化往往 
对求积有帮助，例如习题1937, 1943中都是如此.然而另一方面，从前面的许多例子可 
见，在什么时候作规范化才有效是一个较复杂的问题. 

若在情况 （1) 中用待定系数法，则不必作规 范化； 在情况 （2) 中需要作倒代换（见习 
题 1938), 这时应当在倒代换之后再对根号下的二次三项式作规范化.最后，对于情况 
(3) 则需要按照习题1964提出的方法来做，即使得两个二次三项式同时实现规 范化. 
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3.3.3 欧拉代换（习题 1966-1970) 

上一小节只考虑被积函数为有理函数（乘）除以二次无理式2/ = -bbx + c 的 
积分问题.对于含有二次无理式的一般积分问题，即被积函数为 R ( x ， y / ax 2 - hbx - hc ) 的 
不定积分，其中 RM 是二元有理函数，我们需要更为有力的有理化方法.本节的欧拉 
代换就是这样的方法.它在理论上证明了上述被积函数的不定积分一定是初等函数. 

当然对于每一个具体的积分问题来说，用欧拉代换的计算量未必最小.以下将通过 
例题来比较用欧拉代换与其他方法的计算过程.（在上一小节的习题1940的解2已经用 
过下面列出的第一种欧拉代换 .） 


欧拉代换有以下 三种： 

(1) 若 a 〉0, 则可用 

\J ax 1 + 6a: + c = 土 + 亡； 

(2) 若 c 〉0,则可用 

y/ax 2 + + c = 土 

(3) 对于根 号内为可约的二次三项式，则可用 

y/a{x — Xi)(x — X2) = t(x — X\). 

注若将第三种欧拉代换写为 i \ 卜 X = X2 、 , 就可看出它与 §3.1.5 的习题1782 

Y X X 

的解3中所用的代换没有本质差别（参看该题的注).此外这种代换还有 

1/ Mr- T* 3? 

另一个方向的推广，见 §3.3.1 的习题 1933. 


习题1966求 


dx 


x -f Vx 2 + x -f 1 


解 1 用第一种欧拉代换 Vx 2 + X + 1 = t- X (即令 t = X + Vx 2 + X + 1). 
将上式两边平方后得到 


X 


t 


2 


2t+l 


, dx 


2(t 2 + f+l) 
(2t + l) 2 


dt 


于是可积分如下: 


dx 


x + \/x 2 + x + 


T — 、 


2( 亡 2 +f+ 1) 

t(2t^l) 2 


dt 



2 

t 


3 


3 


2 亡 + 1 


(2 亡 + 1) 


2 


d 亡 


2 In \ t \ 


吾 In 12 艺 + 1 



3 


2(2t+ 1) 
3 


+ C 


2 In |x + \/a; 2 + x + 1| —音 ln|:r + 可 + V^ 2 +z + l 


2 


3 


4(x + j + \/x 2 -\-x + \) 


+ c 




2 In |x + y/ x 2 + x -\- l\ —吾 In |a: + 去 + y/x 2 x + l\ + \/a: 2 + x + 1 — x C. □ 


2 


解 2 不用欧拉代换，则容易想到在分母有理化后即可用 §3.3.2 的方法计算 如下: 
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dx 


x + \/ x 2 + x + 


x 2 -f x + 1 — x 



dx 





1 ( 


dx 


x 2 + x + 1 
x + 1 


dx — x + In |x + 1|. 


丁•是可用上一小节的方法计算最后一式中的积分如下: 



+ x + 1 


X + 


dx 


X 2 + X 


(X+ 1) 



+ X + 1 


dx 


xdx 


dx 


X 2 + x -f 1 

(2 x + 1) dx 


\Jx 2 + rr + 1 


(x + \)\ Jx 2 + a : + 1 

dx 


I Vx 2 + a: + 1 


dx 


(x + \) y / x 2 -f x 





: r 2 +x + l -+ ln|x + + + y / x 2 x + l \ + | 


_ dx _ 

(x + \) y / x 2 + x + 1 


对 M 后一个积分可以用 §3.3.2 的习题1938的答案.以下从略 .口 


习题1967求 


、_ dx 


2 x — x 2 


解 


用第二种欧拉代换 -2 x - x 2 = xt-l (即令 f 




1 + v/l - 2x - x 2 


将上式两边平方后得到 


丁•是可积分 如下: 


x= 2^1)_ dx = 2[ \ X 2t ~ / ] dt 

P + l (亡 2 + l) 2 


dx 


+ \ J \ — 2 x — x 2 


% - t 2 + 2^ -f 1 

、 t(t — 1)(亡 2 + 1) 


dt 


K~t + ■ct-^TT 


dt = In 


2 arctan t + C 


In 


1 — x y /1 — 2 x — X 
1 + v/l — 2 x — x 2 


2 arctan ( ^ + ~ ~ X :) + C . □ 


解 2 在分母有理化后即可用 §3.3.2 的方法求积 如下: 


_ dx _ 

+ yj\ — 2 x — X 2 


l 


/l — 2 x — x 2 
2 x + x 2 


dx 




da : 

x{x + 2) 

iln ^ 

2 x + 2 


-j 


(1 — 2 x — x 2 ) dx 


(2 x + x 2 )\/l — 2 x — x 2 





dx 


2 x — x 2 


-i 


dx 


x(x + 2 )\/l — 2 x — x 2 
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习题1969求 



—\/x 2 -f 3x + 2 
+ \/:r 2 + 3rc + 2 


dx . 


从本题山现的根式可见三种欧拉代换都可以用，以下试看情况如何，然后再举不用 


欧拉代换的一种解法. 


解 


用第三种欧拉代换 Vx 2 + 3x -f 2 = t(x + 1), 也就是 t 


平方后得到 



x + 2 
rr + 1 


. 将此式 


x 


2- t 2 


t 


2 


dx 


2 tdt 


(亡 2 — i) 


2 


丁•是可积分如下 


x — yx 2 -f 3x + 2 
: r + \Ar 2 + 3a: + 2 

\( _ II — 

J V 108(f + 1) 


dx 


2 


t(t + 2) 


(t — 1)(^ — 2 )(t -f 1) 


3 



5 


18( 亡 +1) 


2 



1 


108 


In 


(卜 l ) 81 


{t ^ l) 17 (t - 2) 64 


3(t+ 1) 

5 


3 



3 


16 


4 ( 卜 1) 


27 {t - 2) 


d 亡 


1 


18(t+l) 6(t + l) 2 


+ C 


108 


In 


(\/x 2 + 3a; + 2 — x — 1) 


81 


( Vx 2 + 3 x -f 2 + x + l ) 17 (\/ x 2 + 3 :r + 2 — 2 x — 2) 64 

_ 如 2 -吾 X + (如 + W ) + 3 x + 2 


□ 


注在最后一步利用了 


亡 + 1 


\/x 2 + 3x 4- 2 — x — 1. 


解2用第一种欧拉代换 Vx 2 + 3 xH -2 = t - x (即 t = x + y / x 2 + 3 x + 2). 
将上式平方后得到 


X 


t 


2 


2 


2 亡 + 3 


dx 


2( 亡 2 + 3 亡 + 2) 


(2 t + 3) 


2 


dt 


丁是可积分如下: 


x — y / x 2 + 3a: + 2 
x -f yjx 1 + 3a: + 2 




1 ( - 


16 
271 


dx 


17 


2 |-^-ti)(f±^t 2 ) dt 


亡 (2 亡 + 3) 


3 



1 


54(3 + 2 t ) 9(3 + 2 t ) 2 6(3 + 2 t ) 3 


dt 


以下从略 .口 


解 3 用第二种欧拉代换 y / x 2 + 3 x + 2 = xt + V 2 (BP t 


Vx 2 -f 3 x -f 2 - v /2 


将上式平方后得到 


x 


X 


3-2 y /2 t 


t 


2 


1 


dx 


2 y /2 t 2 - + 2 y /2 


丁•是可积分 如下： 

' x — \/ x 2 + 3 x - f - 2 
x + yjx 1 + 3 t + 2 

以下的计算量可能更大，从略 .口 


(t 2 - 1) 


2 


dt, 


dx 


[(3 + \/2 - (3 -f 2y/2)t + V2t 2 ](2y/2t 2 - + 2\/2) 


[(3 - \/2 + (3 - 2 y /2) t - y /2 t 2 ]( t 2 - l ) 2 


dt 


§3.3 无理函数的积分法（习题1926- 1990) 


59 


解4在分母有理化后即可展开 如下: 




x — yx 2 + 3 x + 2 
x + y / x 2 + 3 x + 2 

2x^ ~h 3ic + 2 
3 x + 2 

一吾/一吾 

鲁 


dx 


(x — yjx 2 + 3 x + 2) 


2 


+ 2 


dx 


dx + 


2 xy / x 2 + 3 a : + 2 


3 x + 2 


dx 


dx -f 


鲁 


3 x + 2 dx 


± 

y 


vx 2 + 3 x + 2 


3 x + 2 


dx 


对前两项分别求积得到 


_ 2_ 2 2 
-yX ~ X ~ ^ 


: r + 吾 


dx 


— — x ^ — ^-x — ^=- In |x H — - j - Cj 


3 


9 


27 


2 

3 


\fx 

K 


+ 3 a : + 2 dx 


3 


{x + 吾) \/: r 2 + 3 x + 2 


12 


In |:c + 县 + yj H - 3 x -|- 2| + C . 


再用 §3.3.2 的方法对第三项求积，先令 t = x + I ，然后计算 如下: 


4 

3 


\/ x 2 + 3 x + 2 


3 x 4~ 2 


dx 


4 

9 


〃吾 & 吾 


t 


dt 


± 

"9 


& 吾 

u 2 + P + 音 


dt 



± 

"9 


tdt 



2 

9 


〜吾， + 音 
(2/： + 吾 ) dt 

〜吾“音 


20 

27 


dt 





16 

81 


dt 


t2 + ^ t+ 9 


t 




10 

27 


dt 


〜 音“音 



16 

81 


d 





5 


3 亡 



9 t 2 



9 v P + 吾 t + 音 — I In 


8 



8 


27 


In 



27 


In 





〜音“音 


+ C 


9 \/ x 2 + 3 x + 2 - 


2 x + 3 + 2 yx 


8 


27 


In 


5 x + 6 + 4 y / x 2 + 3 x + 2 

+ 2 


+ C ， 


合并以上结果得到 


x — Vx 2 + 3 x + 2 


xWx2 + 3x+2 如=-浐 2 - 


x -f 


(士 X + \/ x 2 H - 3 x + 2 


1 


108 


In 


(5 x + 6 + 4 vx 2 + 3 x + 2) 


32 


I (3 a : + 2) 64 (2 x + 3 + 2\/ x 2 + 3 x + 2) 


49 


+ c . □ 
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3.3.4 杂题（习题 1971-1980) 

在习题 1976-1979 中的二次根号下出现了 4次多项式的情况，下面看其第一题 


习题1976 


求 

% 


( x 2 — 1) dx 


( x 2 + l ) 



+ 


解1对分子提出因子: T 2 , 对分母则从根号外和根号内分别提出因子: T , 约去这些 


因子之后，即可凑微分如下 


( x 2 — 1) dx 


(X 2 + l ) y / x 4 + 


I = \ 


i 1 ~ dx 


df x + 


x + 




X -f 


X + 


令 f = Z + 丄，就容易用倒代换求积如下（参见习题1682, 1938): 

X 


( x 2 — 1) dx 
(x 2 -h l)v / x T T 


T = 1 


dt 

W ^2 


72 




7 T 


arcsin 


~1~ 


-f c 




arcsin 名 + C 




arcsin ( T^) +c 


□ 


解 2 113] 先将积分作如下 变换: 

f ( x 2 — 1) dx 


J (X 2 + l)\/x 4 + 1 


( x 2 — 1) dx 


(x 2 + l)V(^ 2 + l) 2 -2x 2 




1(-(? 


dx 


( x 2 + l ) 2 


然后计算得到 


2 x 2 

(x 2 + 1) 


( x 2 + l ) 2 


dx 




dx 


+ C 


x + 


X + 



r 是可凑微分求积 如下: 


( x 2 — 1) dx 


( x 2 + 1) 



+ 


r = 一士 J 


d (^ r ) 


(V2x \ 


2 


72 


arcsin 


in ( 


y /2 x 
a: 2 + 1 


)+ c. 


+ C ， 


□ 


下面是一类含有两个一次无理式的被积函数的可积性定理. 


习题1980 证明： 积分 


| R ( x , yjax + 6, y/cx + d ) dx (丑为有理函数) 


的计算可归结为有理函数的积分. 
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解不妨设 a ， c 都不等于0,且因为其余情况可有理化是明显的. 

令 f = y/ax -h 6,则有 

a a 

可见被积函数已是只含一个二次根式的有理函数，根据欧拉代换，它可以有理化. □ 


3.3.5 二项式微分的求积（习题 1981-1990) 

称: + 为二项式微分，其中的三个参数 m , n ， p 都是有理数.关于它的不 

定积分有著名的切比雪夫定理.下面将它列为命题，并对可积条件的充分性给山证明. 


命题 3.4 (切比雪夫定理）二项式微分的不定积分 

| x m (a 4- bx n ) p dx 

为初等函数的充分必要条件是有理数 m ， n , p 满足以下三个条件 之一: 

( 1 ) p 为 整数； 

(2) 为 整数； 

、’ n 

(3) ^^+0为整数. 


证以下只证明上述条件的充分性.定理的必要性部分己经超出了数学分析的范 


围，有兴趣的读者可以参考问的第六章. 

情况 （1) p 为整数.这时可设有理数 m ， n 为具有公分母的分数 
其中 mhm ，# 都是整数，且 7 V 〉 0. 

于是只要令 : c = W ， 就有 dx = Nt N ~ l dt , = 


mi 

TT ， 


N 


t 7711 ^ x 


t ' 从而实现了有理 


化.（这与 §3.3.1 的习题1927相似，虽然该题不是二项式微分的积分 .) 


情况 （2) 


+ 


n 


为整数.先令 


则有 


, dx 


u 


du , 丁是有 


(a + bx n y dx 


u n (a + bu) v u 71 du 


若设 P 


M 

AT 


m+1 


(a + bu ) 


1 du . 


， M 、 N 为整数，且 iV > 0,则再令 a + bu = t N 就可实现有理化 


合并以上可知，对于情况 （2) 的有理化代换是 


+ bx 


t 


其中 TV (〉 0) 是有理分数 P 的分母. 


情况 （3) 


+ p 为整数.与情况 （2) —样，先令 


，则积分变换为 


(a + bx n ) p dx 



(a + bu) p u 71 du 


a + bu \ p ^-i 


du 


u 
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可见若设 M , TV 为整数，且 AT 〉0,则再令 ^±± L = t N 就可实现有理化 • 

合并以上可知，对丁•情况 （3) 的有理化代换是 U 

其中 iv (> 0 ) 是有理分数 p 的分母 .口 

注由以上证明可见，三种可积情况的代换即是前面都已经用过的代换，不必死记. 
然而三种可积情况的条件是需要知道的，因为除此之外的二项式微分都不可积. 

回顾前面的习题，可以看到 §3.3.1 的习题1933就是二项式微分的积分题.此外，还 
有许多只要通过简申的代换就可以化为二项式微分的积分题.读者可以试用本小节的 
方法去解它们. 


习题 1981 求 Vx 3 + x 4 dx . 


解（概要）将被积函数改写为二项式微分： 

可见 m =吾 ， n = 1 ， p = +. 由 +p = 3可见属 T 第三种可积情况.只要用代 
换6=/1^_ _ 即可有理化. □ 

注这就是在 §3.1.5 的习题1782的解3中所用的代换.若又将积分写为 

| x ^/ x(l -1- x ) dx , 

则就是第三种欧拉代换. 


习题1982求 


y/x 

(1 + ^ x ) 2 


dx . 


解（概要）将被积函数改写为 



(1 + x 3 


2 


从 p = — 2可见属于第一种可积情况.只要令 x = t 6 即可实现有理化. 
注本题与 §3.3.1 的习题1927所用的方法是类似的. 


□ 


习题1983求 


xdx 


\/l + 


解 1( 概要）将被积函数改写为 




可见 m 


2 

3 


， P 


2 


，于是 


x(l + re 3 ) 
+ 1 _ 


y 


3,属于第二种可积情况 


作代换1 + 0 =〖 2 ,则有 


3. 


X = ( 亡 2 — 1) 2 ， 


dx = 吾 (f 2 - 1) T • 2tdt, 


§3.3 无理函数的积分法（习题1 92 6-1"0) 
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T 是积分成为 


xdx 


vl + yfx^ 


3 ^( t 2 - l) 2 dt 


即已实现有理化 .口 


解 2 (概要） 先令 = ?x， 则 a: = Uy / u ^ dx 


^-y/udu 


于是积分变换为 


xdx 


V 1 + yfx^ 


3 

2 


u 2 du 

v^TTw 


可见只要再令 i+u = i 2 即可实现有理化 .口 


习题1984 求 


x 5 dx 


\/\ — x 2 


解 不妨作更一般的讨论.从本节前面的讨论已知，对所有整数/：，不定积分 
x k dx 


y /\ — x 2 


都是可积的.若将被积函数写为二项式微分: 


/(1-X 2 ) 飞 


则 rn = A:，n = 2, p = - y •丁 • 是有 


771+1 

n 


fc + 1 
~2~ 


m + 
n 


+ P 


A: + 


2 


2 


k 

I ， 


可见 a a ： 为奇数时属于第二种可积情况，而当 a ： 为偶数时属于第三种可积情况.此外 
命题 3.4 还告诉我们，当 A: 不是整数时，上述不定积分一定不是初等函数. 


对于 k = 5 , 令1 — a; 2 = w 2 , 有 zda: = — udu ^ 丁是 可求积如下: 


X 5 dx 


y /\ — x 2 




- \ {u 


4 


2u 2 H- 1 ) du = 一去? x 5 + 善 


3 


u 


3 


U C 


5 


(i- o ； 2 ) 吾 + 吾 (i - x 2 y 一 (i _ x 2 ) 了 + c 


15 


Vl-x 2 (3x 4 -f 4 x 2 + 8) + C •口 


习题 1985 求 


dx 


v^l + X 3 


解（概要） 不妨讨论更一般的积分I 


dx 


(1+铲) 


Vl ^ X k 
1 


，将其被积函数写为 


则有 m 


= o, n = k， P = - j . 这时有 l^+p = 0, 即属于第三种可积情况 
为任意有理数时都是如此.（习题1986即羞 A: = 4的情况 .） 

作代换 u = :r fc ， 则有 a: = u ~^, dx = k du, 丁是积 分变为 


只要 A: 


dx 


y /\ + x k 


k 


( ttit ) 


T 


du 

u 



t 



u 



u 


即可实现有理化 .口 
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习题1989求 


v3x — X 3 dx. 


解（概要）将其被积函数写为二项式 微分: 



x 3 (3 — x 2 ) 3 , 


则有 m 


3 ，n = 2, p =^-. 这时有 + p = 1，即属于第三种可积情况 


作代换: r 2 = u , 则有 x = ^, dx = 于是积分变为 



x 3 (3 — X 2 ) 3 du 



丄 丄 

u 6 (3 — u ) 3 


du 


2y/u 


2 



3 — u 
u 


du 


可见只要再令 t 



3 — u 
u 


即可实现有理化 .口 


在下一题中为便 T 引用命题 3.4 的条件，将原题中的参数 m 改记为 A :. 
习题1990在什么情形下，积分 


VlTx^dx ( A : 为有理数) 


为初等函数? 


解这时 m = Q , n = k , p 


，因此有 


m + 
n 




m + 
n 


+ P 


\ + \ 


fe + 2 
~2 k ~ 


根据命题 3.4, 可见本题的积分只有在两种情况下为初等 函数: 


(1) k = 一, n G Z，n # 0; (2) k 


2 


2 n - 1 


，n e z 


它们分别是第二种和第三种可积情况. 
上述条件的充分性是容易证明的. 


对于情况 （1), A : =丄，其中 n 为非零整数.令:= u ， 则有 

7 Z 


x = u n ， dx = nu 


du ， 


于是积分变为 


yl 4- x x / n dx = n \ 一 1 \/l + u du ， 


可见只要再令 1 +u = p 即可有理化. 

对于情况 （2 )，fc = ^ ry ， 其中几为整数. 令/ = %则有 


X = U 


2n — 1 1 2n—3 

— ^ dx= ^± u 2 


du 


于是积分变为 



2 


1 + X 2 n-l dx 




2 n - 1 
~2~ 


2n — 3 


U 


2 vl + w du 



2 





u 


u 


可见只要再令 t 



+ u 


即可有理化 .口 


du, 


u 
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§3.4 三角函数的积分法（习题 1991-2065) 

内容简介 本节介绍被积函数为三角函数的可积类型，其中涉及多种方法.以下按 
照被积函数的类型和方法分成几个小节. 

在计算中当然经常需要用一些常见的三角恒等式、基本的求导公式和积分公式等. 
注意与 tanx, cotx, secx, cscx 有关的公式也是很有用的. 

在《习题集》的 §3.1 中已经见到过被积函数为三角函数的不定积分，例如习题 
1695-1704, 1717-1718, 1742-1758 等.除此之外，对于很多无理函数的不定积分来说， 
三角代换是一种很有用的有理化方法，于是问题也归结为三角函数的不定积分，例如见 
§3.1 的习题 1778-1785, §3.3 的习题 1957-1962 等. 


3.4.1 被积函数为 sin m : rcos n x 的求积（习题 1991-2006, 2011-2012) 

习题 1991 求 cos 5 xdx. 


解 


利用 cos xdx = d(sinx) 和三角恒等式 cos 2 a: = 1 — sin 2 x, 就容易用凑微分 


法求积 如下: 


cos 5 x dx 



cos 4 x d(sinx) = |(1 — sin 2 x) 2 d(sin x) 

— 2 sin 2 x -f sin 4 x) d(sinx) 

= sin x — \ sin 3 x + 4" sin 5 x + C . □ 

o 5 

解 2 如 §3.1.4 的习题 1747 的解 1 所示，可以将 cos 5 :r 展开为倍角函数的和来求 


积.先计算被积函数的展开式如下: 


cos 5 X 


2 


2 


(1 + cos 2x) cosx 

_ 




1 2 
.COS X + tt COS 2x COS X + 7 cos 2x cosx 

4 2 4 

士 cosx + (cos x -I- cos3x) -f 皆 (1 + COS4x) cosx 

吾 cos x + j cos 3x + (cos 3x + cos 5 x ) 

5 


X 

o lb 


cos 3x + cos 5x_ 

丄 b 


然后即可求积 如下: 


cos 5 x dx 


K K 1 

(苦 cosx + cos3x + i cos5x) dx 

O 


8 sinX+ 48 


16 


sin 3 x -f 


16 

sin 5x -f C. □ 


解 3 用分部积分法将 cosx 的幂次降低，则可求积如下. 
先用分部积分（并利用循环现象）得到 
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cos 5 x dx 


cos 4 x d ( sinx ) = cos 4 x sinx 


sin xd ( cos 4 x ) 




cos 4 x sin rr + 41 sin 2 x cos 3 xdx = cos 4 : c sin x + 41(1 — cos 2 x ) cos 3 x dx 


= cos 4 x sin re + 4 


cos 3 x dx . 


然后对上式最后一个积分用类似的方法计算 如下: 


cos 3 x dx 


cos 2 x d ( sinx ) = cos 2 x sin x + 2 [ sin 2 x cosx dx 


cos 2 x sin x + 2 


Ja- 


cos 2 x ) cos x dx 




3 cos 2 x sin x + 2 


cos x dx 


2 


3 cos" : r sin x + j sin x + C . 


合并以上即得到 


cos 5 xdx = 4" cos 4 x sinx + cos 2 x sinx + sin x + C. □ 

o Id 丄 5 

解 4 (概要）利用后面的习题 2011( b ) 建立的递推公式求解.这实际上就是解3的 


一般化 .口 


习题 1998求 

J sin x 


解1可用分部积分法求积如下: 


cos 4 X 


sin 3 


dx 


cos 3 x 




x 


sin 3 


x 


d ( sinx ) 




cos 3 x 


sin 2 x 
cos 3 x 


十 


sinx 


3 cos 2 x 
in 2 


COS 3 X _ 

sin 2 x 
3 cos 4 x 


sinxdf 


cos 3 x 
V sin 3 x 


sin x 


sin 4 


dx 


x 


sin 2 x 
2 



3 


2 

cos z X 
sinx 

% 


da ; + 3 


cos 4 x 
sin 3 x 


dx 


cos 3 x 


2 sin 2 x 


3 

2 


1 — sin 2 x 
sinx 


dx 


cos 3 x 
sin 2 x 


cos 3 x 


_ 1 

2 

f ln 


i Q 

K dx- T cosx 


tan 


x 

2 


3 

2 


cos x + C . □ 


2 sin 2 x 

解 2 同样用分部积分法还有不同的求积方法: 


cos 4 X 

sin 3 x 


dx 


cos 3 xd ( — 


V 2 sin 2 x 


cos 3 x 
2 sin 2 x 

COS 3 X 

2 sin 2 x 


2 J sin 2 x 


•3 cos 2 x sinx dx 


3 

2 


1 


sin 2 x 


sinx 


dx . 


以下与解 1 相同，从略 .口 


解3可以一开始就展开求积如下: 


cos 4 X 

o 

sin x 


dx 


(1 — sin 2 x ) 2 


sin 3 x 




sinx dx 


- 2 1^ 


dx 
dx 



dx 


sinx 


cos x — 2 ln 


tan 


x 

2 


+ 


sin 3 x 
dx 


sin 3 


x 
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上式最后一个积分即是下面的习题1999 (它又是习题 2012( a ) 的特例)，从略. □ 


习题1999求 


dx 


sin 3 x 


解1将被积函数的分子1用 cos 2 x + sin 2 : r 代入，即可展开求积如下 


dx 


sin 3 


x 


、 cos 2 x 
. sin 3 x 


dx + 


dx 


smx 


2 


cos xd (— 
. 、 si 


cosx 


2 sin 2 x 


1 

2 


sin 2 x 
dx 



dx 


smx 


smx 



dx 


smx 


cosx 


2 sin 2 


x 




tan 


x 

2 


+ C. □ 


解 2 利用余切和余割函数的公式可用分部积分法求积如下: 


dx 


sin 3 




x 


% 

— cscx d(cot x) = — cscx cot x •+• cot x d ( cscx ) 

— CSCX cot X — I cot 2 X CSC xdx = — cscx cot x - |( csc 2 x — 1) cscx dx 




cscx cot X 


■ l (^? 


X 


smx 


dx 


2 esc x cot a : + 专 In 


tan 


x 

2 


+ c. □ 


习题 2002 求 


dx 


sin 3 


x cos 5 x 


解 1 对被积函数的分子 1 用 ( cos 2 x -f sin 2 x ) 2 代入，即可展开并求积如下: 


dx 


「 cos 4 x + 2 cos 2 x sin 2 x + sin 4 x 


sin 3 


X cos 5 X 


sin 3 x cos ^ x 


5 


dx 


dx 


sin 3 xcosx 


+ 2 


dx 


sinx cos 3 x 



sinx dx 
cos 5 x 


( cos 2 x + sin 2 x ) dx 


sin 3 x cosx 
、 cos x dx 



2 


「 （ cos 2 x + sin 2 x ) dx 


sin 3 x 


+ 3 


dx 


smx cosx 


+ 2 


sinx cos 3 x 
sinx dx 


cos 3 x 


、 sinx dx 
cos 5 x 



2 sin 2 


+ 3 In I tan x 


x 


cos 2 x 


4 cos 4 x 


sinx dx 
cos 5 x 

+ C. □ 


解 2 用正切和正割函数可凑微分求积 如下: 


dx 


sin 3 


x cos 5 x 


d ( tanx ) 


tan 3 x cos 6 x 
( tan 2 x 4 - 1) 3 
tan 3 x 


「 sec 6 xd ( tanx ) 


tan 3 x 


d ( tanx ) 


tan 3 x + 3 tan x + 


3 


tanx 


tan 3 x 


) d ( tanx ) 


1 Q 

含 tan 4 $ + 音 tan 2 x + 3 In | tanx 


2 tan 2 x 


+ a □ 
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习题 2004 求 


tan 5 x dx. 


解不妨讨论更为一般的积分 


tan-xdx, 其中 n 为正整数.用下面的方法即可在 


每一步将指数降低 2, 从而最后得到所求的积分 . 


设 n > 2 ,则有 


tan n xdx = tan 71 " 2 x (sec 2 x — 1) dx 


tan 


71 一 2 


xd(tanx) 


tan 


Tl — 2 


xdx 


n 


tan 


n 


X 


— Itan n 


-2 


xdx 


可用此公式按照 n 为奇数和偶数两种情况写出 tan- xdx 的一般表达式 


对 


n = 


5 可用此递推公式得到 


tan 5 xdx = tan 4 x — tan 2 x — In | cosx| + C. 


□ 


注对于指数为奇数的情况，还可用下面的方法求出不定积分的一般公式 
记 n == 2A: + 1, 为非负整数，则有 


tan 


2/c+l 


xdx 


tan x (sec 2 x — 1 广 dx 


k 


k 


y^(—l) fc ^ z Cfe tan x sec 21 x dx 


i=0 


k 


(—l) fc tanxdx -h l) fc ~ t Cfc 


sec 


2i-l 


xd(secx) 


k 




(-1 产 + 1 In I cosx| H- ^ - — "2 / sec 21 x -\-C. 


将此公式用于 n=5 就有 


tan 5 x dx = — In 


cosx 


— sec 2 x + -i- sec 4 x C. 


习题 2011 推出下列积分的递推公式 : 


(a) /几 


sin 77 xdx; (b) K n 


cos n x dx (n > 2) 


利用这些公式计算 


sin 6 xdx W 


cos 8 x dx 


解 （ a ) 用分部积分法就有 


In 


sin ri x dx 


sm 


n—1 


xd( — cosx) = — sin 71 一 1 x cos x + cos xd(sin 


n—1 


X) 


— sin n-1 xcosx + (n — 1) 


sm 


n-2 


x cos 2 x dx 


= — sin 


n —1 


xcosx + (n — l )/ n —2 — (n— l)I n 


即解得所要的递推公式为 : 
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In = -士 sin 71 - 1 X COS X + I n -2 - 

n n 


由此即可递推计算得到（过程从 略 ): 


h 


sin 6 xdx = —^r sin 5 x cosx 

o 


5 s 

24 Sin X COS ^ 


4sinxcosx + 4 

JLt) lb 


5 x + C. 


(b) 的求解可以模仿 （ a) 的解法，也可以用代换 x=f-t 归结为 （ a )， 这里只列出 


所得到的递推公式为 

K n : 


cos n x dx 


n 


cos 71-1 x sin x -f 


n — 1 
n 


K n 一 2 、 


然后即可递推计算得到（过程从略 ): 


K 8 


cos 8 x dx 


8 


7 7 ^ 35 2 

cos x sin x + ttt cos x sin x + cos x sin x 


48 


192 

+ cos : E sin X + + C. 


128 


128 


□ 


习题 2012 推出下列积分的递推 公式 : 


(a) I n 


%r ； (b)K n = ' 


dx 


sm'° x 


cos 71 x 


(n > 2) 


利用这些公式计算 


dx 


sin 5 


x 


和 

.cos’ 


X 


解 （ a ) 用分部积分法就有 


In 


esc 71 x dx 


CSC 


n-2 


xd(cot x) 


CSC 


n-2 


xcotx — (n — 2) 


CSC 


71 一 2 


x cot 2 x dx 


CSC 


71 一 2 


xcotx — (n — 2)/ n + (n — 2)/ n - 2? 


即解得所要的递推公式为 . • 


In 


n 


csc n ~~ 2 xcotx + n_ 2 


n 


In 


2 


由此即可递推计算得到（过程从 略 ): 


h 


esc 5 x dx = — esc 3 x cot x — 善 esc a: cot : r + 善 In | tan 寻 | + C. □ 


8 


8 


2 


(b) 的求解与习题 2011(b) 类似，这里只列出所得到的递推公式为 


Kn 


sec 71 x dx 


n — 


see 71-2 x tan re + n — 2 


n — 1 


K n 


2 


然后即可递推计算得到（过程从略 ): 


k 7 


i 

sec 7 x drr 




6 


， • — - ， 

sec 5 x tanx + ttt sec 3 x tan a; + sec a: tan rr 

24 id 


16 


In I sec x + tanxl + C. □ 
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3.4.2 


角函数的变量不同时的求积（习题 2013-2024) 


与上一小节的习题不同，在这个小节的习题中，各个三角函数的变量不全相同，因 
此积化和差等三角公式起重要作用 . 为方便起见将它们以便于记忆的形式列山 如下： 


sin a sin 0 = Y[ cos ( a — 0) — cos (a 4- /3)] 


cos a cos/3 
sin a cos p 




2 


2 


[cos (a 一卢 ） + cos (a 4- 0)] 
[sin(a — P) + sin(a + /3)]. 


(3.17) 


习题 2015 求 


sinx sin 号 sin ^ dx 


解用积化和差公式展开后即可求积 如下 : 


sinx sin 



x 

2 


in 


T 


3 x 
2 COS "6 


sin I dx = + J sin x(cos -|- 
5x . 一 ••一 7x 、 / 一 i — x 


cos dx 


6 


+ sin 


6 )-(sin 會 + sin 


llx 

6 


6 


)1 dx 


3 cos 5x 


6 


3 cos 以 


14 


6 


3 cos- 11 工 


22 


6 


+ C. □ 


习题 2018 求 


sin 3 2x • cos 2 3x dx. 


解可利用倍角公式与积化和差公式展幵求积 如下： 
sin 3 2x - cos 2 3x dx = | ^- sin 2x(1 — cos Ax) • 吾 (1 + cos 6x) dx 

=-^ I (sin 2x — sin 2x cos 4x + sin 2x cos 6x — sin 2x cos Ax cos 6x) drc 

i r i l 

=-j- [sin 2x — ^2 {— sin 2x -f sin 6x) + j (- sin4a: + sin 8x) 


2 


sin 2x(cos 2x -f cos 10x)] d ； 


T 


[sin 2x — * 2 *( — sin2x -f sin 6x) -f sin 4x + sin 8x) 


1 ( 吾 


sin4x — — sin Sx -h sin 12x)] dx 


sin 2x —— sin 4x — 4" sin 6x + sin Sx 

Id o lb 


16 


sin 12x) dx 


cos 2a: + 具 cos 4x + 去 cos 6x —— cos 8rr + cos 12x + C 

lb o4 4o Jiy2 


□ 


习题 2019 求 


dx 


sin(x + a) sin(:c + 6) 


解 


这时为了展开被积函数需要利用一个简单的恒等式 

sin(a — b) = sin[(x + a) — (x + 6)]. 


在 sin(a - 6) # 0 时，将被积函数的分子分母同乘以上述表达式后即可展开求积如下 
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dx 


sin(x + a) sin(x -1- b) 


sin(a 


1 SI] 

i — b) ^ si 


sin[(x + a) — (:r + 6)1 


sin(x -f a) sin(x + b) 


dx 


__i ― [ 

sin(a — 6) J 


1 f sin (: r + a) cos(x + 6) — cos (: r + a) sin(x + 6) 


sin(a — 6) J sin(x + a) sin (: r + 6) 

= sin ^-b) I [⑺ t(X + - ⑺ 咖 + a )] dx 

— 1 1n I sin(x + 6) 

sin(a — b) I sin(x -f a) • 

在 sin(a 一 6) = 0 时，则存在整数 k ， 使得 a = b + kn, 于是可求积 如下： 


dx 


_ dx_ 

sin(a; + a) sin(x + b) 


si 


dx 


sin (x + a) 




( 一 1 产 jesc 2 (x + a) dx = (—l) fc+1 cot (: r -f a) -h C. 


□ 


解 2 ( 概要）虽然对被积函数的分母用积化和差公式不可能将分式展开，但仍然可 


能对求积有帮助 : 


dx 


sin(x + a) sin(x + b) 


2dx 


cos (a — b) — cos(2x + a + 6) 


若有整数 A: 使得 a - 6 = /ctc ， 则就容易得到与解 1 相同的答案 . 


对丁 • 其他情况，则可写成为 

dx _ 


sin(x + a) sin(x + b) ( 
以下可参考 §3.4.3 的习题 2028 ( 求 


d(2x + a + 6) 


Y I f 


1 — sec (a — b) cos(2x + a + 6) 


cos(a — b) 

卜七 ㈣ ,其中 e e (0, l ) u ( 1 ，+ oo ))， 从略 

癱 


□ 


习题 2023 求 


dx 


cos :r + cos a 


解 


将分母和差化积后即可模仿习题 2019 的解 1. 在 sina # 0 时可求积如下 


dx 


cos x + cos a 


dx 


o X + G X 一 

2 cos — 2 — cos ― 2 


2 sin 




• / x a x 一 a ' 
sm(—^ - ‘ 


x + a x — a 
cos ― j — cos ― 2 — 


dx 


2 sin a 


1( 


tan 


x + a 


tan 


x — a\ 
~2~ ) 


dx 


cos 


sin a 


In 


cos 


x — a 
~2~ 
x + a 


+ c. 


在 sin a = 0 时则 a 为 7 C 的整 数倍 . 若 a = 2nn, n 为整数，即是 §3.1.2 的习题 1668: 


dx 

1 + cosx 

若 a = (2n + 1) 兀， n 为整数，则有 

f dx 


—1 + cosx 


dx 

2 cos2 f 


tan C\ 


-i 


dx 

2 sin2 f 


cot y -f C. □ 
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习题 2024 求 


tan x tan(x + a) dx. 


解 若 tana = 0, 贝 lj tan(x + a) = tanx ， 见前面 §3.4.1 的习题 2004 . 否则利用差角 


的正切函数公式 


tana = tan[(x + a) — rr] 


tan (: r + a) — tan a; 


1 + tan(x + a) tan rr ’ 
即可实现正切函数的积化和差，于是在 tana # 0 时可求积 如下： 


tanx tan(x + a) d: 





1 


tana 


[tan (: r + a) — tan x] — 1) dx 


-x + 


tana 


•In 


cosx 


cos (: r + a) 


+ C. □ 


3.4.3 有理三角函数的求积（习题 2025-2041) 


由于三角函数 sin a;，cos X， tan :r，cot a;，sec x，esc x 的有理式可写成为 -R(cosx^sinx), 
其中 R(u,v) 是二元有理函数，因此只要考虑 | 丑 (cos rr, sin a;) da; 的求积 . 


利用所谓的万能代换 


2 


tan 士， -7C < X < 7C, 则从下面的计算可见该代换能够同 


时将 sin X, cosx 实现有理化（附图是 : r 为锐角的情况 ): 


smx 


2 sin cos = 2 tan 吞 cos 2 菩 


2t 


2 


2 


cosrr 


cos2 f 


• 2 X 
sm j 


2 

1 - tan 2 -i- 


l^t 


2 


1-t 


2 


sec 


2 x 
2 


1 +1 


2 



2t 


dx = d(2 arctant) 


2 


1 + 亡 2 




万能代换的附图 


这样就可以将有理三角函数的积分归结为有理函数的不定积分 


i?(cosx 7 sinx) dx 


R 


2t 


1-t 2 _ 

1 + t 2 ’ 1 + 亡 2 


2 


l+t 


2 


dt 


万能代换的缺点是可能引入繁复的计算，因此在以下几种特殊情况中，我们往往愿 

意使用所列出的更为简单的有理化代换 . 

(1 ) 若 R (— sinx,cosx) = — jR(sinx ， cosx )， 则可用代换 


t = cosx, 


其特例就是丑 (cosx) sin x; 


(2) 若丑 (sinx ， 一 cos:r) = — i?(sinx, cosx ), 则可用代换 


t = sinx 


其特例就是 R(smx)cosx; 

(3 ) 若 R (— sin x, — cos x) = R(sinx, cosx ), 则可用代换 

t — t ； d#n x ^ 

其特例就是 i?(tanx). 若被积表达式为 P(cos 2 x, cos x sinx, sin 2 x) dx, 其中 P(u,v,w) 
是的有理函数 ， = 可计算得到 


cos 2 X 


- cos x sin x = - o 

+ t 2 1 + t 2 


， sin 2 


x 


t 2 


1 + 亡 2 


,dx 


dt 


1+ 亡 


2 
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因此已经将积分 [P(cos 2 x, cos x sin x, sin 2 x) dx 实现了有理化 . 


习题 2025 求 


dx 


2 sin x — cos x + 5 


解 


作万能代换 t = tan f ， 则可求积 如下 : 


dx 


2dt 


2 sin x — cos x + 5 


4t-(l-P) + 5(l+t 2 ) 
dt 1 


+ 2t + 2 




d 亡 


3 


(t + 如 2 +吾 


3 丨〜 吾“署 


arctan 




3亡 + 


) +c 
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arctan 


3 tan f 



1 




+ C. □ 


习题 2028 求 


⑷ 0 … 丄 ’ 阶 〉 1 . 


解作代换 t = tan | ■，则积分变为 

dx 


2dt 


+ s cos X 


(1 + e) + (1 - e)t 2 9 


(a) 在 0 < e < 1 时可求积如下 : 


dx 


2 


dt 


2 


4 - £ COS X 


1 — £： 


t 


2 




£ 


1 — e 


y/\ — e 


2 


arctan 



£ 



£ 


+ C 


2 


y/\ — e 2 


arctan 



— e 




tan 


f)+c. 


□ 


(b) 在 e 〉 1 时可求积如下 : 


dx 


2 


1 + e cosx 


1 — £ 


dt 


t 2 


g + 1 
£ — 1 


Ve 2 -l 


In 


t 



£ 



e — 1 


t + 



g + 1 
£： — 1 




1 


V^-l 

i 

Vs 2 — 1 
1 

1 

yje 1 — 1 


In 


t\J £ — 1 + \ E^r\ 

t\J £ — 1 — + 1 


+ c 


In 


(e — l)t 2 + 2ty/s^ — 1 + (e + 1) 


In 


In 


(e-l)t 2 -(€^-1) 

6(1 + i 2 ) + 2ty /£ 2 — 1 + (1 — 亡 2 ) 

e(l - t 2 ) + (t 2 + 1) 

g + \/g 2 — 1 sin a: + cos x 

1 + 5 cos x 


+ C 




+ c. □ 


在《习题集》的习题 2029-2041 中除了习题 2032, 2041 之外，都属于本小节开始所 
说的情况 （ 3), 可用代换 t = tanx 求积 . 一般来说，这比用万能代换的计算量 要小 . 
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习题 2029 求 



sin 2 x 


+ sin 2 


dx. 


x 


解此被积函数满足本小节开始所示的情况（ 3 )，因此可用代换 


tanx 求积如 


下 : 


sin 2 


x 


1 + sin 2 x 


dx 




tan 2 x dx 


sec 2 x -f tan 2 x 





1 


sec 2 x 


2 tan 2 rr + 1 


dx 


x 


-ii 


x 


V2 


d(tanx) 

9 

tan z x + y 

arctan(\/2 tan x) -f C. □ 


习题 2032 求 [_r S i nx ' cogx dx. 


sinx + cosx 


解 1 分子分母同乘以 cos a; - sinx , 然后可展开求积如下 


sinx cos x 
sinx + cosx 


cos 2 xd(cosx) 
2 cos 2 x — 1 


dx 


sin x cos x(cosx — sinx) 


cos 2 x 





— sin 2 
sin 2 xd(sinx) 
2 sin 2 x — 1 


dx 


x 



cos 2 x — 


)d(cosx) 


+ 


2 




sin 2 


x 


)d(sinx) 


= —4r cos x + 去 sin a; - ^ In 

2 2 4\/2 


y/2 COS X — 1 

y/2 cos x -f 1 



1 


4v/2 


2 
In 


y/2 sin x — l 
y/2 sin rr + 1 


+ C. □ 


解 2 利用 （sinx + cosx) 2 = 1 + 2sin x cos x 就可以求积如下 : 


sinx cosx 
sinx 4 - cosx 


dx 


2 


(sinx + cosx) 2 — 1 
sinx + cosx 

|(sin x + cos x) dx — 


dx 


dx 


sm x + cosx 


2 (-cosx + sinx) - -^-j= 


dx 


sin x + 


n 


0 (sinx — cosx) - -= 

2 、 2y/2 


In 


tan 


(f^-f 


解 3 本题也可以用万能代换 t = tan# 求积.先作代换得到 


+ C. □ 


sinx cosx 
sinx 4- cosx 


4^(1 - t 2 ) 


dx 


(l+t 2 ) 2 (-t 2 ^2t+l) 


dt, 


再用 §3.2.2 的奥斯特罗格拉茨基方法求出 


4t(l - t 2 ) 


t 


(1 +t 2 ) 2 (-P + 2t + 1) 


亡 2 + 



1 


t 2 -2t-l 


然后即可求积 如下 : 
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sinx cosx 
sin x + cos x 


dx 


t 2 + ] 
t- 1 



dt 


(t-1) 2 -2 


t 


2 



1 



2y/2 


In 


t-l-V2 

t-l^-y/2 


+ c 


1 


含 sm x — 含 cos a: H - ^ In 

2 2 2y/2 


tan 


x 

2 


1 - V2 


tan f 


+ \/5 


+ □ 


习题 2034-2037 的被积函数的分母都是 sin 71 x -|- cos 71 x 的形式，其中 n 取 3,4, 8 .它 
们的求积与 §3.1.3 的习题 1718 类似（其中 n = 4). 下面只看其中的习题 2035. 


习题 2035 求 


dx 


sin 4 x + cos 4 x 


解 1 此被积函数满足本小节开始所示的情况（ 3) ，因此可用代换 f = tanx . 将被 
积函数的分子分母除以 cos 4 a: 后可求积 如下： 

dx f sec 4 xdx _ f (1 -f t 2 ) dt 

= ~ 


sin 4 x + cos 4 x 


+ tan 4 x 



t 2 


dt 


d 


t 2 



t 2 




2 




V2 


arctan 


t 2 


V2t 


-)-hC 


+ 2 



C. □ 


解 2 如习题 1718 所示，分母可写成为倍角 2a: 的三角函数 如下： 

sin 4 x + cos 4 x = (sin 2 x + cos 2 x) 2 — 2 sin 2 x cos 2 x 

=1 — y sin 2 2x = cos 2 2x -f sin 2 2x, 

因此本题的被积函数作为变量为 2:r 的有理三角函数也满足本小节幵始所示的情况（ 3 )， 
从而可用代换 t = tan2a: 求积如下： 


dx 


dx 


sin 4 x + cos 4 x 




cos 2 2x + j sin 2 2x 


sec 2 2x dx 

+ 去 2 x 


dt 


2 + 亡 


2 


arctan 7f + c 


71" 


arctan 


tan 2x 

~7T~ 


)+ c 


□ 


解 3 将分母表示为 4:r 的三角函数后即可用习题 2028(a) 的现成结果 如下 : 


dx 


sin 4 x + cos 4 x 




4dx 


3 + cos 4x 


3 


、 / 


d(4x) 


+ f cos 4x 




)+ c. 


□ 


习题 2041 求 


_dx_ 

a sin x + b cos x 


( 《习题集》中在积分前的原文有 “ 把分母化为对数的形式 ” ，其意图不清楚 .) 
解 1 从题可见不同时为 0. 将分母的两项合并为一个正弦 函数： 
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asinrr + b cos x = y/a 2 b 2 sin(x + (f), 


其中 COS(f = 

1703 的解 1): 


a 


y/a 2 +b 2 ， 


sirup 


b 


\/a 2 + 6 2 


，即可求积如下（其中套用了 §3.1.3 的习题 


dx 


1 


d(x -f ip) 

a sin x + 6 cos x ~~ ^/ a 2 + 办 2 J sin(x + p) 

2 


1 


sec 


2 


va 2 -f b 2 


tan 


x + (f 


d 


~~2~ 


1 


Va 2 + 6 2 


In 


tan 


a ： 十 v? 

~~2~ 


+ C. □ 


解 2 用万能代换 i = tan 丢求积 如下 : 


2 


dx 


2dt 


a sin x + 6 cos x 


2at + 6(1 — t 2 ) 


2 

b 


dt 


2 


2a 


t 


dt 


1 


(t 


a ) 2 -(i + 


T 




va 2 + 6 2 


In 


bt — a — >/a 2 + b 2 
bt — a + \/a 2 + 6 2 


+ C 


1 


y/a? + 6 2 


In 


6 tan 号 




a 


\/a 2 + S 1 


6 tan 号 




y/a 2 +b 2 


+ C. □ 


解 3 如解 1 那样引入角 p 后，可用余割函数和余切函数求积如下 : 


dx 


1 


d(x + cp) 

asinx + 6 cosrr v^a 2 + 6 2 J sin(x + (f) 


1 


Va 2 + 6 2 


J csc(x H- (p) dx 


1 


va 2 + 6 2 


dx 


1 


V cl 2 + b 2 


[csc(x + p) — cot(x + ip)} f 
csc(x + W) — cot(x + W) 


In I csc(x + p) — cot(x + (f)\ + C. □ 


3.4.4 用待定系数法与递推法求积（习题2042-2059, 2063-2065) 

在《习题集》的习题 2042, 2046, 2050, 2053, 2057, 2059 中提出了求某些特殊形式 

的被积函数的积分时的待定系数法，从而将积分计算归结为求待定系数的代数问题.此 
外，习题 2057-2059, 2063-2065 也可以从递推法来理解 . 

下面是最为基本的结果 . 


习题 2042 证明 : 


Qi sin x + 6j cosx 如 
a sin x + 6 cos x 


Ax + B In I a sin x + 6 cosx| -f C, 


式中 A ， B ， C 为常数 . 
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利用正弦和余弦函数的导数公式以及两个显然的积分结果 

^asinx + 6cosa: drr = x +c ， 


a sin x + b cosx 

(asinx + 6 cosx)’ 
a sin x + b cosx 


dx 


、 a cos x — b sin x 
a sin x + bcosx 


dx 


In |asinx + 6cosx| -h C, 


即可得到关 F 待定系数 A, 的方 程为： 

ai sinx + b\ cosx = A(asinx -f 6cosx) + B(acosx — 6sinx) 

等置两边在 sinx 和 cosx 前的系数①，得到关于 A, B 的线性代数方 程组 : 

a A — bB = ai, 

bA + clB = 

可见在 a, 6 不同时为 0 时，的解存在唯一 .口 


习题 2043(b) 求 


smx 


sin x — 3 cosx 


dx. 


解 1 根据习题 2042 ,只需按照下列方程 


sinx = Afsinx — 3 cos x) + B(cosx + 3sinx) 


写山关于系数 A, B 的方程组 


A -|- 3B = 1, 
-34 + B = 0. 


在解得 4 


10 




之后就得到 


sinx 


sin x — 3 cosx 


dx 


10 


x + 


3 


In I sin x — 3 cos x | + C. □ 


解 2 作为对比，我们看若不用待定系数法，则如何用有理化方法解本题 . 

由于被积函数属于 §3.4.3 开始所说的情况 （ 3), 因此可 （代替万能代换而）用代换 


t = tanx . 这样就有 


x = arctant ， dx 


dt 


亡 2 + 1 • 


然后可求积如下 : 


sinx 


sin x — 3 cosx 


dx 


tan x dx 
tan x — 3 



1 + 


3 


tan x — 3 


dx 


x + 


3dt 


(t — 3)(t 2 + 1) 


x + 


立 

[(To 


3 


10 


t 


9 


3) 


t 2 + 1 


dt 


x + 


3 


In t — 31 _ ln(f2 + 1) — ^ arctan t -\- C 


9 


x + 


3 


10 


20 


In sinx — 3cosa:| -f C. □ 


①如习题 2041 的解 1 所示，有 a sinx + b cos x = \/a 2 + fc 2 sin(x + #)， 可见若 asinx + 6cos a: 三 0 ，则 
只能得到 a = b = 0 ( 参看 §2.11.3 的习题 1456.1(e)). 
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现将包括习题 2042 在内的可用待定系数法求解的公式列表如下，供比较和参考用 


2042 : 


2046 : 


2050 : 


2053 : 


a\ sinx + 6i cosx 


a sin x + 6 cos x 


dx = Ax + Bln |asinx -f- 6cos:r| + C; 


ai sin x + 6i cos x -h ci 


a sin x + b cos x + c 


da: = Ax + J5 In |a sin x + 6cos : r + c 


+ C 


dx . 

a sin x -{-b cos : r + c ’ 


ai sin 2 x + 2b\ sinx cos x + ci cos 2 x 


a sin x + b cosx 


dx = A sin x + B cosx 


+ C 


dx 


a sin x + 6 cosx 


ai sinrr + 6i cosx 


a sin 2 x + 26 sin x cos x + c cos 2 x 


dx = A 


dui + B f du 2 

, kiuj + Xi J k 2 u\ + X 2 


+ B 


du2 


其中设 （ a - C ) 2 + 6 2 / 0, 是方程 


0 ( 入 1 # 入 2) 


2057: 


2059: 


的根 ， M Ui = [a — Xi) sinx + 6cosx, ki 


CL — 


1,2); 


dx 


(asinx + 6cosx) n 


A sin x + B cos x 
(asinx + 6 cosx) 71 " 


+ C 


dx 


(asinx + bcosx) 71 


dx 


(a + bcosx) 71 


Asinx 


(a + bcosx) 


+ B 


dx 


+ C 


dx 


(a + 6cosx) n 


(a + bcosx) 71 " 1 

，设 | a |#|6|,n 为大丁 ‘I 的正整数 


可以看山，上述表中的前 3 个公式的基本思想是类似的 . 习题 2053 则要困难一点， 
它涉及如何处理分母的二次型问题，下面即将作专门讨论.建议尚未学过高等代数中有 
关知识的读者先跳过此题，以后再学 . 表中的最后两个公式则是递推法的应用，其中的 
待定系数可以在推导中直接得到，这也将在下面讨论 . 


习题 2053 证明： 若 （a - c) 2 + 6 2 # 0 ,则 


f ai sin x -\-b\ cosx 


J a sin 2 x + 2b sin x cos x + c cos 2 x 
式中为待定系数，为方程 


dx = A \ k l u{lx l +B 


du 2 

k 2 ul 4 - 


CL — \ 


c — X 


(入 1 # 入 2) 


的根，而 


Ui = (a — sinx + 6cosx, ki = - r— (i = 1,2) 

a — Ki 


解要理解本题的结论，最好是从高等代数的二次型和对称矩阵出发 . 
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首先观察6 = 0 的最简申 . 情况 ® . 这时被积函数的分母为两个平方项的代数和，而 
且可以有不同的 写法： 


a sin 2 x + c cos 2 x 


a + (c — a) cos 2 x = c + (a — c) sin^ x 


2 


从而就可以展开 如下 : 


Qi sinx + cosx 
a sin 2 x + c cos 2 x 


dx 




b\ d(sinx) 


c + (a — c) sin 2 x 



a\ d(cosx) 


a + (c — a) cos 2 x 


( 这种方法在 §3.4.3 的习题 2032 的解 1 中已经用过 .) 


将上述展幵式与题中要证明的展开式比较，可见这时的题设条件保证了 .按 


照题意取心 =c,\ 2 = a, 则就得到如下展 开式 : 


ai sinx + bj cosx 如 
a sin 2 x + c cos 2 x 


bi 


a — c 


d((a — c) sinx) 


• (a — c) 2 sin 2 x + c 


a 


c 


ai 


c — a 


d((c — a) cosx) 


• (c — a) 2 cos 2 : r + a 


c — a 


由此可见，本 习题中 给山的 u u u 2 ,k u k 2 的公式只能适用丁 • 6 # 0 的情况 . 

现在从二次型的角度来讨论6 /0 的一般性情况.可以看山本题的被积函数的分母 
是与对称阵5 = (^) 对 成的二 次型 . 题设中的心，人 2 就是这个对称阵 S 的两个特征 
值.从特征方程 

b = X 2 — (a -h c)X (ac — b 2 ) = 0 
c — X 

可见，题设条件 （a — c) 2 + 6 2 _ 0 表明 M # 入 2 . 

丁 • 是问题成为如何将分母的二次型对角化，即写成为两个二次项的代数和，而前面 
已经讨论过的6 = 0 恰好就是不需要做这一步的简申情况 . 



为简明起见，记中位列向量 z =： (sinx,cosx) T , T 是本题的被积函数分母上的二次 
型可记为 x T Sx, 其中指数上的记号 T 表示矩阵或向量的转置 . 

根据二次型或对称阵理论，存在正交矩阵 R 使得实现 

s = u(U)u' 

x T Sx = x T U^ U T x ， 

即在对称阵对角化的同时也就使得对皮的二次型成为平方项的代数和，其系数为两个 


特征值 . 

记 U T x = y = (yi ， l/ 2 ) T ，则 2 /i, 2 / 2 都是 sinx 和 cosx 的线性组合 . 由丁 • 为正交 
阵 , 因此有 y\^yl = i, 而分母则成为 MW + ^yl 
与6 = 0 的情况类似，分母有两种表达方式： 


入 1"? + 入= 入1 + ( 入2 - 人 1)2/! =入2 + ( 入1 — 入 2)2/?- 

i 

® 《习题集》中的习题2054的被积函数为 2 ♦[:戸3 —， 就属于 b = 0 的情况. 

3 sin 厶 x + 4 cos ‘ x 
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• _ a cos t — b sin x _ , _ 7i — 2_ t I ~I 

(a 2 + 6 2 )(1 - n)(asin;r + 6 cosx) n_1 (a 2 + b 2 )(n — 1) n 2 

习题 2059 若 n 为大予 1 的正整数， 证明： 


、 _ dx_ _ Asinx _h B _ _ _h C f_ _ _ 

. (a -f 6cosx) n (a -h 6cosx) n_1 . (a -h 6cosa:) n ~ 1 J (a + 6cosx) n_2 ’ 

其中 |a| 一 |6|, 并求出系数 4 B 和 c. 

® 这里的计算从略 . 学过高等代数的读者可以将这些计算作为二阶对称阵的练习题来做.尚未学过的读者 
目前可以验证习题中的答案是正确的，但在有了相应的代数知识之后才能理解为什么要这样做 . 
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解记以 n 为参数的不定积分为 J n ， 则可仿照习题 2057 递推 如下 : 


In 


dx 


(a + bcosx) 


% 

—■ —■ ■ 

n _ 


(a + 6 cos x) 2 -f b 2 sin 2 x — 2a(a + b cos rr) + 2a 2 


(a 2 + 6 2 )(a + 6cosx) n 


dx 


a 2 + b 2 


In — 2 — 


2a 


a 2 + b 2 


一 l + 


2a 


2 


a 2 + b 2 


Ai + 


b 2 sin 2 x dx 
a 2 + 6 2 J (a + bcosx) 71 


然后计算上式最后一个积分 如下 : 


b 2 sin 2 x dx 
(a + bcosx) 


n 


b sin x d [(a + fccosx) 1 — n ] 


6sinx 


(1 — n)(a + bcosx) 7l ~ l 

bsinx 

(1 — n)(a + 6cosx) n_1 

_ 6 sin rr _ 

(1 — n)(a + bcosx) 71 ^ 1 



1 — n 


b cosx dx 



l — n 


(a + bcosx) 71 ^ 
(a + 6 cos x) dx 
(a + bcosz) 71 ^ 1 


a 


n 


In 


n — l 


in-2 + 


a 


n — 1 


’n — 1 • 


合并以上就得到 


In 


sinx 


(2n — 3)a 


(n — 1)(6 2 — a 2 ) (a + 6cosx) n-1 (n — 1)(6 2 — a 2 ) 


In 



Tl 一 2 


(n — 1)(6 2 — a 2 ) 


n — 2 


□ 


习题 2063 求 


dx 


(1 + ecosx) 


2 


(0 < £ < 1) 


解用习题 2059 的结果，在其中令 n = 2, a = 1， 6 = e ， 就得到 


dx 


esmx 


(1 + ecosx) 


2 


(e 2 — 1)(1 + ecosx) 


e 2 -l 


dx 


+ £ COSX 


然后对上式右边的积分用 §3.4.3 的习题 2028 ( 对于 0 < e < 1) 的结果，就得到 


dx 


esinx 


2 


(1 + ecosx) 2 


(e 2 _ 1)(1+ecosx) 


arctan 



1 — e 


£ 


tan 



I) + a 


□ 


下一题中虽有参数 n, 但可直接积出 . 其中的方法在下一个习题 2065 中也有用 . 


f cos 

习题 2064 求一 

J sin 


n 


1 x + a 
~~2~ 


n+l X — CL 


dx. 


2 


解先作一个简单的线性代换 f 


X 


t + a. 这时有 


2 


则有 x = 2t^ a, dx = 2dt, 


x + a 
~2~ 


cos(t + a) 
sin 亡 


cost cos a — sint sin a 

sint 


cos a cot t — sin a 


若 cos a = 0, 则 I Sinai = 1 ，因此被积函数是 esc 2 t 的倍数，其不定积分是 cot 
倍数加上任意常数 C. 

以下设 cos a 7 ^ 0, T * 是有 


X 


2 


込的 


^( CQ 1int Q) ) = ~ CQSQCSc2t 
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于是可用凑微分法积分 如下 : 


COS 


sin 


Ti —1 x d 
~~2~ 
n+1 X — CL 
~2~ 


dx 


cos n — ^ + a) 


sin 


n+1 


dt 


K 


cos(t -f a) 
sint 


n — 1 


esc 2 t dt 


cos a 


1 ( 


cos(t + a) \ 71-1 / cos(t + a) 
sint / V sint 


ncosa 


cos(t + a) \ 71 
sint ) 


cos 


x + a 


+ C 


ncosa 


+ c. □ 


sin 


习题 2065 推出积分 


In 


的递推公式 . 


sin 


• x + a 


dx (n 为正整数 ) 


解先作线性代换 t 


x + a 


，以下仿照习题 2059 先写出如下 等式 : 


In 




sin ( 亡 一 a) 
sint 


dt 


% 


sin(i — a) ] n ~ 2 sin 2 (t — a) 


sin 亡 


si 


in 2 t 


dt 


将第二个因子展开 如下 : 


sin 2 (t — a) 
sin 2 t 


(sint cos a — cost sin a) 2 


sin 2 t 

_ 2 ^ 2 cost sin a cos a 

cos a -: ~ :- 

sint 


+ sin 2 a cot 2 t 


o 2 (sin t cos a — cos t sin a) cos a ^ 2 . o 2 

cos a H ---: 一~： - - -2 cos a + sin a cot 

sin 亡 

-1 + 2 cos a - S i n (f a ) + sin 2 a esc 2 t, 

sint 


然后将上式代入积分得到 


In 


sin(t — a) ] n 
sint 

sin(t — a) l n 
sint 


sin 2 (t — a) 
sin 2 t 


dt 


1 ^ sin ( 亡 — a) . o 

1 + 2 cos a - -: - -- h sin a 

sint 


cs 


c 2 f) 


dt 




-I n -2 + 2cosa • I n -i + 2 sin: 


a 


sin ( 艺 一 a) 
sint 


n — 2 


esc 2 tdt. 


最后一个积分与习题 2064 类似，从 

d I sin(t - a) \ d 


dt \ 

就可凑微分求积得到 

、「 sin ( 亡 一 a) 
sin 亡 

亀 


sint 


瓦 (cos a — sin a cott) = sin a esc <， 


n — 2 


esc 2 t dt 


sina J L 


sin(t — a) l n_2 ^/ sin(t — a) 

sint V sint 


(n — 1) sina 


sin(t — a) 
sint 


n—1 


+ c. 


合并以上结果并用 x 为自变量，就得到 
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In = _ in — 2 + 2 COS (I Jn — i + 


2 sin a 
n — 1 


sin 


X — CL \ n—1 


2 


sin^ + a 


. □ 


2 


3.4.5 含无理根式的三角函数的求积（习题 2007-2010, 2060-2062) 

这里需要 §3.2 中关于无理函数的积分知识，其中包括微分二项式在内 . 


习题 2007 求 


dx 


V sin 3 x cos 5 x 


解用代换 t = tanx, 就可凑微分且展开求积 如下 : 


dx 


dx 


V sin 3 x cos 5 


x 


cos 4 x\/tan 3 x 


(tan 2 x + 1) d(tanx) 


yj tan 3 x 


3 


[(tanx) 2 + (tanrr) 2 ] d(tanx) 


2 

3 


3 _ 


(tanx) 2 — 2(tanx) 2 + C 


2(sin 2 x — 3 cos 2 x) 
3vsinxcos 3 x 


2 


+ C. □ 


注本题与 §3.4.1 的习题 2002 的解 2 中所用的方法相同，因为它们的被积函数都 
属于 §3.4.3 小节幵始所说的情况 （ 3). 


习题 2008 求 


dx 


cosx 


v^sin 2 


x 


解（概要）用 ^ = sin:c 可凑微分得到 


dx 


d(sinx) 


cosx \/ sin 2 x 


\/ sin 2 x (1 — sin 2 x) 


2 


t 是被积函数是以 i = sin a ： 为自变量的微分二项式 ri(i - t 2 y \ 属于第一种可积情 


况 （m = — 鲁 , n = 2 ， _p=-l) ， 因此用 d 3 即可有 理化 . 以下从略 .口 


习题 2060 求 


sin x dx 


cos x\J 1 + sin 2 x 


解 1 Si = CO sx 可凑微分得到 


sinx dx 


d(cosx) 


cos XV 1 + sin 2 x 


cosxv2 — cos 2 x 


于是被积函数是以 t = cosx 为自变量的微分二项式 t~ l {2 - 属于第二可积情况 


(m = —l，n = 2, 


m + 
n 


为整数 ). 令 2 - t 2 = w 2 , 则有 -tdt = udu, 丁是 可积分如下 : 
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sinx dx 


dt 




cos XV 1 -f sin 2 x 


ty/2 - t 2 


• du 
, 2 一 u 


2 


▲ 

2Vf 


In 


u -f~ \/2 
u — 


4-C 


2x/2 


In 


1 


V2 


In 


yl + sin 2 x + y/2 
y/l sin 2 x — y/2 
\/l + sin 2 x + y/2 


+ C 


cosx 


+ C. □ 


解 2 也可以如下 求积 : 


sin x dx 




tanx dx 


cosrr \/l + sin 2 x 


v2 — cos 2 x 




d(secx) 


V 2 sec 2 x — 1 




In I y/2 sec x -I- y/ 2 sec 2 x — \ \+ C. □ 


习题 2062 求 


sinx dx 


\/2 + sin 2x 


解 1 利用 


sin 2x = cos(2:r - 号 ） = 2cos 2 (x — — 1 = 1 — 2sin 2 (x - |) 


作代换 t = x-f 后即可求积 如下 : 


sinx dx 


V2 


\/2 + sin 2x 


sin t + cos t 
x/2^Tcos2t 


dt 


2 


' d(\/2cos^) 
y/\ -f 2 COS 2 t 


+ T 


d(\/2sint) 
\/3 — 2 sin 2 t 


—— ~ 2 - In I \/2 cos t H~ \J 1 + 2 cos^ t 


arcsin 


\/2sint 


+ C 


2 In I cos x + sin x + \/2 + sin 2x| + 专 arcsin 


sinx — cosx 


V3 


+ C. □ 


解 2 用配对法，同时用分母的两种表示形式，即可展开求积如下 : 


sinx dx 


v2 + sin 2x 


2 



d(sinx — cos a;) 

— (sin x — cosx) 2 


d(sinx + cosx) 
y/l -f (sinx + cos x) 2 


2 


arcsin 


sinx — cosx 


v/5 


2 


In I sinx -f cos x + \/2 + sin 2x\ + C. □ 
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§3.5 各种超越函数的积分法（习题 2066-2125 ) 


内容简介本节是对于同时含有多项式与指数函数、三角函数、对数函数、反三角 
函数和双曲函数的被积函数的一些基本积分题，其中还含有出现对数积分函数（一种超 
越函数）的习题 . 在本节的最后有关于使用分部积分法的经验规则的一个补充 . 


3.5.1 多项式与指数函数和三角函数乘积的求积（习题 2066-2080) 


这类习题的基本方法是用分部积分法降低多项式的次数，直到变为常数.已见于 
§3.1.6 的习题 1799 等 . 

下面列出本节开始的习题 2066 和 2067 提供的公式供参考.它们的证明都可以用 
分部积分得到，从略 . 


2066 若 P(rr) 为 n 次多项式，则 


J P(x) e ai 


dx 


ax[ 


^) + ... +( _ ir ^ - 


a 


2 


a 


+ C 


2067 若为 n 次多项式，则 


P(x) cos ax dx 


sin ax 
a 


p ㈤- ^ 



尸 ⑷㈤ 


a 


a 


4 



cosax_ [ {x) _ 


P( 5 )(:r) 


a 


4 


j P(x) sin ax dx 


co— [ p(x) _ 

a L w 





2 



P ⑷ (X) 


4 


— ^― • • • ] 



\p\x) - 

CL 


P ,f, {x) P^(x) 


2 


a 


4 


+ C ， 




在下面的习题中既可以套用上述公式，也可以直接用分部积分法做 . 


习题 2069 求 （: r 2 — 2$ + 2) e _x dx. 

解 1 用习题 2066 的公式就有 

(x 2 — 2x -h 2) e _x dx = e* x ( ^ ~ ^ + 2 - 2x ~ 2 + +C 

K 

= -e- x (x 2 -f2) + C. □ 

解 2 直接用分部积分法可求积如下： 
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| [x 2 -2x-\-2) e~ x dx = (x 2 — 2x + 2) d(— 


(X: 


2x + 2)(-e 一 x )+ e 一 x d(x 2 - 2x + 2) 


-e~ x (x 2 - 2x -h 2) - (2x - 2) d(e~ 

%< 

-e~ x (x 2 - 2x + 2) - e _x (2x - 2) + 


• 2dx 


—e 


X r%—x 


2e" x + C. □ 


零 

习题 2071 求 (1 + x 2 ) 2 cosxdx. 


解 1 用分部积分法求积的计算量较大，若套用习题 2067 的公式，则可求积如下 


(1 + x 2 ) 2 cosxdx = sinx [(1 + x 2 ) 2 一 (4 + 12a; 2 ) + 24 

I 


齡 孀 

+ cosx 4x(1 -f x 2 ) — 24x + C 

• ■ 




(x 4 — 10x 2 + 21) sin a: + (4x 3 — 20x) cos x -\-C. □ 


解 2 若用复数方法，则相当于求 j(l + :r 2 ) 2 e ia; dx 的实部.对这个复积分仍可用习 
题 2066 的公式， T 是可求积 如下： 


(1 + x 2 ) 2 cos x dx = Re (1 + x 2 ) 2 e lx dx 


Re e 


(1 -f x 2 ) 2 4x 3 -f 4x . 12a; 2 + 4 




24x 


—l 


¥)] 


+ C 






(1 + x 2 ) 2 sinx + (4x 3 -f 4x) cosx — (12x 2 + 4) sinx — 24xcosx + 24sinx + C 
(x 4 — 10x 2 + 21) sinx + (4x 3 — 20a:) cosx + C. □ 


注由此可见习题 2067 的公式也可以从习题 2066 的公式用复数方法得到 . 


习题 2076 求 xe x sinxdx. 


解 1 从 §3.1.6 的习题 1829 可知，问题是要去掉被积函数的第一个因子 : c. 一种方 
法是利用该题的答案， # sinx 有原函数 -^(sinx-cosx), 于是即可分部积分求积 如下 : 


xe x sinx da; 


xd(-^r-(sinx — cosx)) 


x - -^-(sinx 


— cosx) — 

鼇 


x - (sin x — cos x) -f- 


(sin x — cosx) dx 


cos x + C. □ 


解 2 直接用分部积分求积 如下 : 
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x 


sin x dx 


xsinxd(e x ) 


e x xsinx 


e x d(x sin a:) 


e x x sinx — (sin x + x cos rr) d(e x ) 


e x xsinx 


xcosa;d(e :r ) — 


e x sin x dx 


e x x sin x — e x x cosx + 


e x d(xcosx) — 


e x sinx dx 


\j 

xe x (sin x — cos x) + je 1 (cos x — sin x) da: — | xe x sin x dx 


2 xe °° (sin x — cos x) + ^ 


e x (cos x — sinx) dx 


2 xeX (sin x — cos x) + ^e x cos x -f C. □ 

解 3 利用 # S in:r 是的虚部，可用复数方法求积 如下 : 


xe x sin xdx = Im 


x 


e^ 1+1 ^ dx = Im 


xd 


e (l+i ) 工 


+ 


Im( x 


eU+O 工 


f e (l+i)x 

r ' J^n 


+ 


dx 


Im( x 


e (l+0 工 

nrrr 


e 


(l-fi)x 


(l+i) 


2 


+ c 


=Im 



x 

2 


i( 


X 

2 


2 



e x (cos x + i sin x)j + C 


e x (sin x — cos x) + -^-e x cos x + C. □ 


3.5.2 有理指数函数的求积（习题 2081-2090) 

将习题 2081 中的被积函数称为有理指数函数 . 

习题 2081 证明： 若 丑为有 理函数，数 h ， a 2 , … ， a n 为可公约的，则积分 

% 

R(e aiX ,e a2X r - ,e anX )dx 

是初等函数 . 


解题意表明，存在一个实数 a # 0, 使得每一个 = 1 ， 2, •… ， n) 都是 a 的整数 
倍.这就是存在整数 ^ (z = 1,2, ••- ,n ), 成立 ai = kia (i = 1,2, ■•- ,n). 

作代换 t = e ax , 则有 x = 丄 lnt, dx = + dt ， e ai3： = 士 (i = 1,2, ••- ,n ), 从而积 

Ot (jLT/ 

分变换为 

E ( t k ^ … t k n ) 

R(e aiX ,e a2X ,, e a - x )dx= 1 ，心 ― - ~~ dt, 

于是已经实现了有理化 . 这表明积分是 t 的初等函数，从而也是 z = -^Int 的初等函 
数 . □ 


注《习题集》的习题 2082-2086 都属于上述类型，因此都可以用统一的代换实现 
有理化 . 对于只出现 一个 # 的情况，也就是上述习题中 n = 1, 则 f # 总是有效的 . 
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习题 2084 求 


2x 


dx 


+ e x -2 


解 将被积函数的分子分母同乘以#，并令 i = #，这时有 dt = # d : r ， 就可以求积 


如下: 


2x 


dx 


+ e x -2 


dt 


t { t ^ 4" t 一 2) 


k 



6 

亡 + 2 



r) 


dt 


"6 


In 


(卜 l) 2 (t + 2) 


t 3 


+ C 


=—I + 皆 ln [( e x - l ) 2 ( e x + 2)] + C . □ 

习题 2087-2090 中还出现了含有指数函数的无理根式.当然不能说这类函数一定 
可积，但对这些习题来说，上述代换还是有效的.下面只对这几个习题指出如何实现有 
理化. 


习题 2087 求 


dx 


e x 


解（概要） 令# =则积分变换为 

. dx = f _ 

.x/e^I _ J ~t 

可见只要再令即可实现有理化 •口 


dt 


习题 2088 求 


' I e x -I 

. V + 1 


dx . 


解（概要） 令# =〖，则积分变换为 


願 


dx 




I 原. 


d 亡 

~t 


可见只要再令 


t - 1 

tTT 


^即可实现有理化 •口 


习题 2089 求 


e 2x + 4 e x — 1 dx . 


解（概要） 令# =〖，则积分变换为 

f e 2x 4- 4 e x — Idx 




t 2 - I - At 


t 


dt 


可见用 §3.3 中的多种方法都能实现有理化 .口 


习题 2090 求 


dx 


1 + e x -f VI - e x 


解（概要） 令#=〖，则积分变换为 


dx _ 

+ e x + yj \ - e ; 


dt 




+ t + y/1 — t ) 




2t 2 


dt 


显然可展开为两个简单积分求积 .口 
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3.5.3 有理函数与指数函数乘积的求积（习题 2091-2097) 


习题 2091 证明 ：若尺 为有理函数，其分母仅有实根，则积分 

J R(x) e ax dx 

可用初等函数和超越函数 


来表示 



^—dx = \i(e ax ) 4- C , 式中 li(x)= ’ 

X 

I 


dx 

lnx 


解 根据部分分式分解定理 （ §3.2.1 的命题 3.2), 分母只有实根的有理函数 R(x ) 可 

以唯一方式展开为多项式与以下形状的简单分式 之和： 

A 

(x — a) n ' 

其中 n 为正整数， a 是 R(x) 的分母的实数零点 . 

由于多项式与指数函数的乘积的原函数是初等函数（见 §3.5.1 的习题 2066 ), 因此 
只要对丁 • 上述形式的简单分式与的乘积来证明本题的结论即可 . 

若 n = 1, 则先作平移 : r 一 a = t ^ 或再作代换 = u, 于是有 at = Inu, 

= 这样就得到 

u )、 

J = Ae0ca \ ( = ^e aQ J 盖 =Ae QQ li ⑻ + C) 

=Ae aa li(e a(x - a) )4-C. 

对 T n 〉 1 ，则只要如下用分部积 分法： 

、 = J^ e - (x _ a) -n d：c= _A_^ d[(x _ a) l-n] 

=- «) 1_n - 

如此继续下去，直到被积函数的因子 （x _ a) 的幂指数等于 -1 为止.这时在积分号外的 
都是初等函数 .口 


习题 2092 若 = 勿 + 含 + •.. + 含， a 0 ， ai ， … ，为常数，则在什么情 
形下，积分 

M 士卜 

为初等函数？ 


解 根据习题 2091, 上述积分在分部积分之后具有下列 形式： 

①关于 f 的原函数和 lire 为非初等函数的一个初步讨论见 [34] 的第九章的最后一个参考题.在 §4.4.4 
的习题2391中还会再遇到 lire . 
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两边求导得到恒等式 

于是只要求山待定系数中的然后令 B = 0 就得到本题的答案. 

计算上述恒等式右边的第一项，然后约去两边的 e ' 并等置两边的 a : 的同幂次项的 
系数，就得到勿 = 知和关丁•其他 n 个未知数卜 ，… , b n _ u B 的线性代数方程组为 

ai = bi Bj 

o,2 = ^2 — b \, = bs — 262， 04 = 64 — 3 ^ 3 , …， a n -i = 办 n-i — (n — 2 ) 6 n _ 2 , 

Cl n = — (72 — l)6 n —i. 

用矩阵向量记号，并按照，心^的顺序，可将线性方程组写成为下列 形式： 



由丁•系数矩阵的行列式等丁 (- lr -^ n - l )!, 从而保证了上述待定系数的解存在且唯 


用克莱姆法则知道，未知数万是两个行列式之商，其中分子的行列式是将系数矩阵 
的行列式的第一列换为方程组右边的向量而得到的.将该行列式按照第一列展开，除以 
系数矩阵的行列式，就可写山 B 的表达 式为： 







因此本题所求的条件是 



3.5.4 对数函数和反三角函数的求积 (习题 2098-2115) 

这里的主要工具仍然是分部积分法和代换法.在分部积分法的使用中，本节末补充 
的经验规则“反对代三指”是有参考价值的. 

习题 2098 求 ln n x dx ( n 为正整数). 

解 1 ( 概要）按照下列方式作分部 积分； 

| In 71 xdx = x ln n x — Jx d ( ln n x ) = x ln n x — n ln n_1 xdx , 

并继续下去，直到将对数函数 ln : r 的幂指数降为 0 . (n = 1 时即 § 3 . 1 . 6 的习题 1791 .) □ 
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解 2 作代换 t = ln:r ， 则 re = e f ， da: = dt ， 丁•是积分变换为 

I ln n xdx = t n e l dt. 

/ 、 V: 用 §3.5.1 的习题 2066 提供的公式，就可求积 如下： 

% % 

ln n xdx = t n e l dt 

% 

= e\t n - nt n ~ l + ••• + (-l) n n!) + C 
= x[\n n x - nln 71 - 1 a: + … + (-l) n n!] + C. □ 


习题 2104 求 


lnx 


(1 + X 2 ) 2" 


dx. 


解 1 作代换 a ： = tant ， 则有 d:c = sec 2 tdt ， 丁是 可求积如下 : 


lnx 


(l + x 2 ) 吾 


dx 




• sec 2 1 dt 

sec° t 


cos t In tan t dt 


I In tan t d(sin^) = sin t In tan ^ — J sin 亡 


sec 2 1 
tant 


dt 


sin t In taut 


dt 
cost 


sin t In tan t — In | tan t + sect\ + C 


xlnx 


y/\ + X 1 


ln(x + V1 + x 2 ) + C. □ 


解 2 先用三角代换 a ： = tant 求山 


dx 


3 


(1 + X 2 ) 2 

然后分部积分 如下： 

lnx 


sec 2 t 
sec 3 1 


cos tdt = sint C 


x 


vl + X 2 




3 


dx 


(1+x 2 )^ 


lnxd 


x 


xlnx 


dx 


V 1 + X 2 


y/\ + X 2 


Vl -f x 2 


xlnx 


vl -f X 2 


ln(x -f yl + x 2 ) + C •口 


习题 2110 求 I arcsin ( ^ Xm 


解 1 作代换 a ： = i 2 , 则可求积 如下 : 


arcsin 



dx 


arcsin 


2t 


+ t 2 


)d(t 2 ) 


t 2 arcsin ( ―— 


V 1 + t 


2 


)4 


2 


1 


• • 


八1一（2亡/(1 + 亡 2 )) 2 


2(1 + t 2 ) - 4t 2 
~ (1+t 2 ) 2 


dt 


t 2 


arcsin 


in (i 


2t 


t 2 


arcsin 


in (T 


+ t 2 
2t 


2 






dt 


t 2 


arcsin 


+ 1 
2t 


2 




t 2 


+ 亡 2 


dt 


+ 1 


2 


)— 2 sgn(l — t 2 )(t — axctan t) + C. 
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因为 t > 0, sgn(l - t 2 ) = sgn(l -t) = sgn(l - x), 所以得到 


arcsin i dx 

1 + X / 


=x arcsin 


in ( ) - 2sgn(l — x){y/x — arctan y/x) -f C. □ 


解 2 用分部积分法有 


arcsin 


1+aJ 


dx 


x arcsin 







xd arcsin 


2y/x 
L + x 


这里需要仔细计算下列导数: 


d 


da; 


arcsin 




1 


1 


y/x 


(1 + x) — 2y/x 



4x 


(1 +4 


2 


(1+X) 


2 


+ X 


X 


1-x = Sgn(l - x) 

(1 -h X) 2 y/X (1 + X)yfx ' 


从题意可知 x ^ o , 然而当 x 〉 i 时上述导数小于 o ① . ： P 是可继续计算 如下: 


arcsin 


给 ) dx 

1 + x / 


x arcsin 


2y/x 


+ 


^)-sgn(l-x)J- 


xdx 


+ X)y/X 


x arcsin 


2\/5 



x 


)- sgn(l -x)J — 


(1 -f x) dx 

+ X)y/X 


+ 


sgn(l - x) J 


dx 


(1 + X)y/X 


x arcsin 


f ) - 2 sgn(l — x)y/x 2 sgn(l — x) arctan y/x -f C 


x arcsin 


in ) - 2 sgn(l — x){y/x — arctan y/x) - f - C. □ 


3.5.5 双曲函数的求积（习题 2116-2125) 

对丁•双曲函数不是非常熟悉的读者可以先回顾前面的 §3.1.8, 其中包含了双曲函数 
的基本公式（3.8)-(3.13)，以及有关的基本积分题. 

由丁•双曲函数是通过指数函数来定义的，因此如果用其定义将问题化为指数函数 
的积分，则往往也是比较方便的一条途径.这时前几个小节中的方法经常有效. 

此外，当然还可以利用双曲函数与三角函数的相似性，将 §3.4 中的方法移植过来. 


习题2122求 


Vtanhxdx. 


解 

dx 


Q 

cosh x 




利用双曲函数的基本公式（见 §3.1.8 的(3.10)-(3.13))，令 tanhx = t 2 , W 
2 td «, 即 dz = 于是可求积 如下： 

1 — t 


V tanhx dx 



2 


2t 2 dt 
1-t 4 


In 


1-t 2 


\ + t 2 


dt 


+ t 


arctan 亡 + C 


2 


In 


1 + V tanhx 
1 — V tanh x 


— ar ct an ( V tanh x ) + C . □ 


①从第一册附录一的习题 323( b ) 中函数 y = arcsin 


2x 


+ x 2 


的图像可知这确实如此. 


§3.5 各种超越函数的积分法（习题 2066-2125 ) 
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解2将双曲正切函数用指数函数表出后可求积 如下: 


vtanhx dx 





e x - 
e x + e—^ 


dx 




Ve 2x - 1 


e 


2x 


1 


ve 4 


dx 




X 


e 


Ve^ 

2x 


dx 


X 



x -1 J 


dx 



d { e 2x ) 


2 J ^2x)2 _ 


+ 


d(e~ 2x ) 

2 J v/1- (e- 21 ) 2 


2 


ln(e 2x -1- y / e 4x — 1) + j arcsin(e~ 2x ) -f C . □ 


习题 2123(d) 求 


cosh rr dx 


3 sinh x — 4 cosh x ■ 


解 1 仿照 §3.4.4 的习题2042,从 


A(3 sinh x — 4 cosh x ) + B(3 cosh x — 4 sinhx) = cosh x 


确定山待定系数 A 


T 


B 


_3 

7 


然后即可求积 如下: 


cosh a; dx 


3 sinh x — 4 cosh x 


4 

y 

T x 


Jdx- 


t 


3 cosh x — 4 sinhx 
3 sinh x — 4 cosh x 


dx 


3 


y In |3 sinh x — 4 coshx| -f C . □ 


解 2 用双曲正弦和双曲余弦的定义，即可将积分转化为有理指数函数的积分 


cosh a; dx 


e x + e 


3 sinh x — 4 cosh a: 




X 


e 


X 


7e 一 


X 


dx 




e 2x + 1 
e 2x + 7 


dx. 


作代换 t = #，就可求积 如下: 


cosh re dx 


3 sinh x — 4 coshx 




t 2 + 1 


t ( t 2 + 7) 


dt 


-f( 

% 


7t 



6t 


7(t 2 + 7) 


dt 


■y- In t — ~y ln(t 2 + 7) + C = —+ ln(e 2x +7) + (7. 


□ 


关于分部积分法的补充 


这里根据美国数学月刊 ， 90卷 (1983) 210-211 页上的材料对分部积分法的公式 


J/(x) d ； 


J u ( x ) d ( v ( x )) = u ( x ) v ( x ) — J v ( x ) d ( u ( x )) 


(3.18) 


作一点补充. 


如公式 (3.18) 所示，在用分部积分法时，需要将被积函数 f ( x ) 分解为 u ( xW ( x ) 的 
乘积形式.一般而言，这里有两条 原则： 


(1) 容易从 v '{ x ) 求出 v { x ), 


(2) (3.18) 右边的 v(x)d(u(x)) 要比左边的 Ju(x)d(v(a:)) = J f ( x ) dx 容易求 • 


对于 f ( x ) 是不同种类函数的乘积的情况，有人总结出一条经验规则“对反代三指” 
(其英语的首字母缩略字为 LIATE)， 即是按照对数函数、反三角函数、代数函数（其特 
例就是幂函数)、三角函数和指数函数的顺序，对于被积函数中出现两种类型的函数 
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乘积的情况，应当将排序在前的留下来作为 u ( x ), 而将排序在后的与 do : 凑成为微分 
d ( v ( x )) = v f { x ) dx . 

在初次接触分部积分法的 §3.1.6 中，就有许多符合这条经验规则的例子，例如习 
题1791，1799, 1824, 1828, 1829等等，而在本节中则有更多的例子.例如一开始的习题 
2066和2067所提供的有用公式，它们的证明就完全是按照这条规则来做的，其中习题 
2066的被积函数是多项式 P ( x ) 与指数函数的乘积，而习题2067的被积函数是多 
项式 P { x ) 与正余弦函数 sin arc 和 cos ax 的乘积. 

对这条规则可解释如下.由丁•对数函数和反三角函数的导数是代数函数，而代数函 
数的原函数在多数情况是代数函数（见 §3.2 和§3.3)，特别其中的幂函数（除了 or 1 之 
外）是如此，因此将后者选为 v \ x ), 就可能使得 (3.18) 右边的积分的被积函数成为代数 
函数，它可能比原来的积分容易求.另一方面，三角函数（主要指正余弦多项式）和指数 
函数的原函数在多数情况仍然属丁•相同的类型，因此与代数函数相比更适合于被选为 
v r ( x ). 

考虑到如 ffdrr 这样简单的不定积分都积不出来，因此上述规则只能是一条经验 

规则，其中的各种函数一般都属于所说类型中的最简申情况，更谈不上它们的复合函数 
等情况了.也容易举出用这条规则反而会将简单问题复杂化的例子.仍然从经验山发, 
例如从本节的大量例子来看，我们可以说这条规则还是有用的，“有比没有好”！ 




§3.6 求函数积分的各种例子（习题 2126-2180) 
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§3.6 求函数积分的各种例子（习题 2126-2180 ) 

内容简介本节是不定积分一章的总结，其中的习题含有前面各节的各种类型，可 
作为复习用.此外，本节还有少量带有理论性质的计算题和证明题. 


3.6.1 有理函数与无理函数的求积（习题 2126-2138) 

本小节的习题是对 §3.2 和 §3.3 的复习和补充. 

如 §3.2 所说，有理函数是最重要的一类可积函数，其求积方法主要是通过部分分式 
的分解而展开求积（见命题3.2)，除此之外还有奥斯特罗格拉茨基的待定系数法.此外， 
也不排除对于特殊问题需要采用配对法或递推法等求积.下面只看一个例子. 


习题2127求 



解1若用标准的部分分式展开，则计算过程较长.下面采用奥斯特罗格拉茨基方 

法.按照 §3.2.2 的公式 （ O ’)， 即有 

x 2 _ ( Ax 3 -f Bx 2 H - Cx D V , Ex - f - F 

(1- x 2 ) 3 _ V (1- x 2 ) 2 广 1- x 2 ? 

由此计算得到 A = C =- F=^,B = D = E = 0 . 于是可求积 如下： 


、 A r = X 3 —丄 f dx 

.(1 — x 2 ) 3 8(1 — x 2 ) 2 8 J 1 — x 2 

X 3 + X lkll+X ，广 

= 8 ( 1-^)2 - T 6 ln | T ^ 

解 2( 概要）先将积分写成为 


□ 




然后可以用 §3.2.3 中习题1921的递推公式求积. □ 


注若用三角代换 a : = sint , 先将积分写成为 




dx 


sin 2 t dt 
cos 5 t 




• i 

% 


— cos 4 


cos 5 t 


d 亡 


sec 5 t dt 


-j 


sec 3 t dt 


然后可以用 §3.4.1 中习题 2012( b ) 的递推公式求积.这个代换的缺点是只适用于 | a ：| 彡 1. 


以下看无理函数的积分，这时的不定积分未必为初等函数.下面只举出主要的可积 
类型，其中的被积函数一般为 R ( x , R 为有理 函数. f ( x ) 为多项式或线性分式 

函数.这里的主要途径是有理化. 

有理化的可能性与开根的次数 n 和根号下的多项式次数有密切关系.可有理化的 
无理函数中最主要的有以下两类： （1) n 〉1, f ( x ) 为一次函数或线性分式函数，这时用 
代换 f ( x )= t n 即可有 理化； （2) n = 2, f { x ) 为二次三项式.这时除了欧拉代换是普遍 
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有效的方法之外，根据具体情况还有许多其他方法可用.在 §3.3.2 中对于被积函数为 
POc )/? /和 R ( x )/ y 的情况提供了许多方法，其中 P ( x ) 为多项式， R ( x ) 为有理函数. 

此外，微分二项式的三种可积情况也是常见的.判定属于可积情况的同时也就提供 
了可有理化的代换. 


习题2132求 



解1写为微分二项式的标准形式 a:+(l - 吾) _ +，可知属于第二类可积情况，且 

= t 2 即可有理化.这时有 


于是 可求积如下: 



x = (1 - 亡 2 ) 3 ， dx =-音 (1 - t 2 ) 3 tdt , 

dx=-|j ( 1 ~f )T 

= _音 I df = - 音 《 O = — \ — xy/x -f- C. 


□ 


解 2 用 y / idx =^ d ( xv ^) 即可凑微分求积如下 : 



4 

3 


Y 1 — Xy/x + C . 



习题 2135 求 


_ dx _ 

X\/l + x 3 + x 6 


解（概要）将积分改写为 

dx = 丄 f d ( x 3 ) 

' Xy/\ + X 3 + X 6 3 J x 3 y/l + a; 3 + (x 3 ) 2 ’ 

然后用代换 i = ： r 3 化为 §3.1.7 的习题 1856, 再用倒代换就可积出（还可参见 §3.1.3 的习 

题1682和 §3.1.7 的习题1858等) •口 


习题2138求 [ (1 + X)C % 

J X + \JX + x z 


解 1( 概要）对于这类被积函数来说，首先将分母有理化是一个较好的方法.（可 
参看 §3.3.3 关于欧拉代换的几个习题，其中都有不用欧拉代换而用分母有理化的解法 .) 
这样就有 


(1 -f x ) dx 


(1 + x )( y/x + x 2 — x ) 


x y/x + x 2 


X 


dx 



yfx^rx 



yjx + x 2 


x 


dx 


I ( 一 X — 1 + \ Jx -\- X 1 + 


+ 


X 


y/x + x 2 


dx , 


以下已无困难，从略. □ 



§3.6 求函数积分的各种例子（习题2126- 2180) 
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解 2( 概要）本题可以用第一种欧拉代换 v ^ T ^ = 纟-: c , 这时有 


X 


t 2 


2^+1 


, dx 


2 t(l + t ) 

(2 亡 +1) 2 


d 亡 ， x + 1 


(亡 + 1) 

2 t + l 


2 


T 是积分变换为 


(1 + x ) dx 


3 


x 4- y/x + x 2 


2 (^ + 1 ) 
(2 i + l ) 3 


dt 





3 


3 


4(2 t + l ) 


4(2 t + l ) 


2 



1 


4(2 t + l ) 


3 


d 亡 


以下计算从略 .口 


3.6.2 超越函数的求积（习题 2139-2165) 

本小节的习题是对 §3.4 和 §3.5 的复习和补充. 

在以下遇到需要分部积分的习题时， 一 般都是按照在 §3.5 最后的补充中的“对反代 
三指”的经验规则来进行的. 


习题2140求 


(2 a ; + 3) arccos (2 x — 3) dx . 


解 1 作代换 f == arccos (2 o : — 3)，则 2 x — 3 


如下: 


cost , dx = —sint dt , 于是可求积 


| ( 2 x -f 3) arccos (2 x — 3) dx = — + | f (cos t 6 ) sin id /： 

= —如（- 


Q 

cos ^ — 6 cost 


COS ^ t ~h 3 t cos t —— 



16 


-f cos 2 t ) dt — 


sin 2 亡 一 3 sin f + C 


cos t dt 




t 


cos 2 1 + 3 cost - 音)- (j cost + 3) sint + C 


= arccos (2 a ; — 3) ( a : 2 + 3 x 
解 2 先用分部积分法得到 


应） 一 （.2 a : + 21 


) \ J — -|- 3 x — 2 + C . 


□ 


( 2 x 4- 3) arccos (2 x — 3) dx = | arccos (2 x — 3) d ( x 2 + 3 x ) 


( x 2 H - 3 x ) arccos (2 x — 3) — | ( x 2 3 x ) d ( arccos (2 x — 3)) 




( x 2 + 3 x ) arccos (2 x — 3) 



x 2 + 3 x 


— x 2 + 3 x — 2 



dx . 


对最后一个积分可用 §3.3.2 中的各种方法求积.这里比较合适的是用命题 3.3 提供的待 
定系数法（参见该处的习题1943等).于是可设有 


x 2 -f 3 x 


y / —+ 3 x — 2 


dx = (Ax -f B ) y /— x 2 + 3 x — 2 + 入 


dx 


yj - x 1 + 3 x - 2 


然后两边求导，确定出 A 


2 




和人 


这样就可求积如下: 
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| (2x -I- 3) arccos(2x — 3) dx = (x 2 -h 3x) arccos(2x — 3) — (- x + g 


—x 2 + 3x — 2 


+ 


55 


(x 2 -f 3x) arccos(2x — 3) — ^ 


dx 

x 2 + 3x — 


1 , 21 
2 X + 1" 


) yj—x 2 + 3x - 2 -h 


55 

8 


dx 


T 


-( x - 




(x 2 + 3x 


55 

8 


)arccos(2x — 3) — ^ 


21 




w 

) yj — -f- 3x — 2 -f- C. 


□ 


习题 2142 求 


arcsin x 
~ Z 2 


1 + x 2 
/l — x 2 


dx 


解 1 作代换 t = arcsinx, 则有 o; = sint，drr = costdt, 丁 • 是可求积如下 : 


arcsm x 
~ 12 



x 2 


dx 




% 


sin 2 t 


.(1 +S in 2 ’) 叫盖 


+ tdt 


4rt 


t cot t + cot tdt = 4rt 2 — t cot t + In I sint\ -f C 


= 专 arcsin x ^ arcsin x — 2 
解 2 展幵为两个积分后分别处理.这样就有 


X 2 


+ In \x\ + C. □ 


arcsin x 
— 12 


1 + x 2 


x 2 


dx 




arcsin x dx 


Vi — x 2 


' arcsi 

vT 



• arcsin x dx 
• x 2 \J\ — X 2 ， 


右边的第一个积分可利用 


dx 


x 2 


d(arcsinx) 凑微分 得到. 对第二个积分作代换 


arcsinx , 就有 a: = sini, dx = costdt ， 干是有 


arcsin x dx 
x 2 y/l — x 2 




• tdt 
.sin 2 t 




1 1 d(cot t) 


t cott + cot t dt 


t cot t + In I sint| + C 


x 2 


arcsinrr + In |rr| + C. 


合并以上就得到本题的答案为 


arcsin x 
~ 12 


1 + x 


x 2 


dx 


arcsin 2 x —— ^ x ■■ arcsin x + In |rr| + C. □ 


习题 2143 求 


x ln(l + \/l + x 2 ) 


y/\ + x 2 


dx. 



§3.6 求函数积分的各种例子（习题2126- 2180) 


然后再计算上式右边的最后一个积分，其计算量较大，从略 .口 


解2利用 


xdx 


而 得到: 


+ X 2 




d(l + \/l + x 2 )， 则可以再利用 lnwdw = u\nu — u + C 


x ln(l + y/l + x 2 ) 


dx 




+ X 


J ln(1 


+ 



x 2 ) d(l -f \/l + x 2 ) 


ln(l + y/l + x 2 )(l + \/l -f x 2 ) — \/l + 工 2 + C. □ 


注将解 1 和解 2 比较，可见若有 


J f(x) dx = J u(x)v f (x) d 


I u(x) d(v(x)) = u(x)v{x) — I v{x) d(u(x ))， 


则同时也成立 


f(x) dx = u{x) d(v (: r) + c) = u(x)(y{x) -f c) — |(i;(x) -f- c) d(u(x)), 

其中的常数 C 可以根据需要选取.当然这种技巧在积分计算中是经常有用的，也不限于 
分部积分法，例如 §3.1.3 的习题 1675 就是如此. 


习题 2146 求 


dx 


(2 + sinx) 2 


解 i ( 概要）用^ 
§3.4.4 的习题 2063 .口 


解2 


$ - X ，将被积函数的分母变成 (2 + cost ) 2 , 然后即归结为 



t = tan 4 (£ §3.4.3 )， 积分变换为 


r _ dx _ 


J (2 + sinx) 2 

然后用奥斯特罗格拉茨基方法.根据等式 


1 + 亡 2 


(1+t + t 2 ) 




1 -ft 2 


(f 2 +t+l) 2 




(At+ B \ 
V t 2 +1 + 1 / 



Ct 4" D 
t 2 +1 + 




可确定出 A =^,B=f,C = 0,D = f. 


最后即可求积如下: 


dx 


(2 + sinx) 


3" 


t 2 + t + ] 


1 


dt 


0/0 CQSX , + 冬 arctan 
3(2 + sin x) 3\/3 


2 tan *2 — H 


+ c. □ 


习题 2147 求 f — sin4x - dx. 

.sin x + cos 5 x 

解 i 先将分子写为 

sin 4x = 2 sin 2x cos 2x = 4 sin x cos x(cos 2 x — sin 2 x) 

= 4 sin x cos 3 x — 4 sin 3 x cosx, 

然后将分子分母同除以 cos 8 x 后用代换 t = tanx 即可求积如下： 
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sin 4 x 


sin 8 x - I - cos 8 x 


dx 


4( t - 亡 3 )(l + t 2 ) 

1 + 亡 8 


dt (再作代换 u = t 2 ) 


2(1 — u 2 ) du 

^ 1 + U 4 "" 


2 


u 


2 


—1 1 du 


u 


2 



u 


2 


2 


dfu + 


1 


u 


2 


U + 


V 2 


In 


u -f 


1 


u 



V 2 


u + 


u 


u 


V 2 


+ c 


V2 


In 


v /2 tan 


tan 4 x — y /2 tan 2 : r + 1 


+ C . □ 


解 2 将分母转换为自变量为 2 rr 的三角 函数： 

sin 8 x + cos 8 x = ( sin 4 x + cos 4 x ) 2 — 2 sin 4 x cos 4 x 


[( sin 2 x + cos 2 x ) 2 — 2 sin 2 x cos 2 x ] 2 — 2 sin 4 x cos 4 x 


(1 一 f sin 2 2 x ) 


2 


8 


sin 4 2 x 


1 — sin 2 2 x + sin 4 2 x ， 

O 


于是可积分如下: 


sin 4 x 


sin 8 x + cos 8 x 


dx 


2 sin 2 x cos 2 x dx 
1 — sin 2 2 x - j - 4" sin 4 2 x 

o 

d ( sin 2 2 x ) 


2 


in 


sin 2 2 x + 4 - sin 4 2 x 

O 


d ( sin 2 2 x — 4) 
( sin 2 2 x — 4) 2 — 8 


75 


In 


sin 2 2 x — 4 — 2 y /2 
sin 2 2 x — 4 + 2 y /2 


+ a □ 


解 3 还可以将分母转换为自变量为 4: r 的三角 函数： 

sin 8 x + cos 8 x = l — sin 2 2 x + j sin 4 2 x 

o 

=1 - 去 (1 - COS Ax ) -f 士 


(1 — cos Ax ) 


2 


32 


( cos 2 4 rr + 14 cos 4 x -f 17)， 


于是可积分如下: 


sin 4 x 


sin 8 x + cos 8 x 


dx = 32 


sin 4 x dx 


8 


cos 2 4 x + 14 cos 4 x + 17 
d(cos 4 x -f 7) 

( cos 4 x + 7) 2 - 32 


V 2 


In 


cos 4 x + 7 + 4\/2 
cos 4 x + 7 — 4\/2 


+ C . □ 


3.6 求函数积分的各种例子（习题21!26- 2 180) 
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习题 2154 求 


arccos x 


dx. 


解作代换 x = cost 可积分如下 


x arccos x 


x 2 


dx 


t cos 3 t 
sint 


(—sin t) dt = — 11cos 3 tdt 


-H 


T 


cos t + -r cos 3t) dt 


T 


tsint 


12 


sin 3t + 




sint + -^2 sm 3 艺 J dt 


_ tsint __ sin3 t 


T 


cost 


cos 3t + C 


sinf ( - 4sin 3 t + 3sin 亡)-香 cost 


(4 cos 3 t — 3 cos t^j C 


—t sint -f sin 3 t cost 


cos 3 t + C 


— arccos x - y/l — x 2 • ^ -- 6x -^x — 1 _ q 


□ 


习题 2158 求 


1 — x 2 arcsinxdx. 


解 1 按照 y/V^x 1 的积分公式（见 §3 丄 6 的 (3.6)) 可分部积分如下 


1 — x 2 arcsin xdx = arcsin x d(+x\/l - a: 2 + 士 arcsin x 


=arcsin x 


(i 


1 — x 2 + 4 - arcsin x 


)- 1 ( 


x 2 + 


arcsin x^j d(arcsin x) 


arcsin x (+x\/1 — x 2 + + arcsin x^j - j ( 


X + 


arcsm x 


1 — x 2 


dx 


arcsin x 


x\J 1 — x 2 -f -i- arcsinx) - -^x 2 — -j- arcsin 2 x -\- C 


arcsin x (^^ X V 1 - j arcsinx) - 士 a: 2 + C. □ 

解 2 作代换 a ； = sint, 则可积分如下： 


1 — x 2 arcsin x dx 




t cos 2 t dt 


I t(l -f cos 2t) dt 


~rt^ 一 I —丁 t sin 2t -f- - Q - cos 2t + O 
4 4 o 


(arcsinx) 2 xy/l — x 2 arcsin x + +(1 — 2x 2 ) + C 

arcsin x ^x-\/l — x 2 -f -j- arcsin x) - jx 2 -h C. □ 


® 其中多次利用正弦和余弦函数的下列公式: 


sin 3 x = —4 sin 3 x + 3 sin x ， cos 3 x = 4 cos 3 x — 3 cosx 
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习题 2160 求 


x x (l + lnx) dx . 


提示回忆对数求导法（见 §2.1.2 的习题884及其注)，即有 ( x x Y = x x { x \ nx ) 


x x (l -h Inx ). □ 

习题 2163 求 


dx 


( e x+1 + l ) 2 - ( e 2 ^ 1 + l ) 2 . 


解作代换 f = #，则有 : c = lnt，drc 


_ dx _ 

( e x+1 -f l ) 2 - ( e x _i + I ) 2 

dx 


d ^, 于是可积分 如下: 

dx 


( e x+1 - e x - 1 )( e x+1 + e : - 1 + 2) 

d 亡 


4 sinh 1 1 - 2x 


e 2 x ( e— x + cosh 1) 4 sinh 1 J t 2 (tcoshl + l ) 


4 sinh 1 


1 ( — 


cosh 1 


1 



cosh 1 


dt 


t -f 


cosh 1 


4 sinh 1 
coth 1 


^ — cosh 1 • In 亡—— j - -h cosh 1 • In 


t + 


1 


cosh 1 


+ C 


x 


e 


4 sinh 1 



coth 1 
4 


ln ( e x cosh 1 + 1) + C . □ 


习题 2164 求 


Vtanh 2 rr + 1 dx. 


解 1 利用双曲函数的性质（见 §3.1.8 的 （3.10) 和 （3.12) 等）即可求积 如下: 


V tanh 2 x -f 1 dx 


tanh 2 x + 1 
V tanh 2 x + 1 


2 


dx 




9 

cosh x 


V tanh 2 x + 1 


dx 


2 


cosh a; dx 


V sinh 2 x + cosh 2 x 


d(tanhx) 

Vtanh 2 x + 1 


r d ( y /2 sinh x ) r a^annxj 
J \/l + 2 sinh 2 x J \J tanh 2 x -f 1 


d(tanhx) 


y /2 In \ y /2 sinh x -f Vl 2 sinh 2 x \ — In | tanhx + V tanh 2 x 
解 2 利用双曲函数的定义并作代换£ = 6 &求积 如下： 



+ C. □ 



tanh 2 x + 1 dx 



V2 


r \/ e 4x -1-1 d ( e 2x ) 


e 2 x ( e 2x + 1) 


e x -e 
e x + e . 

= V 2 

2 


2 



1 dx 



Ve ^ 



e 2x + l 


dx 


^ Ht + Vt 2 + 1) + 孕 ’ 

% 


Vt^ + i 

卟 + 1) 

dt 


dt 


vl 

2 



d 亡 


^+1)/ 


V 2 


2 ln(t+v ^ 2 + l) 2 


_ vi 


ty /^ 

d 




dt 


(t + l)0 2 + l 



2 


+ 



d 


t + 


r~i) 


#ln(t +V ^TT)-4ln |1 + ^ 2 


2 


t 


_ j __ 丄 f + 丄 
t + 1 2 广 4 

1 — t - j - - f ~ 1 

亡 + 1 



+ In 


+ C 




2 


In 


e 2x (e 2x + ve 4x + 1) 

l n 

1 - e 2x + y /2 y / e 4x + 1 

1 + Ve 4x + 1 

卞 111 

e 2x + l 


+ C. □ 
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习题2165求 



1 + sinx 
1 + cosx 


e x dx. 


解1可用分部积分法求积 如下: 



+ sinx 
+ cosx 


e x dx 



e x 


+ cos a; 


dx + 


smx 


+ cosx 


e x dx 


e x 


1 + COS X 

e x 

1 + cosx 


dx + 


sinx 


dx + 


1 + cosx 

sinx 
1 + cosx 


e 


-Krf 


sinx 


cosx 



e x dx 


e 


e 


+ cosx 


dx 


smx 


+ cosx 


e x + C. □ 


解 2 利用半角公式 


tan 


smx 


2 


1 + cos rr 


tan 


x 

2 



2 


2 X 
2 


1 


1 + COS X 


则就可求积 如下: 


1 + sinx 
1 + cosx 


e x dx 





tan 


x 

2 


+ tan 


2 


e x dx 



tan f * 


dx 


tan • q x -f- C. □ 


3.6.3 分段定义函数的求积（习题 2166-2175) 

本小节是在 R 间上分段定义的连续函数的求积问题. 

所谓分段定义函数的意 思是： 将函数的定义冈间分为有限或无限个子 R 间，然后在 
每个子冈间上分别给山函数的表达式.分段定义函数为连续的条件表明，该函数不仅在 
每个子区间内连续，而且在相邻子区间的分界点处也连续. 

根据今后在定积分中将会学到的定理，连续函数必定有原函数，于是这时的原函数 
当然是连续可微函数.因此 K 间上分段定义的连续函数的原函数也是如此. 

就计算方面来看，由于在区间上的原函数可以相差任意常数，因此只要分段求山原 
函数之后，适当调整各个子区间上的任意常数，就可以得到在整个定义区间上的一个连 
续可微的原函数，然后对它加以任意常数就得到了所要求的不定积分. 

习题2166求 |: r | dx . 

% 

解1绝对值函数 y = M 可认为是最简单的分段连续函数之一.在 x > 0时 y = x , 
而在 a : 彡0时2/ = — re , 因此在 x ^ 0时有 

\x\ dx = -^x 2 -f Ci, 


而在 x ^0 时则有 
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x \ dx 


-f- (^2- 


2 


为了求出 y = N 在（- oo ，+ oo ) 上的不定积分，只需要求出一个原函数后 
加以任意常数即可.另一方面，由于不定积分中含有任意常数，因此满足上述要求的 
Ci , C 2 的解不是唯一的. 

由丁•被积函数 y = N 是偶函数，因此它的原函数中有一个为奇函数（见命题 3.1). 
这样我们可以按照 F (0) = 0的条件来确定它.从 x > 0时所得到的表达式来看， ;、 V : 取 
G = 0;而从 rr < 0时所得到的表达式来看， 应当取 C 2 = 0. 这样就得到原函数 


2 


nx) 


，X > 0, 


2 


x 2 , a : < 0. 


再将此 F ( x ) 写为 4 rx \ xl 则本题的答案为 


| x | dx = -f C . □ 

解 2 对于绝对值函数 2 / = | x |, 可以利用卜| = sgnx • x 求积如下 


| x | dx 


sgn x • xdx 


sgnx 


dx = sgnx - -^ x 2 - f - C 


K"X X -|- C. □ 


2 


注解 2 表面上很简申，但在理论上存在缺陷.其中将 sgnx 从积分号下提山到积 
分号前，这似乎是不定积分性质 


| c /( x ) dx = c |/( x ) dx 


的应用.然而 sgnx 并非是常值函数，因此解2的这一步只对 x > 0和 rr < 0分别有效 


而对丁 • 


0是没有意义的. 


具体来说，这里有偶 然性. 由于 F { x ) = sgnx - j - x 2 分别在区间 a :<0 和 x 〉0 上 
是 M 的原函数，同时这个表达式恰巧又在点 x = 0 有定义，且连续，因此提供了正确的 
答案. 


习题2170求 


dx . 


解在 : r <0和: r 〉0时分别求积得到 

Fi(x) = e x -h Ci, x < 0, 

F 2 (^) = _ e x -|- C/2-) 〉 0. 

与习题 2166 类似，不妨按照在点 x = 0 处等于0的延拓要求选取常数 C U C 2 , 于是得到 
C , = -1, c 2 = 1. 由此可得到原函数（为奇函数）为： 

f e x — 1, x < 0, 

I - e~ x + 1， x ^ O . 
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于是本题的答案为 

[ e ~ l x l dx = — sgnx - ( e _ 卜 I — 1) + C . □ 


习题 2171 求 max { l , a : 2 } dx . 


解 1 将: r 2 与 1 比较，可见本题的被积函数可以在三个区间（- oo ，- l ), [-1,1] 

(1， + oo ) 上分别定义为 x 2 , 1和 z 2 . 于是可分别积分得到 : r + C 2 和 + C 3 . 
其中三个常数 C U C 2 ， C 3 应当选择使得函数 

-{- Ci , x < — 1, 

X + Q2 ，— 1 彡 x < l , 

+ C3 ，x > \ 

在子冈 间的两个分界点士 1 处连续. 

由于不定积分中含有一个任意常数，因此满足上述要求的三个常数 c u c 2 ,c 3 的解 
不是唯一的.由于被积函数为偶函数，与习题2166, 2170类似，不妨从条件 F (0) = 0开 
始.由此可见;、 V :取 C 2 = 0. 然后从 F(-l — 0) = F (- l ) = -1 可以确定 G ■.最 

后从 F (1 + 0) = F ( l ) = 1可以确定 C 3 = |. 加上任意常数 C 后，本题的答 案为： 

( 士 工3 — | + C 7， X < -1， 

x - fC , - □ 

jx 3 + I + C，x > 1. 

解 2 以下方法中存在陷阱，它表明在使用习题2166的解2中的方法时必须小心 . 
写山以下恒等式（参看第一册习题749的解 2): 

max { l , x 2 } = y(l + x 2 ) + y|l - x 2 \, 


丁•是就有 


max { l , x 2 } dx 



2 


(1 +x 2 ) + 


1- x 2 


dx 


x 


3 


2( X + 3 


)-f y sgn(l - x 2 ) (1 - x 2 )dx 


2 

^ ■(工 + "%~) + + s S n (l - x 2 )(x — 


x 


3 


3 


) + C . 


但这显然是错误的，因为上述第二项在 x = 士1 处均不连续.上式左边是原函数全体，而 
右边是在土 1处均不连续的一个函数与任意常数之和，等式不能成立. 

问题在于运算过程中的等式 


Jsgn(l — x 2 ) - (1 — x 2 ) dx = sgn(l — x 2 ) (1 — x 2 ) dx 

不能成立.再回顾习题2166的解2中的类似等式，可见它在那里成立是有偶然性的，因 
为在那里不连续点是: c = 0, 将 sgnx 与积分 Jxdx 相乘（且在 x = 0 延拓）之后恰好使 

得最后得到的函数连续. 
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按照解1的类似方法可以计算得到 


3 4 


| sgn(l — x 2 ) - (1 - x 2 ) dx 


~x H- - — g- -h C, X < —1 




1 ^ X ^ 1 


x H — -f- 


音 + (7， x 〉1， 


然后与前面的结果合并，就可以得到与解1相同的答案.但这样一来本解法就没有什么 
优点了 .口 

习题2172求 ㈤ 如，其中 咖 为数 x 到最近整数的距离①. 

解1由于 < p ( x ) 是周期等于1的周期函数，因此先讨论 区间 tO , 1] 上的情况. 


在[0, 1] 上有 


P ㈤ 




工， 0 ^ x ^ " 2 " j 
1 一 X ， -pr < X 1, 


因此可直接求山在丨0, lj 上的原函数，记为 


[ -yX 2 -f Co, 0 彡 X 彡可， 

MX ) ={ t 2 \ , 

【 — 2 ~ + x - + Co , ~2 < x ^ 1, 

其中- j 来自于 F 0 ( x ) 在点 x = j - 的连续性， Co 可取任意常数.设要求 F (0) = 0,则 
取常数 Co = 0. 以下根据这个要求来求出定义于 (- oo , + oo ) 上的一个原函数. 

利用 ^( x ) 是周期为1的周期函数，对每一个整数 n ， 在 R 间 [ n , n + l ] 上用代换 
t = x - n , 就可以求山在该区间上的原函数，记为 


F n { x ) 


(x — n) 


-^-(x — n ) 2 4 - C n , n 彡 x 彡 n + 了， 

+ (re - n ) - j + C n , n + 士 < x ^ n - f - 1 


其中 C n 为待定常数. 

根据连续性要求，对每一个整数 n 应当满足条件 

F n (n + 1) = F n +i(^ + 1), 

利用上述表达式即可得到 \^ C n = C n+1 . 由于已取定了 C 0 
确定山 C n = 


0,因此就可以归纳地 


这样就得到了满足条件 F (0) = 0的原函数 F ( x ): 


作) 


(x- [x ]) 2 + 


[X] 


， [x] < X ^ [x] + 




(X - [X]) 


(x - [ x ]) - -T -\- 


N 


4 ' 4 


， [x] + + < x 彡 ㈤ + 1 ， 


①函数 W 0 r ) 的儿何表示见第一册附录一中的习题 362( e ) 的图像.只是在那里用记号 （ a :) 表示本题的 
c ^( x ), 而在本题的求解与答案中我们用 Or ) 表示实数: r 的小数部分，即有 ( x )= x - [ x ]. 
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而不定积分为 F ( x ) + C . 口 


解2按照第三章一开始证明的命题3.1，.本题的被积函数是周期为1的周期函数 
^( x ), 因此它的原函数由周期为1的周期函数与线性函数之和组成.以下只要分别求出 
它们再相加即可. 

在周期长度的 R 间[0, 1] 上，直接积分就得到满足 F (0) = 0的原函数的表达式为 


F ㈤ 


务 X 2 ，0彡 x 彡 2 


x 


2 




2 


< x ^ 1 


从命题 3.1 可知，利用 T = 1和 F ( l )- F (0) = +,就可确定出上述线性项为 女 x . 它对 
于每一个原函数都是相同的. 

从 FOr ) 在 [0,1] 上的表达式减去线性项，然后再按照周期1作周期延拓，得到 
在 (- oo ,+ oo ) 上的周期为1的周期函数.从具体操作来说，只要将 [0,1) 上的: c 换为 
x - [ x ] = ( x ) 即可.这样就得到原函数的周期项，记为 T ( x ): 


T ( x ) 


2 


⑷ 2 - 去⑷， 0 ^{ x ) ^ 


2， 


⑷ 2 + |( x ) — 士， ★ < ㈤ < 1. 


2 


T 是本题的答案就是 


JV(rr) d ； 


T *( x ) + 女 x + C7 . □ 


注本题的答案还可以如下写成更紧凑的形式. 

用 Or ) _ +来写出 F ( x ), 则在0 < ( a：K +时有 

1^1 1 


F ( x ) 


2 


㈤ 


T 


㈤ + 


T 


X 


[(4 — 备 l 2 + i [㈤ 一士 ]+ 4 


2 lv y 2 


4 


而在+ < Or ) < 1时则有 




X 


2 


K x ) - \\ 2 + 


[( x ) — + 


X 

T . 


合并以上，就可以将答案改写成在 (- OO , +0 C ) 上的统一表示为 


| ( f ( x ) dx 


2 


I ⑷一 


2 


• [⑷ _ y 1 + -J [( x ) 一 "5"] + "f" + C 


3.6.4 杂题（习题 2176-2180.1) 


这里是一些带有理论性的或特殊类型的计算题. 


108 


第三章不定积分 


习题2176求 


| xf n { x ) da :. 


解用分部积分法就有 


x /’’(X) dx = d (/’( x )) = xf f ( x ) — I f \ x)dx 


xf \ x ) - f { x ) + C •口 


习题 2179( b ) 设尸 ( lna :)= j L ° < ^ ^ ^ 

I X, 1 < X < +oo, 


且/⑼ = 0,求 f ( x ). 


解 设《 = lnx , 利用对数函数的严格单调性即可求山导函数的表达式为 

1， — oo < t < 0, 

0 <t < + oo , 

然后将〖改记为: r , 问题就是从分段定义的导函数求其原函数. 

在两个子区间上分段求积，可见函数 f ( x ) 的分段表达式为 



/ ⑷ = J/’ ㈤ dx 


x + Ci , 
e x + C2 , 


— 00 < rc 彡 0 , 
0 < x < + oo , 


其中 c u c 2 待定. 根据条件 /(O) = 0 可见 G = 0, 又根据连续性 /(+0) = /(0) 可见 
c 2 = -1，于是得到分段定义的函数 


f ( x ) = 



— 00 < x 彡 0 , 

0 < X < +00. 


□ 


习题2180 (反函数的求积公式）设 f ( x ) 为严格单调的连续函数， r \ x ) 为其反 


函数.证 明：若 


则 


研究例子 


f ( x ) dx = F ( x ) -f C , 


/ 一 i ( x ) dx = xf 


-1 


^x)-F{r\x))^C. 


(3.19) 


( a ) f ( x ) = x n (x > 0); 


( b )/( x ) 


e 


( c ) f ( x ) = axcsinx ; 


( d ) f ( x ) = arctanh x 


解本题表明，反函数的求积运算可以通过公式 (3.19) 来实现，其中只分别用到乘 
法、减法和函数的复合运算. 

对该公式左边用分部积分法，或对公式右边直接求导，都容易证明所要的等式.但 
用求导方法时要假设函数 f ( x ) 还是分段可导函数，即其定义区间可分为有限或无限个 
子区间，使得/在每个子 区间 的内部都是可导的.由于/同时又严格单调连续，因此其 
反函数/一 1 也是分段可导函数. 
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根据 §3.6.3 开始时的分析，我们只需要对子区间内部证明 (3.19) 成立，也就保证它 
在子区间的分界点上成立. 

用分部积分法，则有 

f ~ 1 ( x ) dx = x / -1 ( x ) — xd [ f ~ l ( x )]. 

作代换 f 则有 ^^/(/^( x )) =/⑷，于是上式右边的积分就是 [/( t ) dt , 这 

样就得到 

f ~ l { x ) dx = xf ~ 1 ( x ) — I f ( t ) dt 

= xr\x)-F(t) + C 

= 工厂 1 ㈤ 一 F (/— 丄 ㈤ ） + C . 


以下的 4 个例子用于说明公式的用法.由于其中的反函数的不定积分都是熟知的, 
因此实际上只是对于公式 （3.19) 的正确性起到了验证的作用. 

( a ) 这时 f ( x ) = : r n (:r > 0), 反函数 / _1 (: r ) = (x > 0) •取 F ( x ) = 

(x > 0), 则就有 

^/xdx = x^/x- n -]_-j--[v / x ] n+1 = -^J x \/x + C. 

V 

这显然是正确的. 


( b ) 这时 f { x ) = e x , 反函数 f - 1 ( x ) = \ nx ( x >0). ^ F ( x ) = e x , 则就有 

lnxdx = xlnx — e lnx + C = x\nx — x + C . 

这与 §3.1.6 的习题 1791 中用分部积分法求得的答案相同. 

( c ) 这时 f ( x ) = arcsinx , — 1 < x < 1,反函数 / _1 ( x ) = sinx , -y < x 〈号 


从 


arcsin xdx = x arcsin x 


xdx 


VI — x 2 


x arcsin x 


+ \/l — X 2 + C , 


可取 F ( x ) = x arcsin x + \/l — 工 2 , —1 < x < 1, 这样就得到 


sin xdx = xf ^ l { x ) - [/ -1 ( x ) - arcsin (/"' 1 ( x )) -f y/l - ( f ~~ 1 { x )) 2 ] + C 


=x smx — sinx 


- x — y/l 


si 


in 2 x + C 


cos x + C . 


可见用反函数求积公式所得到结果与直接计算相同. 


( d ) 这时 f ( x ) = arctanhx , — 1 < x < 1. 其反函数为 / _1 ( x ) = tanhx , -oo < x < 
+ oo . 按照 §3.1.8 关于反双曲函数的反函数公式（3.11)，有表达式 


axctanh x 


2 


In 



+ x 


X 


) ， x € (-1，1)， 


于是可求积如下: 
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arctanh x dx 




2 


In 


+ x 


X 


dx 


2 


I ln(l -h x) dx 


2 


卜 -x)dx 


2 


[(1 + x) ln(l + x) + (1 _ x) ln(l - x)] -f- C 


2 


xln 



x 


工 乂 + y ln(l — a; 2 ) + C. 


以下取 


F(x) 


2 

然后按照反函数的积分公式得到 


xln 彳 



X 


X 


) + y l n (! ~ °° 2 ) 


tanhxdx = xf~ l (x) — | 


2 


㈤ ln ( T = 


+ /— 1 ⑷ 


x tanh x — tanh x - In 

2 


/ 一 H 工 ) 

1 + tanh rr 


+ 


ln[l - (/-W]} 


ln(l — tanh 2 x). 


tanhx 


2 


利用双曲正切函数的恒等式 1 - tanh 2 a : 


得到如下等式: 


cosh 2 


x 


(见 §3.1.8 的 (3.10)), 就容易计算 


2 ln (l-Snhx) = ln ( sinh “ ⑺―) 
\r ln(l — tanh 2 x) = — ln coshx. 


3：， 


合并以上结果就得到 

% 

tanh x dx = ln cosh x + (7, 

而这与直接计算左边的积分所得到的结果完全相同 .口 



第四章定积分 


内容简介 本章是一元积分学的核心，其中§4.1-§4.3为定积分的基本理论， §4.4 
为广义积分， §4.5 - §4.10 为定积分在几何与物理方面的应用， §4.11 为定积分的近似计算. 


§4.1 定积分是积分和的极限（习题 2181-2205) 

内容简介 本节的习题可分为以下 部分： 关于积分和（即黎曼和）及其极限的计算 
题、有关积分的一些理论题和关于函数可积性判定等习题. 


4.1.1 黎曼和及其极限 (习题 2181-2192) 


定积分是通过黎曼和的极限来定义的.设 /( rr ) 在 [ a ? b ] 上有定义，若对任意分 
划 P : a =邱< xi < ••- < x n = 6,以及与分划相容的任意介点集& € 
i = 1，2,…， n , 当分划的细度 || P || = max △: ri 4 0时，黎曼和收敛于某个数/，则称 


f ( x ) V [ a , 6] 上可积，并将这个极限值定义为 /( x ) 在 [ a ,6] 上的定积分，记为 







在/于区间 [ a ,6] 上可积的前提下，只要取细度趋于0的一列特殊分划，同时取定 
与分划相容的介点，这样得到的一列黎曼和&就收敛于定积分下面从最简 
笮的黎曼和计算开始. ° 


习题2181 把区间 [一 1，4]分为 n 个相等的子区间，并 
取这些子区间中点的坐标作为介点& = l ，2，.。, n ) 的 

值.求函数 f ( x ) = l + x 在此区 间上的黎曼 和义. 


解 子区间长度为 △: c 


n 


，第 i 个子区间为 [一 1 + 


|-( z - l),-l + 取介点&为子区间的中点，即 


— 1 + 咅(卜 



1 ，." ，n 


则即可求出由此分划和介点确定的黎曼和 




从附图可见，由于每个子 区间对 应的直角梯形面积恰好等于 Ax 与 f ⑸的乘积 

(在附图中标出了一个直角梯形及其中线)，因此所得到的黎曼和已经是附图中涂以灰色 

的等腰直角三角形的面积，也就是定积分 f 4 ( l + rr ) dx .口 

J-l 
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习题2185 按照定积分的定义计算 


r 2 


x 2 dx . 


3 


解 将区间[- l ，2 j 作 n 等分，则子区间长取介点 S 为子区间卜 


^ i ] 


的右端点，即& 


1 + 


3 z 

n 


2 = 1,2,--. , n , 则就得到黎曼和 


Sn = ±^ X =^t(l-±i + ^)=S-^±i + ^±^ 


o 9( n + l ) . 9 (n + l )(2 n + l ) 

o - r tt - - 


n 


2 


n 


2 


其中利用了前 n 个正整数之和及其平方之和的公式，即《习题集》的习题1和2 


对以上黎曼和取极限，可见有 


「2 


x 2 dx = lim S n = 3 — 9 + 9 = 3. □ 

n—>oo 


JL 


习题 2187 按照定积分的定义计算 f 2 sinxdx . 

Jo 

解 将区间 [0, 导]作 n 等分，子区间长 An : =1. 取介点为子区间 [ ( '-^- )71 


的右端点，即^ 


m 
2 n ^ 


2 n 

2 = 1,2,--. 则就得到黎曼和 


n 


n 


S n = ^ sin ^ Ax = Ax ^ sin ( iAx ) = ―- ^ sin ( zAx ) sin 

« • ^ ■ ■ — • n 


Ax 


in 

2 n 


] 


Ax 


n 


2 sin 


Ax 

~T 


cos (<- D / ia ;- 


cos i 


i + i) Ax ] 


Ax 


2 sin 


Ax 


cos (+ Ax ) - 


cos n -f 


H . 


(参见 §2.1.4 的习题 1024( b ) 中对和式 sinx + sin 2 x + • • • + sin nx 的计算 •) 


在上述黎曼和中代入 Arc = 令 n -> oo , 即有 


n_ 

T 
o 


sin xdx = lim S n = cos 0 — cos 寻 

n-^oo △ 


□ 


习题 2189 按照定积分的定义计算 



dx 


x 


2 


(0 < a < b ). 


解 1 将区间 [ a , b ] 作非等距分划，使得其分点的横坐标成为等比数列，即有 


P = { a ， ag，ag 


2 


• • • 


，叫 n }， 


其中 af = 6,公比 g = 又取介点&为子区间 [ aq ^. aq 1 ] 的右端点，即心 


则黎曼和为: 


71 


n 


S n 


Ax * = ^2, a ~ 2 q ~ 2 l { aq l - aq l ~ l ) 








aq 


« 

Q 



aq 


§4.1 定积分是积分和的极限（习题 2181-2205) H3 

将9 = yi 代入，令 n 4 oo , 就得到 

u GL 

\ b Urn = = □ 

J a x z n—^oc a \ b J a b 

解 2 按照《习题集》的提示，对 于分划 a = a：o < x \ < • • • < x n = 6, Axi = 
Xi - Xi-i, i = 1 ，…， n , 在 [xi^i.Xi] 中取介点& = y/Xi-iXi, i = 1 ，…， n . 这样就有 

S -V J-Ax - Y " X i ~ X i-l (_1 _ L ) = l _ 丄 

^-2^ c2 ^ - 2^ Xi ^ lXi - 2^\Xi) a 6 • 

1=1 1 i=l i=l 

这表明对这样的分划和介点来说，黎曼和为常值，因此若以 n 为参数的分划当 n->oo 
时的细度趋于0 (最简单的就是区间 [ M ] 的等距分划)，也就有 \ b ^T = ^- T ' ° 

Ja ^ a ° 

注习题2189的两种方法对一般的幂函数的求积都有效，参见《习题集》的习题 
2190 ( 求 j b a x m dx (0 < a < b,m ^ —1)) 和习题2191 ( 求 J ^ x -1 dx (0 < a < b )). 

解 1 使用分点成为几何数列的分划，介点取为子区间的右端点（或左端点 )， 从而使 
得黎曼和的计算比较容易.解2则采取特殊选择的介点，而分划可以是任意的.在本小 
节最后还会指出它的进一步的意义. 

习题2192 (泊松积分）计算 

1 C 

ln(l — 2 a cos x -}- a 2 ) dx , 

. o 

考虑两种情形：⑷ | a | < 1; ( b ) | a | > 1. 

解将区间 [0 , tc ] 作 n 等分，并取介点心为 [ x k - ux k ] 的右端点，即有 Ax =普， 

I V 

k = 1， •…， n ， 于是黎曼和为 

n n 

S n = ln(l — 2 acos^fc - fa 2 ) Ax = 吾 • In ( (1 - 2 a cos - -f o ； 2 ) J . (4.1) 

k=l k=l 

这里需要了解表达式 1 - 2 a cos x + a 2 的几何意义.将它写为 

I — 2 a cos x + a 2 = (a — cos x ) 2 + (sin x ) 2 

• • _ 

=[a — ( cos x i sin x )] - [a — ( cos x — isinx )] = (a — e lx ) - (a — e 一 1X ), 

即在复平面中的实数轴上的点 ( a ,0) 到单位圆上点 e i：E = cosx + isinx 的距离平方，它 
又可表示为一对共轭复数的乘积.由于 | a | 一 1，这个乘积总是大于0 的. 

利用方程 a 2n - 1 = 0的 2 n 个根是单位圆上从 a = 1开始的 2 n 个等分点对应的 

土 ifcn 

复数，去掉其中的士1两个根之后，就是 e ^~ = = 1 ，…， n — 1. 它们是与介 

点6,… ,^ n - i 对应的 n - 1对共轭复数.= 7 C 则对应于单位圆上的点 -1. 

于是可以利用下列因式分解 

TI—1 

a 2n — 1 = ( a 2 - 1) • - e 心 )(a - e - 心)， 

将 （4.1) 式中的乘积表示为 
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n 


n(i — 2 acos ~h a 2 ) 

k=l 


n — 1 


n (- e^ k )(a — e - 心)卜 (a + l) 2 


h 


a 


2n 


(a - l )( a - (-1)) 


(a+l ) 2 = (a 2 --l).(-^f) 


将此式代入 （4.1)， 并令 n — oo , 就得到 


nc 


0 


ln(l - 2 acos x + a 2 ) dx = n lim ^ ( ln | a 2n _i| + ln 


a + 


a 


n lim 


In | a 2n — 1 


n — 


71 


由此可得到：⑷ | a | < 1 时，积分为 0; ( b ) | a | 〉 1 时，积分为 27 dn | a |. □ 


注利用 



ln(l — 2 a cos x + a 2 ) dx = 27 cln | a | -h 



o 

1 - cos x + 

a 



即可看山，在 | a | < 1 和 | a | > 1 的两个结果中，只要知道一个，就可以推出另一个. 


小结如前所说，用黎曼和来计算定积分时，只要选取一列特殊的分划和介点即可, 
但如何求其极限则往往相当困难.除了特别简单的一些习题（例如习题 2181) 之外，都 
需要针对具体的被积函数和积分区间采取特殊的方法. 

值得注意的是习题2189的解2,其中对任意分划釆取巧妙选择的介点就解决了问 
题.下面讨论这种方法是否能够推广到一般的定积分计算. 

设/( ㈡ 在 [ a , 6] 上可积，且有原函数 F ( x ), 于是在区间上处处成立 F f ( x ) = f { x ). 

回顾习题2189的解2,可见它相当于在取定分划 a = : r 0 < < • • • < x n = 6之后, 

在每个子区间内选取的介点&满足等式 


/⑸（工 i 一 x i - l ) = F i x i ) - 


根据拉格朗 H 微分中值定理，在子区间中这样的介点&是一定存在的. 

然而这是在已知原函数的前提下才能得到的结论.在习题2189中的被积函数是 
- V . 因此可取原函数 F ( x ) = 这样上述等式就变成为 

_j _ L 

F(xi) - F(xi-i) _ Xi^i _ 1 _ 1 

一 1 一 ^ 

从而得到纟 i = y/Xi-lXi ， 

对于知道 f ( x ) 有原函数 F ( x ) 的一般情况，这时就有 

n 71 

= 分 ㈤ - Fix ^)} = F ( b ) - F ( a ), 

t=l t=l 

于是若用细度趋于 o 的一列分划，并取极限，这样就推导出 

j 6 f ( x ) dx = F { b ) - F ( a ). 

这就是定积分计算的主要工具——牛顿-莱布尼茨公式，也称为微积分学基本定理. 


§4.1 定积分是积分和的极限（习题2181- 2205) 
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由此可见，在能够求出被积函数/的原函数的前提下，只需要用上述公式即可计算 
山定积分.一般来说，利用习题2189的解2中的方法是不必要的，也是不切实际的，因 
为拉格朗 H 微分中值定理并不能提供中值的计算方法（参见 §2.6.2 中的有关习题). 


4.1.2 若干证明题（习题 2193.1— 2193.4, 2198-2199, 2204) 

这里都是与定积分有关的理论证明题，习题2205则放到最后一个小节中解决.这 
方面的习题很多，例如可参看 [341 的第十章和第十一章的练习题和参考题. 


习题 2193.1 (布利斯-杜阿梅尔定理） 设函数/ ㈤ 及在 [ a ,6] 上连续，证明 


max 盟扣。写，⑹咖) 


rb 


/( x ) • ip ( x ) dx 


4^4 ■中 Xi— 1 ^ ^ X{— \ ^ ^ Xi {% = 1 ， . . • ， 71) ， ^Xi = X{ — X{— i (^0 ~ ^7 • 


解 由于等式左边的和式中出现了两组介点，因此它不是黎曼和. 

利用 /(X) • cp ( x ) 在区间 [a, 6] 上可积，可将上述和式与 f ( x ). ^ p ( x ) 的黎曼和作比较. 
如果 a 分划的细度趋于 0 时，两个和式之差的极限为 0, 则就得到了所要的结论. 

记 M 是|/|在区间 [ a , 6] 上的上界，又记叫是 p 在 分划尸 确定的子 R 间 [ xi - i , Xi ] 
上的振幅， i = l ， …， n , 则就有 

n n n 

I ^2 - ^ ^ l / te)l - -你 )1 △工 i 

t=l i=l i=l 

n 

彡 My ^ ujjAxj . 

i=l 

由 ： P 在 [ a , 6] 上可积，令 || P || = max | Axi | 0 即知上述极限为 0 .口 

注本题中的两个函数/，^在 [ a ,6] 上连续的条件可减弱为可积，而在证明两个和 
式之差趋于 0 时，对于/只用到其有界性. 


习题 2193.2 设函数 /(: r ) 在[0, 1] 上有界且单调， 证明： 

渺-屯 (去 )0 (—). 


解根据大 O 记号的定义，应当证明上式左边是一个有界量与+的乘积. 
不妨设/在[0, 1] 上笮调递增，这时即可对上式左边的表达式估计如下： 


>)加-技/ ©卜 t | L |/ ⑷-/(|)卜 

U fc=l k=l J 71 



= ±[f(l)-f(0)]. □ 
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注在有界闭区间上的单调函数必定有界，因此题设中的有界性条件是多余的. 


习题 2193.3 (阿达马不等式）设 f ( x ) 在闭 区间 [ a ,6] 上为凹函数，证明 


(6- a ) ’⑷ =/⑻ ^ 6 f ( x)dx ^ ( b - a ) f (^ 


a + 6 


)• 


(关于凹凸函数的定义和基本知识见§2.8,特别是 §2.8.2 的习题 1312.) 

解分别证明题中的左边和右边的两个不等式. 

利用凹函数定义中的不等式，即 

/ {^cl + (1 — 入 )6) > Xf ( a ) + (1 — A *)/(6), 0 ^ ^ 1 , 

在定积分 I * 6 f { x)dx 中作代换 x = Xa-\-(l - X ) b , 当 a ; 从 a 递增到6时，人从1递减到0 



且有 dx = (a - b ) dX , 就可以如下得到左边的不 等式： 

f ( x ) dx = (b — a ) /(Xa + (1 — X ) b ) dX 
.a JO 

彡 （6 - a) (V / ⑷ + (1 - 入 )/(6)] dX= (6-a)^ 

Jo 

又利用凹函数的支撑线定理（参见 §2.8.3 的命题 2.3), 存在经过点 ( 
的支撑线，设其斜率为 A :, 则在 [ a , 6] 上就成立不等式 




+ 6 


4 


a + 6 


)) 


/⑷彡 / ( 


a + b 


) + /c 


±6 

2 


). 


将这个不等式的两边对 X Wa 到6积分，并注意到右边第二项在 [ a , 6] 上的积分等丁 • 0 
就得到所要的右边的不 等式： 



f ( x ) dx ^ (6- a )/( 


a + 6 


)• 


□ 


注 1 如附图所示，阿达马不等式在几何上有 
非常直观的几何意义，即是由 f ( x ) (a ^ x ^ b ) 

确定的曲边梯形被夹在两个直角梯形之间，它 
们分别由联结 ( a ，/ ⑷）和 ( b , f ( b )) 的直线和在点 
(^-，/(^^))的支撑线 生成. 于是它们的面 
积之间也成立相应的不等式，即阿达马不等式. 

这里附带说一下若不利用支撑线及其命题2.3， 

则可以如下证明右边的不 等式. 习题 2 1 93 . 3 的附图 

利用不仅是点 a 和6的中点，也是 a + -幻和 6 — — a ) 的中点，这对 

每一个 ?I €丨0, 1] 都是如此.于是对于凹函数/成立不等式 

y[/(a 4- X(b — a )) + f{b — X(b — a ))] ^ /( a 言办 )， 

然后将不等式两边对 入从0 积分到1，并对左边的两个积分分别作代换 x = a ^ X ( b - a ) 
和 : r = 6 _ M 办一 a )， 即可得到右边的不等式. 



§4.1 定积分是积分和的极限（习题2181- 2205) 
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注2本题不仅是凹函数的基本不等式之一，而且还可以证明，若在区间 J 上定义 
的函数/对 K 间中任何两点都成立阿达马不等式中的右边的不等式（或左边的不等式)， 
则/是区间/上的凹函数.换言之，阿达马不等式中的每一个都是函数为凹函数的充分 
必要条件（见 [34] 第十一章第二组参考题 7). 此外，若将/换为 - /,不等式反向，则就 
得到凸函数的阿达马不等式. 

注3由习题 2193.3 的附图可以推知，有界闭区间上的凹函数（和凸函数）必定有 
界，因此原题中的有界性条件是多余的. 


习题 2193.4 设 f ( x ) G C ⑺ [ l ，+ oo )， 且当 a : G [ l ，+ oo ) 时 f ( x ) ^ 0，/’( x ) 彡 


0 , /"( rr ) 彡 0. 证明：当 n — > oo 时 


2 


/⑻ 



f ( x ) dx + 0(1). 


解从题设条件可知，函数 y = f ( x ) 的图像在 Ox 轴的上方，单调递增，为凹函数. 
如附图所示，积分 f f ( x ) dx 代表了曲线 2 / = f ( x ) 下方的曲边梯形的面积, 

它可以分解为 n - I 1 个宽度为1的曲边梯形.利用/单调递增，就有不等式 

f ( k ) ^ f ( x)dx ^ f(k + 1). 

Jfc 

然而这对于本题还是不够的.为了得到所要求的佔计，还要利用/为凹函数的条件.为 
此要对每一个宽度为1的曲边梯形使用上一个习题中的阿达马不等式. 

Q 1 2 k fc 丰 1 n — 1 n X 


习题 2193.4 的附图 


这样就对 A : = 1，… ， n - l 有 


/( fc ) + /( A : + l ) 

2 

将这 n - 1个不等式相加，就得到 




「fc + l 


f ( x)dx ^ - i -) 


2 


/( l ) + /(2) + …+ /(n - 1) + -^ f ( n ) ^ I f ( x ) dx 



</( 吾) + / (普) + … + /(^^) 


w ^ 

/( x)dx + |/( n )^^/( fc )- i -/( l ), 


2 


这样一方面有 
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另一方面再次利用/的凹性和递增性，可得到 

/ ( x ) dx -H 去 /( n ) < (吾)+ 去[/(4) + /( 吾)]+ … 



2 


2 


2 


+ y[/(^V 1 ) + /(^F 1 )] + 


2 




2 


2 )+ 2 " /(n) 


3 


(音）+ /(2) +… • + /( n - l ) + /( n ) 


n 


^ ^ /(^) + [y/(y) - /(!)]• 


2 J v 2 


k 


合并以上就得到所要的结论: 


m 


/( x)dx + |/( n )-^/( A :) = 0( l ). □ 


k 


习题 2193.5 设 /( r ^ eCd )^ 札 


△n 





n 


k 


求 lim nA n . 

n—>oo 


解将 [ a ，6] 作等距分划，记分点 a =a + A :^^， A : = 0，1， …， n , 则有 

IL 

& ( A : = 1， • • • ， n ), 然后将 nA n 作 分拆： 


b 


n 


nA n = n 


^j {x)dx .b^j2fM) 

Au— X 


n 


( T\ x 


k 


n l 乙丨 [/( x ) -/( x fc )] d ； 


n 


n 


( X^ fc f^k)(x-x k )dxy 


k- jxk 


利用尸在 [ a , b ] 上连续，记和 Mfc 为 f ( x ) 在子 R 间 [ x k - u x k ] 上的 最小值 和最大 
值，则就有 

71 n 

-n^Mfc \ (xfc - x)dx nA n = n ( ^ P /’ (“ ）(x - x fc )dxj 

fc=l Jxfc - 1 


^ -n ^ rrik {xk — x ) dx . 

k=l - 1 


由丁 - 对 k=l, 


n 均有 



k 


(xk — x ) dx 


( Ax fc ) 2 


b 




Zfc- 


2 n 


-Ax fc 


因此就有不等式 


b 


n 


2 


— MfcAxfc ^ TiA n ^ — 


b — a 
~ 2 ~ 


n 


y^m k Ax k . 


k 


k 


由于上式左右两边的和式都是尸(4在 [ a ,6] 上的黎曼和，因此当 n -> oo 时有相同的极 
限，从而就得到 


lim nA 


n—>oo 


2 



a 1 f f ( x ) dx = ~^(b - a )[ f ( b ) - f ( a )]. □ 
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习题 2198-2199 表明，在积分逼近的意义上，任何可积函数都可以分别用阶梯函数 
和连续函数来逼近，这在理论上和计算上都是重要的.（参见这两个习题的附图 .） 


习题2198设函数 f(x) 在区间 [ a ,6] 上可积，且 

/ n (x) = sup f(x) (Xi-i 彡 < Xi, < = 1 ， … ， n )， 
其中 A = a + 丄 (6 - a ) (i = 0,1， • • •， n;n = 1，2, •. •）， 证明： 

7T/ 

lim / n ( x ) dx = f(x) dx. 

Ja 


解在每一个子区间上（可能除了端点之外）取值为常数的函数称为阶梯函数. 
由于在 [ Xi ^ Xi ) 上的 f n (x) 的取值就是 f(x) 在该子区间上的上确界，因此除了端 
点 A 之外， / n 与/之差不会超过/在这个子区间上的振幅叫，这样就可以估计/和 
的积分之差 如下， 

f fn(x)dx - f f(x)dx ^ V P \fn(x) - f{x)\dx 


71 

t=l 

因此从 / 在 [ a ，6] 上可积就知道当 n — oo 时上式极限为 0. □ 



习题2198的附图 


习题2199的附图 


习题2199 证明： 若函数 / Or ) 在区间 [ a ,6] 上可积，则存在连续函数序列 
ip n { x ) ( n = 1,2,...), 使得在 a < c 彡6时 

f(x) dx = lim (^ n (x) dx. 

Ja n ^°° Ja 


解将区间 M ] 作 n 等分， 记而 =a + ^(6 — a)，i = 0, 1, … ， n . 

对于 i = 1，…， n , 在子区间上用联结点和点 ( xij ( xi )) 
的直线来逼近曲线 y = f ( x ), 这就是定义 

(fn(x) = : _ X '~ l [f(Xi) — f(Xi-i)], Xi-i 彡 X 彡 Xi. 

由于这样定义的函数 A ⑻不仅在 [ a ，6] 上连续，而且在每一个子区间 [ Xi - I ,^] 上 
的取值都介于 f { x ) 在同一个子区间上的上确界和下确界之间，因此 Wn { x ) - f ( x )\ 不 
超过/在子区间上的振幅叫.于是当 a ^ C ^ b 时就可以估计 Wn 和/的积分之差如下: 
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ip n ( x)dx - [ f { x ) dx \ ^ r \(fn(x) - f ( x)\dx 

a Ja I Ja 



^ I Wn { x ) - f ( x)\dx 

a 


n n 

^ I l ^ n ( a ：) - f { x)\dx ^ Axi, 

• 1 Jxi — 


因此从 / 在 [ a , 6] 上可积就知道当 n -> oo 时上式的极限为 0 .口 


习题2204 (积分的连续性） 设函数 /( x ) 在闭区间[為別上可积，证明：函数/(4 
有积分连续性，即 

lim \ f(x -h / i ) — f ( x )\ dx = 0, 

其中 [ a , 6] C ( A } B ). ° 


解（本题有几种证明方法.以下的思路是利用习题2199,将问题归结为对丁•连续 
函数来证明积分连续性，这是比较容易的 .） 

条件 [ a ，6] C ( A ， B ) 也就是 A < a < b < B . 它保证，在 |/ i | < min{a — A , B — b } 
时 ， /(:r + / i ) 在 : c € [ a ，6] 时总有意义① • 

设函数 < f ( x ) 在区间 [ A , B ] 上可积，则从不等式 


f{x -\- h ) - f ( x )\ ^ \ f(x -h / i ) - ( f(x -h / i )| + | v?(x -f / i ) - if { x )\ -f | v ?( x ) - f ( x ) 


可见，它们的积分有相;、 V : 的不 等式: 



rfc 


f(x + /i) — /(x)| dx ^ |/(x + h) — ip(x -f /i)| dx + \(p(x + /i) — ^(x)| dx 



(4.2) 


+ ~ f ( x )\ dx . 


. 下面我们将要证明，对于任意给定的 s 〉0,存在5 > 0,和某个# € C [ A , Bl 使得 
当 |/ i | < J 时，上述不等式的右边的每一项都小于 f , 从而就证明了所要的结论. 


首先根据习题2199,存在区间 [ A , B ] 上的连续函数 yp ( x ), 使得成立 

J : l / ⑷-咖 )|dx < I . 

这时就有不等式 . 

j 6 \ f { x )- ip { x)\dx < 

同时，只要 | ft | < min {a - A,B - 6}, 就有 [ah , bh ] C [ A , B ], 从而也成立不等式 

I \ f(x h ) - ip(x -f / i )| dx = f + \ f ( x ) - < p ( x)\dx < 

Ja J a+/i ^ 

这样在 (4.2) 右边的第一和第三项就都小于 e /3. 

最后考虑 (4.2) 右边的第二项.利用 pOr ) 在 [ A , B ] 上连续，因而一致连续，从 

而对同一个 e 〉0，存在 J > 0，使得当 x ' x " € [ A , B ], 且 I〆 - x "| < J 时，成立 

| p ( x ’) - ^>{ x n )\ < 3 ( 二 - Q )' 这样当 N < min {(5, a — 丑一 6} 时,就有 


①原题中的条件 [a, b] C [A,B] 不够，应当改为 [a, b) C (A, B). 
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J + - if ( x)\dx ^ y , 

这样就完成了所要求的证明 .口 

4.1.3 函数的可积性判定 （习题 2194-2197, 2200-2203) 

首先看判定 区间 [ a , 6] 上的函数 / Or ) 为黎曼可积的几种常用方法. 

由于定积分的值事先未必知道，要按照定积分的定义，用黎曼和来判定一个函数是 
否可积是很困难的，甚至是无法做到的.为此在一般的数学分析教科书中都叙述并证明 
了这方面最为常用的充分必要条件，我们将它列为下面的命题. 

命题 4.1 函数 f ( x ) 在区间 [ a ,6] 上黎曼可积的充要条 件是： 对任意给定的£>0, 
存在 [ a , 6] 的一个分划尸={吻，以，… , x n }, 使得函数 / Or ) 的振幅面积小于 e , 即有 

n 

cut Axi < 6 , 

t=l 

其中 = sup {/( x )} - inf {/ Or )} 是 /( x ) 在第 i 个子区间上的振 

Xi-i 彡 rc 彡 Xi Xi ^ i ^ x^Xi 

幅， i = 1, ••- , n . 

命题 4.1 的最大特色是只要找到一个分划满足上述条件，因此是比较好用的可积性 
准则.在大多数教科书中都是用它来证明 K 间上的连续函数、笮调函数和存在有限多个 
不连续点的函数均为黎曼可积. 

由命题 4.1 可导出下一个充要条件，它在许多判定可积的问题中更为方便. 

命题 4.2 在区间 [ a ,6] 上的有界函数 f ( x ) 为黎曼可积的充分必要条 件是： 对于任 
意给定的一对正数 e ， 7/ > 0,存在的一个分划，使得振幅不小于77的子区间的长度 
之和小于 e . 

由此可见，无论是定积分的定义，还是上述两个可积的充要条件，都是与分划的概 
念相联系的.那么是否有只根据函数本身的性质直接判定其可积与否的方法呢？ 

这样的可积准则是存在的.这方面我们举出以下两个结果.其中第一个是很便于使 
用的充分性条件. 

命题 4.3 设函数/在区间 [ a , b ] 上有界，如果/的所有不连续点可以用总长度任 
意小的有限个区间覆盖，则/可积. 

这方面最强的是下列著名结果. 

命题 4.4 (勒贝格定理） 在区间 [ a ,6] 上有界的函数/可积的充分必要条 件是： / 
的所有不连续点可以用总长度任意小的至多可列个区间覆盖. 
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注对于可以用总长度任意小的至多可列个区间覆盖的点集，我们称为零测度集， 
简称为零集.若某个性质在去掉一个零集之外的每个点上成立，则称此性质几乎处处成 
立.于是勒贝格定理可叙述 成为： 区间上有界函数黎曼可积的充要条件是几乎处处连续. 

命题 4.1 和 4.2 的证明在一般的数学分析教科书中都有.命题 4.4 是实分析课程中 
必有的内容，也见于部分较新的数学分析教科书中，例如 [8, 27, 36] 等.此外还可以参 
见 [34] 的 §10.1. 下面给出命题 4.3 的证明. 

命题 4.3 的证明设在区间 [ a ,6] 上成立 |/( x )| < M . 对于给定的 e 〉 0, 取总长度 
不超过^的有限个 开子区 间覆盖/的所有不连续点.这些开冈间的补集是有限个闭 
子区间.由于/在其中的每一个子区间上处处连续，因此存在分划，使得/与这有限个 
闭子区间对应的振幅面积之和小于最后将这些分划与前面的有限个开子区间合并, 
得到 [ a , 6] 的一个分划，与它对应的/的振幅面积即小于& □ 

这里要指出定积分的一个经常用到的性质，我们将它写成为一个推论. 

推论函数 / Or ) 在 [ a , 6] 上的可积与否，以及在可积情况时的定积分值，都和 f ( x ) 
在该区间内的有限个点上有无定义或者有定义时的取值无关. 

证先设/在 [ a ,6] 上有定义且可积.这时若修改/在有限个点上的函数值，则用 
上述 4 个命题中的任何一个都可以证明修改后的函数仍然可积.至于这时的积分值，则 
利用在至多有限个点上不等于0的函数的积分值必定是0,就可见修改前后的函数的两 
个定积分值相同. 

由此可见，若/在 [ a , 6] 内的有限个点上没有定义时，我们可以任意指定/在这些 
点上的取值，然后考虑其可积性和在可积时的积分值.由于这两者与上述有限个点上/ 
的取值无关，因此对于在有限个点上没有定义的函数仍然可以考虑其可积性和在可积 
时计算其积分值. 

对于不可积情况只要用反证法即可.从略 .口 


下面我们给出本小节中几个习题的解答. 
习题2194 证明： 不连续函数 



在区间 [0,1] 上可积. 

解 1( 用命题 4 .1)(如前述推论所示，/ ㈤ 在 : r = 0处无 
定义不影响下面的讨论 .） 从函数/( X )的表达式可见点1, 

是可列个第一类不连续点，而 : r = 0是第二类不连 
续点.由于这些不连续点只有一个聚点 x = 0,而/在包含该点 
的任意子区间上的振幅为2,因此可如下构造分划（参见附图). 



习题2194的附图 


对于给定的 e 〉 0 (不妨设它已小于1)，取:这时在区间[:^，1]上/只 
有有限个不连续点，因此存在这个区间的分划 , x n }, 其中〜=1，使得 
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叫 Axi < 

12 合并以上就得到 [0,1] 的分划 , X n }, 使得/的振幅面积 

n Ti n 

Axi = UJI Axi + ^2 △& = 2xi -f ^ 0Ji Axi < 

i=l i=2 i=2 

这样就证明了所要的结论 .口 

解2 (用命题 4.2) /在包含 x = 0 的子区间上的振幅为2,在包含其他不连续点的 
闭子区间上的振幅不超过2,而在不含不连续点的闭 子区间 上的振幅都是 0. 

对 r •给定的 6 ： ,r; > 0,不妨设 e < 1和77 < 2. 取 Xi 使得0 < A < 音，且使得:不 
是/的不连续点.这时，/在 h ，1] 中只有/的有限个不连续点，因此可积.由命题 4.2 
的必要性可知，存在区间 [ x l 5 l ] 的分划尸，使得振幅不小于 ry 的子冈间的长度之和小丁 • 
f . 对子 P 的分点加入点0即可得出区间 [0,1] 的一个分划，使其中振幅不小于77的子 
冈间是 P 中原有的这类子冈间加上子区间 [0, X !], 因此它们的长度之和小 于已口 

解3 ( 用命题 4.3) 对于任意给定的 e 〉0,先用小于 f 的开 R 间覆盖 x = 0,这样 
余下的不连续点只有有限多个，因此可以被有限个幵 K 间覆盖，且使得它们的总长度也 
小于 f • 根据命题 4.3 可知/在[0, 1] 上可积 .口 

解4 (用命题 4.4) 对 T 给定的 e > 0,由 T /的不连续点有可列个，只要用长度 
小丁 • f 的区间 覆盖不连续点 x = 0, 用长度小 T 的 R 间覆盖不连续点 x = 去, 

n = 1,2, •…， 这样就用总长度小于 e 的可列个冈间覆盖了所有的不连续点.根据命题 
4 . 4 可知/在 [0,1] 上可积 •口 


习题2195 证明： 黎曼函数 


W(X) 


0， x 为无理数， 


n 


x 


m 


( m 及 n ( n > l ) 为互素的整数) 


在任何有限的区间上可积. 


解1 (用命题 4.2) 由丁•黎曼函数是周期1的周期函数，因此只需证明它在[0, 1] 上 
可积就够了（参见 §1.7.3 的习题736的附图). 

对于给定的 e ， 7?〉0,不妨设 r/G (0,1). 如习题 736 ( 该题讨论黎曼函数的连续性) 
所示，在[0，1]中以既约分数 m / n 表示的有理点中，只有有限个点的分母+ (其中 

包含点0，1).凡是不含这些点的子 R 间上的函数振幅都小于 V 然后取足够细的分划， 
使得包含以上有限个点的子区间长度之和小于 e 即可 .口 

解2 (用命题 4.4) 根据习题736,黎曼函数的不连续点全体就是有理点全体，而有 
理点全体只有可列多个，又知可列点集为零测度集，因此用勒贝格定理就知道黎曼函数 
在任何有界区间上可积 .口 
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习题2197 证明： 狄利克雷函数 

,、 f 0, x 为无理数， 

X\^) = < 

[ 1, ： r 为有理数 

在任何区间上不可积. 


解 1 (用命题 4.1) 由丁•在任何子 R 间上 X ( x ) 的振幅为1,因此无论用什么样的分 
划，所得到的振幅面积只能是 

n n 

Axi = Ax{ = 1-0 = 1 ， 

»=i *=i 

因此根据命题 4.1 (或命题4.2)，函数 X ( x ) 在任何区间上不可积 .口 

解 2 (用命题 4.4) 由于 X ( x ) 处处不连续（见第一册的 §1.7.3 的习题 734), 因此在 
任何区间上 X (4 的不连续点全体就是该区间本身，它不可能用总长度为任意小的至多 
可列个冈间覆盖.根据勒 W 格定理就知道 X ( x ) 在任何冈间上不可积 .口 

下谢两 个习题在一般的数学分析教科书中都有，这里只作简申分析. 

习题2200 证明： 若有界函数 f(x) 在闭冈间 [ a ,6] 上可积，则其绝对值 |/(： c )| 在 
[ a , 6] 上也可积，并且 

f(x)dx ^ p |/( x )| dx . 

Ja J a 

分析 （由于可积函数必定有界，题中的“有界”条件不必说 .） 本题有两部分，即证 
明 |/( x )| 可积和关于积分的不等式.在|/|可积的前提下，只要将不等式- |/ b )| 彡 
f(x) ^ 1/(41 在 [ a ,6] 上积分即可得到所要的不等式. 

下面看前半题. 

一种方法是用三点不等式 

这样就可以知道对于同样的分划，在子区间，: ^上 |/( x )| 的振幅不会超过/( ㈨ 的 
振幅.用命题 4.1 就可以从 f(x) 可积推出 |/( x )| 可积. 

另一种方法是证明，若 xo 是 f(x) 的连续点，则也是 \f(x)\ 的连续点（参见 §1.7.3 
的习题 746), 因此 |/( x )| 的不连续点一定是 f(x) 的不连续点.于是覆盖 f(x) 的不连续 
点集的区间全体也一定覆盖了 |/( x )| 的不连续点集，然后用勒贝格定理即可. 

此外，前半题也可以看成为下面关于复合函数的可积性习题2202的特例 .口 

习题2201 设 f(x) 在区间 [ a ,6] 上绝对可积，即积分 p \f{x)\dx 存在.这个函数 
在 [ a ,6] 上是否为可积函数？研究 例子： " 


/⑻= 


1， x 为有理数， 
-1， x 为无理数. 
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分析 从习题所提供的例子可知，本题的答案是不一定，即存在于某个区间上不可 
积的函数/( X ),然而取绝对值后得到的 |/( X )| 却可积. 

由于在数学分析课程中于区间上不可积的函数例子本来就很少，因此我们经常以 
狄利克雷函数为出发点来构造不可积的其他例子.上面提示的例子实际上就是 

/⑷= 2( x ( x ) - 士)， 

当然还可以构造山具有如此性质的其他例子 .口 

习题2202 设函数 p (: c ) 在闭区间 [ A , B ] 上有定义并连续，函数 /( x ) 在 [ a , 6] 上可 
积，并且当 a 彡: r 彡6时乂彡 f ( x ) ^ B . 证明： 函数 p (/( x )) 在 [ a , 6] 上可积. 

解 1 (用命题 4.2) 对 于任意 给定的 m 〉0,利用 p ㈤ 在 [ A , B ] 上连续，因而 
一致连续，对 r ? 〉0,存在 J > 0,使得当 x ，， x ” G [ A ， B ] 且 -: c 〃| < (5 时，成立 
1咖’） —^( x ,, )| < ry . 

利用命题 4.2 中条件的必要性，由 T /在 [ a ,6] 上可积，对于 e ,6 >0 存在 R 间 [ a ,6] 
的分划，使得在此分划下函数 f ( x ) 的振幅超过 (5 的子区间长度之和小于 e . 

由占 的取法就知道，在使得 f ( x ) 的振幅不超过 J 的子 R 间上，函数 ^( f ( x )) 的振幅 
不会超过 V 由此可见，在这同一个分划下，使得函数 p (/(： r )) 的振幅超过 r ; 的子区间长 
度之和小于 e . 利用命题 4.2 中条件的充分性就知道 W (/(: r )) 在 [ a , W 上可积 .口 

解 2 (用命题 4 . 4 )若吻 e [ a ,6] 是 f ( x ) 的连续点，则它也是 p (/( x )) 的连续点•闵 
此的不连续点一定是 f ( x ) 的不连续点.从而覆盖了 f ( x ) 的不连续点集的冈间 
全体也覆盖了 的不连续点集.用勒 W 格定理就知道从 /( x ) 于 [ a ,6] 上可积即可 

推山 p (/( x )) 在 [ a ，6] 上可积 .口 

下一个习题表明，在习题2202中函数 ip ( x ) 的连续性条件是本质的.若将它减弱为 
可积，则结论不再成立. 

习题2203 若函数/ ㈤ 及 cp ( x ) 可积，则函数是否也必定可积？研究 例子: 

{ 0, x = 0, 

. 

1， x 一 0 ， 

( p ( x ) 为黎曼函数（见习题 2195). 

解 不一定.由习题所提供的例子可见，这时复合函数 /( P ( x )) 是狄利克雷函数， 
它在任何区间上都不可积 .口 

4.1.4 补注（习题 2205) 

由丁•习题2205的充分性涉及可积函数的相当深刻的性质，因此在这里讨论. 
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习题2205设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b ] 上可积， 证明： 等式 



成立的充分必要条件是：函数 f ( x ) 在闭 R 间 [ a , 6] 上的所有连续点处都有 /( x ) = 0. 


解对必要性和充分性分别作出证明.前者比较容易，后者则相当难. 

必要性用反证法.设题中的积分为0,然而却存在 rro € ㈤ 扎它是/(4的 
连续点，但 /( x 0 ) ^ 0,则存在5 > 0,使得当 a : e ( x 0 — J , x 0 + J ) n [ a ,6] 时，成立 
f 2 ( x ) > \ f \ x 0 ) > 0. 


由于 x 0 = am x 0 = b 时证明更容易，下面不妨只讨论: r 0 是冈间 [ a , 6] 的内点的情 
况，且设已取6〉0充分小，使得 （ x G - J ， 邳+ J ) C [ a , 6]. 于是就有 


f f 2 { x)dx 

J a 


rxo^S 


f 2 ( x ) dx 



f 2 ( x ) dx + p f 2 ( x ) dx 

xq 一 S Jxo+5 


^ r ° + f 2 { x)dx ^ - i -/ 2 ( x 0 ) - 25 = f 2 { x 0 )S > 0, 

Jx 0 -<5 z 

这与条件 j 6 f 2 { x ) dx = 0 矛盾. 

充分性 a 通俗地说，这里的关键在丁•要证明可积函数的连续点足够多，因此/在所 
有连续点上等于0就保证了积分为 0. 


从 §4.1.3 的命题 4.4 (即勒 W 格定理）知道，可积函数必定几乎处处连续.然而对丁- 
本题来说，只需要证明 f ( x ) 的连续点全体在冈间 hM 上稠密就足够了.这就是要证明, 
& [ a , b ] 的任意子 R 间内都存在这样的连续点. 

这里需要分两步 “1) 证明可积函数的连续点稠密， （2) 可积函数在其所有连续点上 
等于0就保证其积分为 0. 


先证明 （2). 为此只要利用黎曼和的定义中取介点的任意性.由于连续点稠密，因此 
无论什么样的分划，在每一个子 R 间中总能取到连续点作为介点.由于/ (以及/ 2 )在 
连续点处为0,因此黎曼和为 0. 由此可见作为黎曼和极限的定积分也必定等丁 -0. 

现在来证明 （1). 由于/在区间 [ a ,6] 上可积，记其定积分值为厂则根据定义，对丁 • 
任意给定的 e > 0,存在 [ a ,6] 的一个分划，以及与分划相容的任何介点集，使得相成的 
黎曼和满足不等式 

n 

/ - 1(6 — a) < ^/( Ci ) Axi < / + ■|~(6 - a ). 

i=l 

由丁•介点 （e 的任意性，因此上述黎曼和的上下确界就满足相应的不等式： 

n n 

I — -^-(6 — a) ^ 〉: TTii Axi ^ > : Axi < J + f (6 - a ) ， 

i=l i=l 

其中 rm 是 f 在 上的上确界和下确界.记叫= - rr ^ 为/在该子 R 间 
上的振幅，将上式中的两个和式相减，则就得到不等式 

n 

> : LUi Axi ^ 专 (6 一 a ) < s{b — cl ). 


§4.1 定积分是积分和的极限（习题 2181-2205) 
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这时可以看出，至少对某一个 i G {1，2,...， n } 成立不等式叫 < e . (否则，若每一个 

则上述和式将大于等于 e (6 -匀了 .） 

现在从 [ a , 6] 开始，取 e n = _■， n = 1,2,… . 对于 n = 1,在中取子区间，使 
得在这个区间上/的振幅小于 1/2. 将它记为冈间 [ aubr ]. 不仅如此，在必要时缩小该 
区间，这时/的振幅不会增加，总可以使得 a < < h < b . 

接下来在中取子区间 [ a 2 M > 使得/在该区间上的振幅小于 1/4. 同时使得 
满足 a l < a 2 < b 2 < b x . 如下继续下去，就可以归纳地构造出一个闭区间套 {[ a n ，6 n ]}， 
使得在上，/的振幅小于 1/2' n = l ,2,.... 同时闭区间套的左端点所成数列 
{ a n } 严格单调递增，而右端点所成数列 { b n } 严格单调递减. 

根据闭 R 间套原理，存在点 [ a n ,6 n ]， n = l ? 2,..-. 我们来证明/在^处连续. 

任意给定 e , 存在 N ， 使得 1/2 n < e . 于是 [ a Nl b N ] 上函数/的振幅小于 e •由 
于€满足不等式 ayv < ^ < 6 n , 因此只要取正数5 < min { e - a N ,6 N -^}, 就保证当 
卜 一刳 <占时， \ f ( x ) - /(0| < l /2 N < e . 

这样就对于可积函数/找到了 [ a ,6] 中的一个连续点. 

由于当/在上可积时，也一 定在 ㈨ 6] 内的每一个子区间上可积，因此上述证 
明也就保证了每一个子区间中都有/的连续点，即/的连续点在 [ a ,6] 中稠密 .口 

注习题2205的结论不仅对于/ 2 成立，而且对于一般的非负可积函数也成立，证 
明是类似的（可参看 [34] 第十章的第一组参考题的题8, 9等). 
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§4.2 利用不定积分计算定积分的方法（习题 2206-2315 ) 

内容简介本节将分几个小节介绍定积分的各种计算方法.此外，还在 §4.2.2 中介 
绍定积分在数列极限计算中的应用. 


4.2.1 用牛顿-莱布尼茨公式计算定积分（习题2206-2218, 2237- 

2238) 

牛顿-莱布尼茨公式不仅在理论上建立了微分与积分之间的联系，还同时提供了定 
积分的最基本的计算方法，即只要求山定积分中的被积函数的原函数之后，就可以用原 
函数在两个积分限处的值之差得到定积分的值.本小节即是这方面的训练.关丁定积分 
的其他计算方法将在后面学习. 

习题 2206求 f 并绘出对应的曲边图形的面积. 

. -1 


解利用: cl 的原函数 
可用牛顿-莱布尼茨公式得到 






\/xdx 


3 

4 

3 


± 


x 


(16-1) 


45 

4 


如附图所示，这是在: T 轴上方的面积减 
去在 X 轴下方的面积所得的值 .口 



习题2206的附图 


习题 2210求 



inh2 


dx 


sinhl V 1 + X 2 


，并绘出对)、 V : 的曲边图形的面积. 





解1用牛顿-莱布尼茨公式计算如下： 

.sinh 2 

= ln(x + yl 4- x 2 ) 


rsinh 2 


dx 


sinh 1 + 工 2 


sinh 1 


In 



— e 


2 


+ 



2 


— e 


2 


In 


e — e 


2 




— e 


ln ( e 2 ) — lne = 2—1 = 1. □ 


若利用双曲函数代换 z = sinht , 则就有 da : = coshtdt , 于是得到 

rsinh 2 j 一 广 2 ^ r2 


dx 


sinhl y/\ 



2 


cosh t dt 
cosht 





dt = 2 


1 . □ 


解 3 若利用反双曲正弦函数的表达式 arcsinhx = ln ( x-f Vx ^ Tl ) (参见 §3.1.8 的 


(3.11)), 且利用 [ ln(x + y /^ TT)y = 1/ v ^ TT , 则就有 
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rsinh 2 


dx 


sinh 1 \/l + 工 2 


arcsinh x 


sinh 2 


sinh 1 


2-1 = 1 . □ 


习题 2211 求 


「2 


0 


1 - x | dx , 并绘出对 )、 V : 的曲边图形的面积. 


解1按照 §3.6.3 的习题2166的解2中的方法，可以直接计算原函数并用牛顿-莱 


布尼茨公式计算如下: 


r2 


0 


r2 


1 — x | dx = sgn(l — x ) (1 — x ) dx 


o 


sgn(l - x ) 


2 


(1 - a:) 2 ) 


2 


0 


2 


11 - x|(i - x ) ) L = ++ 士 


□ 


解 2 由 §3.6.3 开始的分析和习题2171解2可 
知，对丁•山现绝对值的被积函数求不定积分时容易山 
现问题.因此对于分段定义的被积函数的积分，一般 
还是分段求积为好.这样就简申地得到（参见附图 

r2 rl r2 

|1 — x | dx = (1 — x)dx + (x — 1) dx 

Jo Jo Jl 




习题 2211 的附图 


习题 2216 对下列定积分，说明为什么直接运用牛顿-莱布尼茨公式会得到不正确 


的结果: 




sec 2 x dx 
2 + tan 2 x ’ 



解 （ a ) 形式上的计算为 

1 = In 1 x 1 1 =0-0 = 0, 

J-i ^ -1 

然而从原函数的概念来考虑， ( lnlxl )^ 只能分别在 [-1,0) 和（0，1]上成立， ln | a :| 
在丨-1,11上并非是丄的原函数，因此不 能在卜 1，1]上用牛顿-莱布尼茨公式①.由于 

X 

被积函数2/ =丄在 [-1,1] 上无界，因此本题的定积分不存在 .□ 

X 


( b ) 形式上的计算为 



sec 2 x dx 
2 + tan 2 x 


r2n 


0 


d ( tanx ) _ i 
tan 2 x + 2 y /2 


arctan 


tanx 




①在牛顿-莱布尼茨公式 /( x ) dx = F (6) - F ⑷的一种推广形式中，允许 F \ x ) = /( x ) 在 [ a , 6] 内 
的有限个点上不成立，且称 F { x ) 为被积函数 f ( x ) 的广义原函数，然而 F ( x ) 必须是 [ a , 6] 上的连续函数，这 
个条件不能随意去掉.否则就需要利用 §4.2.7 的习题2301中的公式. 
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然而本题的被积函数在积分区间上处处大于0,因此其积分必定大于0①，可见上述计 
算必定是错误的. 


从原函数的概念来考虑，等式 

arc tan 

L \/2 


tan a : 



sec 


2 + tan 


只能在 tana : 有定义的点上成立.在积分区间 [0, 2 k ] 
上原函数有两个第一类不连续点（跳跃点 ；) f 和 f ， 
因此不能在 [0, 2 k ] 上用牛顿-莱布尼茨公式（参见附 

7C 





图，其中不连续点处的两侧极限值为 


2>/2 


1 . 11 ). 


习题 2216( b ) 的原函数图像 


本题若将积分 R 间分解为 [0,- J ], 


和 [^,2 tc ], 然后用牛顿-莱布尼茨公式 


分段计算，就可以得到正确的答案®.另一个方法是利用对称性，就有 


「 2 丌 sec 2 x dx 
o 2 + tan 2 x 




d ( tanx ) 
tan 2 x -f 2 


JL 


4 arctan / tan x 


V 2 


V 2 


0 


0 


□ 


( c ) 形式上的计算为 


d 

dx V 


(arctan 


dx = arctan 




arctan 1 — arctan (—1) 




n 

2 


然而本题的被积函数为 


n/2 



1 o 


—n/2 


习题 2216( c ) 的 
原函数图像 


基 ( arctan i 



x 2 -f 


(x # 0 )， 


2 


因此在区间 hi , 上的积分小于0,可见上述计算是错误的. 


从原函数的概念出发， 


0是函数 f ( x ) = arctan —的第一 


类不连续点，在该点两侧分别有极限 /( 土 0) 




土 f (见左边的附 


图)，因此对本题的被积函数来说，在卜1， 1] 上 f ( x ) = arctan 
既不是原函数，也不是广义原函数，因为后者至少还必须连续. 




本题也可以用分段计算方法，这时仍可用 arctan ^ 为原 函数: 


x 2 + 


dx 


- (r_ 



i：)( 


x 2 + 


dx = arctan 


o 


+ arctan 


n 

2 




n 

2 


+o 


□ 


注容易直接验证有恒等式 


® 从 §4.1.4 的习题2205的必要性及其注可见，在区间上的非负可积函数只要在一个连续点上的函数值大 
于0,就足以保证其积分大于 0. 

® 由此开始有许多积分计算中需要分段计算.在分点处被积函数可以没有定义，这在 §4.1.3 的儿个命题后 
的推论中己得到解决.还要注意，在计算中我们经常需要用到后面 §4.2.7 的习题2301中的公式，即在有限个 
点处（广义）原函数有第一类不连续点时的推广的牛顿-莱布尼茨公式. 
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arctan x + arctan 


x 




sgn 


x •号 （ x 笋 0)， 


可见 arctan I 錢积函数 


X 2 + 


在区间[-1，0)和（0，1]上的原函数，但不是区间 


[-1,1] 上的原函数（可从几何上来理解以上恒等式)，而 - arctanrr 则是区间[-1，1]上 
的原函数. 


习题 2217求 


d 


1 


dx 


dx 


1 + 2 


分析如附图所示， 


1 


在点 x = 0 


1 + 2工 

的两侧分别有极限 F (- 0) = 1和 F (+0) = 0,因此不 
能在丨-1， 1] 上用这个函数作为原函数来用牛顿-莱布 
尼茨公式，但可以分段计算得到正确的结果.与习题 
2216( b ), ( c ) 类似，这就是[尸(一0) - F (- l )] + 剛一 
F (+0)], 计算从略 .口 




习题 2217 的原函数图像 


习题 2238( b ) 求下列积分并作山其对参数 a 的函数关系 J = 1( a ) 的 图像: 


sin 2 


x 


o 1 + 2 a cos x + a 2 


dx . 


解 1 (不定积分方法）在 a = 0时直接可求出 7(0) = n /2. 在 | a | = 1时，则有 


r 1 — cos 2 x 

o 2(1 士 cosx ) 


dx 



(1 干 cosx ) dx 


2 


(x =f sinx ) 


n 


0 


n 


以下在 | a | / 0, 1 的条件下通过先求不定积分的方法来计算 1( a ). 


先求不定积分.用万能代换 f 


tan 丢（见 §3.4.3), 就可将不定积分变换为 


2 


sin 2 


x 


1 + 2 a cos x -h a 2 


dx 


8 t 2 dt 


( t 2 + 1) 2 [(1 - a ) 2 t 2 + (1 + a ) 2 ] • 


对这类积分，除了用部分分式分解方法之外，比较方便的是用 §3.2.2 的奥斯特罗格拉茨 
基方法.写出含有待定系数的 等式： 

8 t 2 


(亡 2 + l ) 2 [( l - a ) 2 t 2 + ( l + a ) 2 ] 

通过计算得到 



+ B 





Ct 3 + Dt 2 + Et + F 
( t 2 + l )[( l - a) 2 P + (l + a) 2 r 


Z = - 
然后即可积分得到 

sin 2 x 


a 


, D 


(i-a) 

a 


2 


， F 


a 


(1 + a ) 2 , B = C = E = 0. 


1 + 2 a cos x + a 2 


dx 




St 2 dt 


( t 2 + l ) 2 [( l - a ) 2 t 2 + (l + a ) 2 ] 


a 


t 2 + 


r+K 


a 2 + 1 
2a 2 


1 


t 2 + 1 


( a 2 — l ) 2 
2 a 2 


(1 — a ) 2 t 2 + (1 + a ) 2 


dt 


a 





2 a 2 


1 一 ct ^ t 1 — q | — 

arctan 亡- ^ — arctan - - + C 


2 a 2 


1 + a 


2 a 


sinx+ (i + 2^) 


x 

2 


2 a 2 


1 — a 


arctan ( —- r tan 

1 + a| 


f)+c. 
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最后用牛顿-莱布尼茨公式得到 


/( a ) 


sin 2 


x 


0 1 + 2 a cos x + a 


2 


dx 



+ 


2 a 


2 



1 — a 


2 


2 a 


2 


K 

2 



2 a 2 , 





其中已经融入了 a = 土1 时的计算结果.可看山 7( a ) 是 
(一 oo ，+ oo ) 上的连续函数，其图像见附图 .口 


习题 2238( b ) 的附图 


解2直接计算定积分.如解1所示只讨论 | a | # 0,1的情况.先将被积函数的分母 


写成为 （1 + a 2 )(l -f ecosx ), 其中6： 

sin 2 x = 1 — cos 2 x 

这样就可以将积分展幵为两项 如下: 

sin 2 x dx 




2 a 


+ a 


2 


满足条件 0 < | e | < 1; 然后将分子改写为 


£ 


2 


(1 — E 2 COS 2 X) + fl 




e 


2 



o 1 + 2 a cos x -f a 


2 


(1 + a 2 )e 2 J 


o 


(1 — e cos x ) dx 


1 


+ a 2 


1 


e 


2 


dx 


0 


+ £ COSX 


7 C 


(1 + a 2 )e 2 



rr ^( 1_ 


£ 


2 


dx 


0 1 + £： COS X 


对最后一个积分可以分拆如下: 


dx 


o 1 + e cosx 


T 
o 


dx 


nc 


1 + e COS X 



dx 


f 1+£COSX 


然后对右边的第二个积分作代换 X = K - t , 并在变换后又将 t 重记为0：，这样就得到 



dx 


-f £ COSX 



T 


1 


•f £ COSX 



1 


l — e cosx 


dx 


JL 


2 


•2 

. 0 1 — 


dx 


e 2 cos 2 x 


2 



T 


d ( tanx ) 


tan 2 x + (1 — e 2 、 


2 


vl — e ： 


2 


arctan 


tanx 、 

IT 72 / 


\/l — £： 2 


T 


7 C 


0 


\/l — e 2 


将此结果代入前面并加整理即可得到与解 1 相同的答案 •口 


4.2.2 定积分在数列极限计算中的应用（习题 2219-2230) 


在第一册的 §1.5.6 的习题631提供了一个定理，它可以在一定条件下计算如下类型 


的数列极限: 


W W 

lim ( xi n + x 2n H - + x nn ) = lim V " x kn , 

) _ n — # 


(4.3) 


以及它的一种变型 


k 


lim ( Xi n - X 2 n 




lim TT x kn . 

I ― JL JL 


(4-4) 
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(在每一个〉0时，只要取对数就可以将问题 (4.4) 归结到问题 (4.3).) 

以下主要讨论类型为 (4.3) 的数列极限. 

在习题631的条件中，要求 (4.3) 中的: r fcn = (p(a kn ), 且 a fcn (n oo ) 关于 
= 1，2, …一致. 这时若有 <p(x) 〜 7p(x) (x 0), JL ^(x) > 0, 则就得到 

Jim [^(a ln ) + ^(a 2n ) -f • •• + W(a nn )] = ^ ^(a 2n ) + … + 训 a nn )]， 

其中假设右边的极限存在. 

由此可见，习题631的定理有一定的局限性. 一 方面，它只能适用于为特殊类 
型的 情况； 另一方面，它只是将 （4.3) 中= ^( a kn ) 的情况归结为同样类型的问题, 
其中的= 咖“ 而后者如何计算则是另一个问题了. 

下面我们将要利用定积分知识，对于类型为 (4.3) (以及 (4.4)) 的数列极限问题，在 
一 定的条件下可以将它看成为某个函数的黎曼和，从而通过定积分计算来求出其极限. 

为了便丁•理解这种方法，我们不按照《习题集》原有的顺序，先看下列习题，它实 
际上是这种方法的一般形式. 


习题2226 利用定积分求下列和的极 限值： 

lim [丄 . 

解将方括号内的表达式乘以 ci 之后，可以看成是在区间 [ a ,6] 上的函数 /( a ;) 
的一个黎曼和，其中对 K 间作 n 等分分划，且在每个子区间中取其右端点为介点. 

因此只要假设/在区间 [ a ，6] 上可积，就知道上述极限等于[ 6 f(x)dx. □ 

注由此可见，可用定积分方法求类型为 （4.3) 的极限的一个充分条 件是： 能够找 
到区间 [ a ,6] 上的可积函数/( X )，使得成立 

Xkn = ~/( a + k ~~~~) ， A : = 1，2,…， n . 

这就是说，在 (4.3) 中的 x fc7l 应当使得乘积 nx kn 是七 的函数，或者说是 A : 和 n 的零次 
齐次函数，即当 A : 和 n 乘以同一个常数 c 时， nx kn 保持不变. 

当然也可以将看成为某个函数/在 n 等分的分划中的每个子区间的左端点或 
其他介点上的函数值. 

n 

总之，这种方法就是在 (4.3) 的和式能够看成为黎曼和时，则就可以用定积 
分的计算来求出这类数列极限. _1 


习题2219 利用定积分求下列和的极限值: 



解将括号内的和式改写为 

去+含+… + = i (士 + 丟 + … 十 1 ^ 1 


134 


第四章定积分 


即可将它看成为区间 [0,1] 上的函数 /(x) = x 的一个黎曼和，其中对区间取 n 等分的分 
划，同时取每 个子区 间的左端点为介点.于是就得到 


注 



本题当然可以直接计算 如下: 





n 


n 


2 



lim 


l + 2 + ... + (n- 1) 


n 


2 


=lim 



n(n — 1) 
2n 2 



习题 2220 利用定积分求下列和的极 限值： 


解将括号内的和式改写为 


72+1 n + 2 n + n n 

即可将它看成为区间 [0,1] 上的函数 /(x) = 的一个黎曼和，于是就得到 

丄十 

lim f-4-r + —W-f + f = ln(l + x) ' = ^2. □ 

n-^oo \ n -f 1 n + 2 n + n / 」 0 l + x 、 y o 

注这个极限在第一册中已经遇到.在 §1.2.3 的习题 147 中给出了两个解法，其中 
解 1 依赖丁•欧拉常数，解 2 则依赖于习题 75(a) 中的不等式.在 §1.5.6 末，利用习题 631 
的定理和 x 〜 ln(l 0) 又给山了第三个解法.然而 l 、 V . 该说，这三个解法都相当 

特殊，很难推广于解决更一般性的 (4.3) 类型的极限计算问题. 



习题 2223 利用定积分求下列和的极限值: 


lim 1 P ”> V: +nP (P>0) 


解将和式改写为 

IP + 2P + 


_ 馨參 


+ n p 


n p+1 


n [( 


P 


n 


+ 


n 


+ 


• • • 


+ 


( t ) 


即可将它看成为 区间 [0,1] 上的函数 # 的一个黎曼和，因此就得到 


lim 


l p + 2 p + …+ n p 


x p dx 


p +1 • 


□ 


注本题的极限也可以用 §1.2.7 的施托尔茨定理来求得.这就是《习题集》 §1.2 
的习题 145(a). 


习题 2225 利用定积分求极限值： lim 


V^l 

n 


解取对数后即可计算其极限 如下: 


lim In 


n ) 


lim In 



n\ 


n 


2 


lim nl ln n +ln t + 


• • • 


+ In 


ri 

n 


\nxdx 


o 
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然而这里有两个问题.首先，由于对数函数 ln : r 在（0, 1] 上无界，因此最后一个积分不是 
普通的定积分，而是 §4.4 介绍的广义积分.其次，广义积分一般不能通过黎曼和来计算 
(这就是 §4.4.3 的习题2385)，因此上述推导需要有后面 §4.4.3 的习题2388的支持才能 


成立.这样就有 


lim In 

n-^oo 





Inxdx = 


lim 

e-)*4-0 


、i 

e 


Inxdx 


=lim 



=—1 — lim elne = —1. 

于是本题的答案是 d 口 


注本题的极限在 §1.2.7 的习题142中已经遇到（以倒数形式出现)，那里的方法是 
以乘积形式的柯西命题（即该处的习题 141) 为基础的. 

由习题2226总结的定积分方法虽然很有用，但仍然有较大的局限性，因为它必须 
要求和式能够看成为黎曼和.以下的习题 2227-2230 表明，在这个条件不满足时，还可 
以结合习题631中的思想来计算所要求的极限，这就是证明所讨论的和式与一个黎曼和 
之差在取极限后消失.下面只看其中的第一题. 


习题2227 弃掉一致的高阶无穷小，求下列和的极 限值: 


lim 

n — >oo L 


n 




+1 



+ 


• • • 


+ i + 


n 


n 



(n - 1)71 


n 


2 


解作为类型 （4.3) 的极限，本题的 


工 kn 


1 + 


n 



kn 


n 


2 


，& = 1，2, 


， n - 1， 


它不满足 nx kn 关于 A :， n 为零次齐次函数的要求，因此不是黎曼和. 

借用习题631的思想，如果利用 sin ^ 〜: r ( a : — 0), 将本题的中山现的正弦函 
数 sinx 换为: r , 则就可以用定积分方法（或其他方法）求极限 如下： 

丄丄、 JL+( 1 + 2 )粤 + ..•丄 h 丄丑二 ( n Zil 71 . 


lim 

n—>oo 


lim — 

n—^oo Tl 


n J n 


1 


2 


+ 1 + 


n 




n 


n n 



+ 1 + 


2 \ 2tc 



• • • 


n n 



+ 1 + 


n 


n 



n " J 

v (n — l)n 


n 


n 


o 


(1 + x)xdx 


6 


K . 


余下的问题就是要证明，在 A : = I，...，n - 1的每一项中用 x 取代 sinx 时弃去的 
o{x) (x —>• 0) 的总和，当 n 4 oo 时的极限为 0. 

利用无穷小增量公式 

sinx = x 4 - o(x) = x + o(\)x (x 0)， 

对于给定的 s > 0, 存在 5 > 0, 使得当 | x | < (5 时，成立 I sinx - x\ < e\x\. 

利用当 = 丄 2 .， n — i 时有 $ 彡！，存在 7 V ， 使得当 n > TV 时，对于 


n 5 


/c = 1 ， 2, • • • ， n — 1 




致地成立, <& 



136 


第四童定积分 


于是就可以估计得到 

n— 1 n— 1 


+ 


kn 


n J n 


n — 1 


+ 


sin f 


kn 





k=l 


吾)普 

k=l k=l 


k 2 n 


n 


3 


< 2 ne 


其中最后一步是将所有 A : = 1，2, •…， n - 1换为 n 而得到的简申.佔计 


这样就证明了 


lim 

71—^00 


n — jl 

[E( 


1 + 


n 


) sin f -£( 



k ^\ kn • 

n ) n 2 . 


0 


综合以上就得到 


lim V (1 + 立） sin^f 

n—►oc ^ \ Tl / ri z 




lim [ fl 4- —) sin 

n->oo L V n ) 

k=l 

◦ + 音 7C = -g-7T. D 



n — i 

-E(1 + 去 ) 


kn 



n —丄 



k \ kn 

n)^r 


注若将本题看成为求下列两个极限 之和: 


n— 1 


lim y sin 鸟 + lim 

n—¥oo Jl L n—^oo ^ 71 ji l 


则对第一个极限可直接应用习题 631 而将其中的 sinx 换为: r ， 而对第二个极限则可以 
从习题631的证明过程看出，将其中的 sinx 换为 x 的计算方法也是正确的. 


4.2.3 对变动积分限的求导 (习题 2231-2236) 

首先注意定积分与不定积分之间的本质差异. 

定积分 f /0 r ) d : c 是一个实数，而不定积分 \f{x)dx 则是/的原函数全体所成的 

J a 、 

集合. 

与此相联系，定积分中的积分变量用什么符号表示都是一样的.换言之，我们有 

p f(x) dx = p f{t) = P / ⑹必 〜. • 

J a J a J a 

然而，不定积分 f(x) dx 中的积分变量 rr 一旦给定，则被积函数 /(X) 的原函数的自变 
量只能是 rr . 因 li 在第三章用换元法计算不定积分时，无论其中间过程用了什么其他变 
量，最后必须回代，得到以: c 为自变量的不定积分. 

若定积分的积分上限或下限是某个变量（或变量的函数)，则定积分就成为函数.这 
是在数学中引进新的函数的重要手段之一. 
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只是这里要注意，若将积分 p f ( x ) dx 的上限（下限）换成为变量: r 之后，这个变量 

与积分号下的积分变量具有完全朱同的意义.为了避免混淆，应当将原有的积分变量改 
用其他符号来表示.例如『/⑷ dt , | b /⑻必等等 • 

我们将关于变动积分限的最基本 1 性质列为下面的命题.由于在数学分析教科书中 
都有它们的证明，这里从略. 


命题 4.5 设函数 f ( x ) 在区间 [ a ,6] 上可积，则有以下 结论: 
(1) 以下两个变动积分限的积分 


F ( x )= f G ( x ) 

J a 


f ( t ) dx 


都是 h 6] 上的连续 函数； 

(2) (微积分学基本定理的微分形式） 若 f ( x ) 在点仰€ [ a ,6] 处连续，则在 （1) 中定 
义的 F (: r ) 和 G ( x ) 在点吻处可微，且有 


F ' Oro ) = /(怎 0 )， G \ x 0 ) = - f ( x 0 ). 


习题2231 求 （1) sint 2 dt ; (2) sinx 2 dx ; (3) 


d 


d 


db 


sinx 2 dx . 


解 （1) 定积分 


sint 2 d 《在 a ，6 固定时只是一个确定的实数.本小题要求它关丁 


变量 x 的导数，则只能是将这个实数看成为关于: r 的常值函数，因此导数等于0,即有 


d 


dx 


sin t 2 dt = 0 


此外，这里的变量 a ： 和积分号下的积分变量没有任何关系.如前所述，为避免误解，题中 
将积分变量用符号 t 表示. 

(2) 由题意可见这时的积分下限 a 为自变量，因此从命题 4.5 即有 


b 


sin x 2 dx = — sin a 2 . 


1 

da 

(3) 由题意可见这时的积分上限 6 为自变量，因此从命题 4.5 即有 



d 


rb 


db 


sinx 2 dx = sin b 2 . □ 


在命题 4.5 的基础上，再结合复合函数导数计算的链式法则，就容易在积分限为可 
微函数的情况下，计算定积分的导数.这方面看一个例子. 


d 


习题 2232( b ) 求 ^ 


dt 


VI + 


解用命题 4.5 和链式法则即可计算如下: 


d 


dx 


d 亡 


1 


VTTt^ 


Vi + t^ 


- 


1 


VI+ t 4 


(工 2 ) 


3 x 2 


2 x 


Vl + 


12 


yl + x 8 


□ 


138 


第四章定积分 


习题 2：233( a ) 求 lim 」 

x-^O 


cos t 2 dt 


0 


X 


解 根据命题4.5(1)，分子是的连续函数 ， Tx = 0 处等于0,因此本题是吾型 
的不定式.根据命题4.5(2)，分子对 x 可导，因此可以用洛必达法则计算 如下： 

•X 

cos t 2 dt 

lim ^ - = lim ^ x = 1. □ 

x — ^0 X x 一 ►O 丄 


习题 2233( d ) 设 /( x )€ C [0,+ oo ), lim /( x ) = A ，求 

x—>+oo 


lim 

n—^+oo 


0 


f ( nx ) dx . 


解 1 作变量代换 （= nx ， 这时有 x = 
到 n . 因此问题转化为求极限 

lim [ f ( nx ) dx = 
Jo 


— t ^ drr = 丄 dt ， 且当 x 从 0 到 1 时， t 从 0 
n n 

^ f ( t ) dt 

lim ^ -， 

n — >oc Tl 


于是成为 i 型的极限计算问题 

oo 

这虽然是一个数列的极限问题，但可以将 n 看成为连续变量，从而可以用命题 4.5 
和洛必达法则 得到： 

71 / { t ) dt 

lim --= lim f ( n ) = A . □ 

n-^oo Tl n-^+oc 

解 2 在解 1 的后一半也可以用施托尔茨定理，即得到 


lim 


rl 


0 


f ( nx ) dx = lim 


艽/⑷出 

Jo 


n 



为证明最后一个极限存在且 等于八 只要对给定的 e 〉0,取 7 V ， 使得当 n > N 时成立 


\ f ( t )- A \< e , 于是就有 


' n+l 


f ( t ) dt — A 


rn+l 


/ ⑷ dt - 


" n +1 


Adt 




m+i 


\ f ( t ) - A | dt ^ e y 


可见结论成立. □ 


解 3 在区间[0, 1] 上，除了在端点 x = 0 之外，对于每一个点仰〉0,当 n 充分大 
时的函数值 /( nx 0 ) 必定与乂充分接近.这样就可以猜测到本题的极限值为 A 以下是 
其严格证明. 

由题设条件知道/在 [0, + oo ) 上有界（见 §1.7.4 的习题 751), 即有 M 〉0,使得当 
x ^ 0时有 \ f ( x )\ ^ M . 又由此可知也有|4|彡 M . 

于是可以估计如下： 

①若 A # 0,则可以肯定是^型的不定式，然而当 A = 0 时就不能肯定分子是否是无穷 大量. 这时使 
用在 §2.9.4 的命题 2.10 是合适的. 
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•1 

f ( nx ) dx 
. o 


A 


1 rl rl 

f ( nx ) dx — yldx ^ |/( nx ) — A \ dx . 

o Jo Jo 


由丁•无论取多大的 n ， 在 x = 0处/(0)未必与 A 相等（除非恰好/(0) = A ), 因此以下 
采取“分而治之”的方法，即将上述最后一个积分分拆 如下： 


0 


\ f ( nx ) — A \ dx 



Tm 


\ f ( nx ) — A\dx + 


\ f ( nx ) — A \ dx 


4 Af 


利用 \ f ( nx ) - A \^ 2 M , 可见上式右边的第一个积分不超过 
为了使得上式右边的第二个积分充分小，需要分几步来做. 

先利用条件/(+00) = 对于同一个 e 〉0,存在 K 〉0,使得当 x > K 时，成立 

，11上的每一个点 x 都满足 


|/0 r ) 为了使得在第二个积分的积分区间 [ 


4 M 


nx > K , 只要在 这个区 间的左端点处满足这个不等式就足够了.这样就可确定正整数 


N 


4 MK 

£ 


使得 an 〉7 V 时有 


£ 


4 M 


彡 （W + 1) 


£ 


AM 


> 


AMK 

£ 


e 


AM 


K , 


从而使得当 n 〉 TV 时，对于所有的 rr € [^,1] 同时成立 \ f ( nx ) 一 4 < |. 这样就得 


到所要的佔计 


e 


\ f ( nx ) — ^4| dx < 


£ 


AM 


合并以上就知道当 n > N 时成立 


o 


}( nx ) dx — A 


< 


£ 

2 



£ 

2 


£ 


这就是 lim 


rl 


0 


f ( nx ) dx = A . □ 


注解 3 虽然较为复杂一点，但其中的“分而治之”的思想具有方法论上的意义，它 
在许多极限问题中是有用的.例如见 §4.3 的习题 2326.1( b ). 


4.2.4 换元法和分部积分法（习题2239-2256, 2260-2262, 2264, 

2268-2275, 2277-2280) 

除了在本节的第一小节 §4.2.1 中用不定积分和牛顿-莱布尼茨公式计算定积分的方 
法之外，还可以将不定积分中的分部积分法和换元法移植到定积分的计算中来. 

在定积分计算中所用的分部积分法的推导比较简申，只要利用函数乘积的求导公 
式与牛顿-莱布尼茨公式即可得到.在具体应用分部积分法时，如何将被积函数写成 
u ( x ) dv ( x ) 的选择原则与不定积分是类似的.这里同样可以参考 §3.5 末提出的“对反代 
三指”的经验规则. 

定积分计算中所用的换元法则要复杂一点.下面我们以两个命题的形式分别列出 
最常用的两种情况，并给出其证明. 
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命题 4.6 设 /(: r ) 在 [ a , b } 上可积 ，: r = : r ⑷在 [ a ,0] 上严格单调可微，其导函数 
x r ( t ) 可积，且满足条件 x ( a ) = a , x ( P ) = 6,则成立下列换元 公式： 

P /( x ) dx = ^ f ( x ( t )) x f ( t ) dt . (4.5) 

Ja Ja 

证不妨只给出: cy ) 为严格单调递增情况的证明. 

设尸 = {^0^1,- •- , t n ] 是区间 [ a ,0] 的一个分划，€ = {《1， …， Cn } 是与 P 相容的 
介点集，则就得到 （4.5) 右边的被积函数 f ( x ( t )) x '( t ) 的一个黎曼和 

71 

i=l 

由于 x ⑷严格甲.调递增，因此从 [ a ,^] 的分划尸可诱导山冈间 [ a ,6] 的一个分划 
P ' = { xo , xi ,- - , x n }, 其中 A = x ( ti ), i = 0,1, …， n . 同时从介点集 （ 又生成与 P 相 
容的介点集$ = i = 1，…， n . 丁•是得到 f ( x ) 的一个黎曼和 

^ ⑹ 知=亡办⑹)作:)从， 

t=l i=l 

其中利用拉格朗日微分中值定理，存在 G e ( U - uU ), 使得= x ( u ) - = 

: r’(C)Ati，< = 1 ， … ， n. 

由 T x f (t) 有界，存在常数 M 〉0,使得彡 MAU, i = 1，2,…， n ， 即有 
||^|| ^ M \\ P \\. 于是3 ||尸|| -> 0时就有 ||^|| -> 0,即有 〆 f ( x ) dx . 

又利用在布利斯-杜阿梅尔定理（即 §4.1.2 的习题 2193.1) ¥的类似方法，利用可积 
函数 f ( x ) 必有界，存在从〉0,使得 |/( x )| ^ M u 于是有 

n n 

k 1/(峨0)| . I〆 ⑹-乂 (01紅 < 

t=l i=l 

n 

其中△匕是 X ^ t ) 的振幅面积，可见当 || P || 4 0时，两个和式之差 〆 -(7 0,因 

此黎 CT 收敛，且成立换元公式 (4.5). □ 

命题 4.6 中 rc ⑷为严格单调的条件使得它成为 [ a ， 列到 [ a ，6] 的 一一 映射.这是很 
自然的一个合理要求，但却并非必要.下面将看到，若适当加强对于 /( x ) 的条件，则在 
x ( t ) 不是严格申调时，换元公式 (4.5) 可以通过两次使用牛顿-莱布尼茨公式得到. 

命题 4.7 设/⑷在 [ a ,6] 上连续 ， x = : r ⑷在 [ a ,/3] 上可微，其导函数 x f { t ) 可积， 
且满足条件 x ( a ) = a , x { p ) = 6和 x ([ a , P ]) C [ a , b ], 则换元公式 (4.5) 成立. 

证这时 /( rc ) 在 [ a , 6] 上有原函数，记为 F ( x ). 于是有 F ( b ) - F { a ) = J 6 f ( x ) dx . 

从条件: r ([ a ，/3]) C [ a ,6] 和链式法则可见 F (: r ⑷）是 /( x ⑷) 〆 ⑷在 [ a ， 別上&原函数， 
同时从 §4.1.3 的习题2202推知可积，于是又有 

F ( x (/3)) - F ( x { a )) = f /( x ⑷ ) rr ’ ⑷ dL 
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最后利用条件 x ( a ) = a 和 x ( p ) = b 就得到公式 (4.5). □ 

注1在不定积分中有两种换元法（见 §3.1). 从公式 (4.5) 来看，若要计算的是右 
边，则就有 dx = x f ( t ) dt , 因此就是用凑微分法（即第一种换元法）将右边化为左边.这 
同时也表明在定积分记号中的微分符号 da : 对于 计算也是有帮助的.反之，从左边化到 
右边就可以理解为是第二种换元法，即用 rr = 的代入法. 

注2从公式 (4.5) 和下面的一系列例子可以看出，定积分的换元法与不定积分的 
换元法有以下不同之处： 

(1) 必须注意积分限作相应的变换. 

(2) 由于定积分只是一个数值，因此对定积分用换元法时，最后不必回代以恢复原 
来的积分变量，这样就比用不定积分的换元法更方便. 


习题 2245 求 


xdx 


V 5 — 4 x 


解1先用换元法求不定积分（也可以用分部积分法)，令 


,则有 


X 


j (5 -1 2 )，dx 


2 

xdx 


tdt . 于是可计算不定积分 如下: 


V 5 — 4 x 




5 -t 

4 t 


2 


吾 (5-4 X ) 2 


2 

t 3 + C 


dt 


8 


(5 — t 2 ) dt 




24 


3 . 

(5 - 4 x ) 2 + C. 


然后用牛顿-莱布尼茨公式得到 


.1 


xdx 


v /5-4 x 


(-皆 (5 —4 x )++ 去 (5 — 44吾 





15 

8 


24 

27 

24 


1 

6 


□ 


解2用定积分的换元法，令\/5 - 4 x = t , 则有 a ： = - j (5 - t 2 ), dx 


当: r 从 -1 到 1 时， f 从3到 1. 于是可计算 如下: 


1 


xdx 


V ^5 — 4 x 




3 


(5- t 2 )dt 


8 




(5 — t 2 ) dt 


8 


(5 t 


3 



i ( 6 - 4 吾) 


6 • 


□ 


解 3 用定积分的分部积分法可计算如下： 


xdx 


V 5 — 4 x 


xd 




二 —- i - x \/5 — 4 x | -f 1 \/5 — 4 x dx 

=+ 3 ) + + • (— j ) •吾 ( 5 _ 4x ) 2 


2 


12 


(1-27) = -2 + 


3 

13 
6 


6 • 


□ 


2 


td 亡，且 
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在用换元法计算定积分时，有可能出现积分区间为无界的情况，后者是一种广义积 
分（见 §4.4). 下面就是这样的一个例子. 

习题2250令: c - 丄=(，计算积分 f 

x J-1 1 + x 4 


解（参见 §3.1.3 的习题 1712.) 由于 t ( a :) = o : — 士在点 a : = 0处有间断，不可能在 
l ^ x ^ l 上换元.利用所求积分的被积函数为偶函|[，先将积分变换 如下： 


1 1+ X 2 

-1 1 + X 4 


dx = 2 



+ x 


2 


+ X 4 


dx . 


这时从 t ’（ x ) = 1 + 


X 


2 


〉0可见从 a : 到 i (以及从 f 到 rr ) 为严格申调递增.然而 : r 


从0到1却对应丁 • t 从 - oo 到0,闵此这里山现了广义积分.由 T 广义积分是通过将积 
分限取极限得到的，因此可作如下 计算： 


2 


1 1+ x 2 

0 1 + X 4 


dx = 2 lim 

6：->+0 


X 


2 



dlx 


X 


2 


- dx = 2 lim 

+ x 2 ㈠ +o 


- i) 


2 

: r - 二丨 +2 
x 


dt 


2 lim , 9 ^ 

T-^-oo J T t 2 + 2 

y /2 lim arctan -^= 

T->-oo V 2 


0 


T 


n 


V 2 9 


□ 


注为简便起见，今后也经常将以上换元计算与取极限的过程写为 




y /2 arctan 


V 2 


o 


n 


V 2 


习题 2251( a ) 说明为什么在下列积分中用代换纟 = a ： l 会引致不正确的 结果: 



dx . 


解从 t = xi 来看，它是 X 的偶函数 ， x = ± l 对应于同一个值 i = 1，因此代换后 
的积分只能等于 0. 无论是命题 4.6 还是命题 4.7 都不允许山现这样的情况.然而本题 
的积分显然等于2,因此不可能用这样的代换来进行正确的计算. 

这时有: r = = ft 其值域为 [0,+ oo ), 而积分 R 间为 -1 彡 z 彡 1. 在如下的形 

式计算中 ， dz = dt , 认为 x = ± l 时对应于同一个值 f = 1,当然只能得到错误的 

结果： 
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改正以上错误的方法之一是在 —1 彡 re 彡0上令£ = - xi , 而在0彡 re 彡1上令 f 
这样即可得到正确的积分结果为2 .口 


注从命题 4.7 可知，代换 x = 不是严格单调函数时仍有可能用于定积分 
的计算.就本题来说，如令: r = = sint, 一晉彡 t 则有- f ) = 一 1 ， 

= 1,这时有 dx = cos ^ d ^, 从而可以得到正确的答案 如下： 



cos tdt = 


sint 


5 k 

~ 


T 



习题 2256 设 /( a :) 在闭区间 [A B ] 上连续， [ a , &】 C ( A , B ), ^ [ a - x , b - x ] C [ A } B ] 
时，求 b /(x + y ) dy ①. 

解 作代换 t = x + y ， 其中 : r 为参数， T 是有 y = t - x , dy = dt , 当 2 /从 a 到 6 时, 
亡从 a + a : 到6 + : r . 于是有 

r r 6 +x 

f(x + y ) dy = f ( t ) dt . 

，• a+x 

这样就可以通过对于变动积分限求导得到 

去 J:/(x + y)d y= 去仁 /(_ 

= /(6 + x)-/(a + x ) •口 

注 本题的定积分中 y 是积分变量，而 a : 是参变量.今后在学习了含参变量积分的 
理论之后（其习题见 §7.1), 就知道在/为连续可微的条件下，本题对于参变量 x 的求导 
运算可以与对于2 / 的积分运算进行交换，从而有 

去 6 f(x + y ) dy = * -^ f ( x -^ y)dy = f’(x + y)dy 

OL CL (X 

= f(x - \- y) V = f(x + 6) — /(x + a ). 

y=a 

本题的意义在于，只要 / 连续，就可以得到相同的结果. 


习题2260引入新变量 t = 计算积分 

JU 



解1 (概要）对于换元法来说，这是很自然的选择.然而由于 t ( l / 2 ) = t ( 2 ), 因此不 
能用命题 4.6 和 4.7. 通过申调性分析，知道在[|，1]和[1，2]上分别严格单调，因 
此可分别在这两个 K 间上求积，具体的计算从略 .口 

解2用分部积分法可计算 如下： 


①原题的条件 [ a , 纠 C [ A ， 不足以保证当 a : 的绝对值充分小时满足 [ a - x , b - x ] C [ A , B ]. 
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; 卜- 


X 


X 


e 


X 


dx 


r2 


e 


T 



X 


dx 


r2 
l 

T 

r2 



e X 十 X dx +1 nn A X 


x xd(e 


2 


e 


X 十 - 1 / X 

x dx + ( x e x 


T 


2 

r 2 x + 

1 一 

• 1 e 

T 

J T 


3 


5_ 


x dx = e 2 . □ 


解 3 从解 2 可看山 


d ，: re 〜 


dx 




X 


+ x ( 1 


X 


X 


2 


e 


X 


1 -f X 




X +丄 

e x 


丁•是就可在积分区间[|,2]上用牛顿-莱布尼茨公式得到 


r2 


1 + X 


2 


X 


e x x dx = ( xe x x 


2 


T 


O A 

吾 e 2 . □ 


习题 2264 设 f ( x )= ["^(工 士 1 ) -，求积分' 3 


x 6 {x — 2) 


r ⑷ 


+ / 2 ㈤ 


dx 


分析由于 f ( x ) 在点 rr = 0 和 rr = 2 附近无界，因此 f \ x ) 也一定无界（参见 


§2.6.4 的习题 1254), 这表明本题的积分实际上是有两个奇点的广义积分.在将积分 
分拆， [-1,0], [0,2]和 [2,3 j 三个区间上的积分之后，与前面的习题2250相似，利用 

/ (二1 、 dx = arctan /( x ) -f C , 这时仍然可以用牛顿-莱布尼茨公式来计算其中的 
1 + /⑻ 

每一个积分 .口 


习题 2274求积分 | arcsin 

0 



X 



X 


dx . 


解1作代换亡 


丁是可计算 如下: 



X 


1 + X 


，即 a : 


^ 2 -. 当 x 从0变到3时 ，《从 0变到 也 


t 


2 


「3 


0 


arcsin 



x 


+ x 


dx 


t 2 


「乎 

arcsin td ( - 0 

0 \ l - t 2 



亡 2 \ I 2 

arcsin t 


t 2 


HI 。 2 -L 


2 


t 2 


(i-t 2 ) 吾 


dt 


n 


T 


0 ^ J de (这是对前-个积分作代换 k ㈣ 的结果) 


T 


n — I ( sec 2 汐 一 1) d 汐 = 7i — (tan 汐一汐 ） | 
o lo 


T 


4 tc 


\/3. □ 


解 2 作代换 t = arcsin 


in v 


X 



-,! S.JWx = tan ^. 当 : r 从 0 到 3 时， t 从 0 到 f . 


丁-是可计算如下，其中第一步用分部积 分法: 
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•3 

0 



arcsi 


in VT 


X 


-f x 


dx 


rT 


o 


t d ( tan 2 1) = t tan 


2 


~3 


0 


K 


3 


▼ 

rT 


( sec 2 1 — l)dt = n — tan t 


n 


3 

o + 3 



T 


tan 2 t df 


yTC-V^. □ 


4.2.5 对称性及其应用（习题 2257-2259, 2263, 2265-2267, 2276) 

我们将涉及对称性的一些积分题集中在这个小节. 

这里所说的对称性是在较广的意义上来理解的，即泛指在某种变换下保持的不变 
性（参见名著 [33]). 例如，偶函数就是其图像在关于 O? /轴（即直线 x = 0) 作反射时不 
变，奇函数就是其图像在关于原点 O 旋转 180° 时不变，周期函数就是其图像在 Oa: 轴 
方向作周期长度的平移时不变.这些不变性在积分计算中都很有用. 

不仅如此，有时还可以通过巧妙的换元手段创造对称性，从而求山某些较难计算的 
定积分.由丁•这些积分中的被积函数的原函数未必是初等函数，因此难以通过计算不定 
积分和牛顿-莱布尼茨公式得到.在这个意义上本小节突破了本节的标题的限制. 

下一题是函数奇偶性的基本积分结果，其证明从略（其中连续条件可改为可积). 


数时， 


习题2258 证明： 若函数 /( x ) 在闭区 .间上连续，则⑴3函数 f { x ) 为偶函 

rl rl . . rl 


f ( x ) dx = 2\ f ( x ) dx ; (2) 当函数 f ( x ) 为奇函数时, 


0 


f ( x ) dx = 0. 


给山这些事实的几何解释. 


现在我们将以上的对称性作进一步推广，这对丁•某些积分的计算是很有好处的. 
首先可以注意到，在区间 [ a ,6] 上有定义的任意函 
数/( X )，如果将自变量换为 a ^ b - x 之后的函数记为 
g ( x ) = /(a + 6- x ), 则如右图所示，这两个函数的图像 
关丁-(通 过区间 [ a ,6] 的中点的）直线 x 
对称. 


a-\-b 


这种对称性的分析表 达为： 在 a < < 6时成立 

=/( 乎 + ( — 



X 


9(x) = /(a + 6-x) 



/( x ) 与 /(a + 6 — z ) 的图像 


在函数 / Or ) 于 [ a , b ] 上可积时，即可证明以下有明显几何意义的等式成立 


「6 


/(x)d 


rfc 


为此只要对 于右边 的积分作代换 t 

rb 


a + 6 


/(a + 6 — x ) d ； 


x , 并最后将 t 再记为 X 即可 

n rb 


(4.6) 


/(a — x)dx = — f ( t ) dt 


b 


f ( x ) dx 


对于区间 [0 7 a ] 上的可积函数 f ( x ) 则有 


o 


f { x)dx 


o 


/(a — x ) dx . 


(4.7) 
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这个公式以及相应的代换 t = a - x 是导出以下一系列结果的主要工具. 

下面考虑在区间 [0, a ] 上的函数的两种新的对称性： （1) 关于区间中点 f 的奇对称 
性， （2) 关于直线 x = f 的偶对称性. 

例题（参见下面的附图 ）（ a ) 正弦函数 sinx 在区间 [0, 2 tc ] 上关丁•其中点 x = K 为 
奇函数，而在区间 [0, tc ] 上关于直线 x = f 为偶函数 .（ b ) 余弦函数 cosx 在区间 [0, 2 tc ] 

上关于直线 x = 为偶函数，而在 R 间 [0,7 C ] 上关丁•其中点 X = f 为奇函数. 



( a ) ( b ) 

区间 [0, 2 兀 ] 和 [0,7lJ 上的两种对称性的例子 


利用 (4.7) 就不难得到以下两个结果. 

命题 4.8 设函数/在冈间 [0, a ] 上可积，且关于区间中点 f 为奇函数，即对于 
x e [0, a ] w f { x ) = -/(a - x ), 则成立 

f ( x ) dx = 0. 

. o 

证将 （4.7) 右边的被积函数用条件 /(a —: r ) = - /( x ) 代入即得 • □ 


命题 4.9 设函数/ 在区间 [0, a ] 上可积，且关丁•直线 x 


^ 为偶函数，即对丁 


X e [0， a ] 有 f ( x ) = f(a - x ), 则成立 


a /0r)d. 

Jo 


T 


o 


f ( x ) dx . 


证将 [0， a ] 上的积分拆为 J ^/( a :) d:r = f ( x ) dx -f a _ fi x ) 
二个积分作代换 x = a - t , 并利用 ° 条件 /⑷ =/(a — 0 就得 pf 


然后对右边第 


f { x ) dx = \ 2 f ( x)dx - [° a /(a - 
Jo Jo J 了 


a 

2 [ 2 f ( x ) dx . 

Jo 


□ 


注上述两个定理所利用的对称性在定积分计算中是常见的，例如 



cos 3 xdrr = 0, 



cos 4 x dx 


、 I 
4 

. 0 


T 


cos 4 x dx 


对丁•在 [0, a ] 上不一定具有上述两种对称性的可积函数，可以用以下命题中的方法 
生成在 [0, a ] 上关丁•直线 X =^ r 的偶函数.这对丁•某些积分的计算是有用的. 


命题 4.10 设/在 [0， a ] 上可积，则成立 


a 



f ( x ) dx = 2 [ f ( x ) + /(a — x )] dx . 

Jo 


(4-8) 
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证由丁 〆 : T )=/(： T)+/(Cl - 2：) 关于直线 
式 （4.7) 和命题 4.9 即可得到 


2 


为偶函数，因此只要联合使用等 


0 


/( x ) dx 


2 



f ( x ) dx - I - f(a — x ) dx 

o Jo 


f 


2 [ f ( x ) + f(a — x )} dx . □ 
• o 


注实际上命题 4.10 和公式 (4.8) 已经覆盖了前两个命题的结论.此外，当然还可 


以将 (4.8) 推广到更一般的 [ a , b ] 区间 上，得到 


、b 


f ( x ) dx 



a+6 

2 


[ f { x ) + /(a -f 6 - x )] dx 


(4.8，) 


下面举这类问题中的一个常见例子. 


例题证明：对任意实数 a 成立恒等式 


n 

T 

0 


dx 


1 + tan a x 


n 

rT 
0 


dx 


1 + cot a x 


n 

4 


证易证两个积分相等，因此只需计算第一个.按公式 (4.8) 计算其被积函数得到 


1 


1 + tan a x 



1 


1 + tan a (| - x ) 


+ tan a x 



1 


1 


1 + tan a x 



1 + cot a x 


tan Q x 
+ tan a x 


1 


它在 [0,7 C / 4 ] 上的积分就是 口 


习题 2257 证明： 若函数 f ( x ) 在闭区间 [0,1] 上连续，则 


K 

( a ) J /( sinx ) d . 
解 （ a ) 作代换 


rT 


o 


/(cos rr ) dx ; 


( b ) 


0 


/( sinx ) dx 


jx 

T 


m 


o 


/( sinx ) dx . 


f - t , 即有 d:r 


- dt , 当 a : 从 0 到号时， t 从 I •到 0 


丁•是有 


JC_ 

T 

o 


/( sinx ) dx 


T 

o 


/( cost ) dt ^ 


再将右边的积分变量改记为 x 即可. 


( b ) 作代换 X = n-t, 即有 da : = -dt, 当 x 从0到71时，{从 7 C 到 0. 于是有 


0 


x /( sinx ) d 


o 


(兀一 t ) f (sin t)dt = nT f { sint ) dt — tf ( sint ) dt , 

Jo Jo 


然后将右边的两个积分的积分变量改记为 x ， 再将第二个积分移到左边，两边除2即可 
得到所要的等式 .口 

注读者不难验证： （ a ) 是公式 （4.7) 的特例， （ b ) 是公式 (4.8) 的特例 • 


习题2259 证明： 偶函数的原函数中有一个为奇函数，而奇函数的一切原函数皆 


为偶函数. 


注在第三章一开始的命题 3.1 的 (1),(2) 中已经证明了本题的结果，其中只需要 
原函数和不定积分的基本概念. 
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解若 f ( x ) 在关于原点为对称的区间上连续，则可以用定积分来写山其不定积分， 


即有 


J / ⑷ d _ 


CX 


0 


/ ( i ) dt -|- C , 


其中 C 为任意常数（参见 §4.2.7 的习题 2302). 

这时若/为奇函数，即有 f (- t ) = - m , 则在上式右边的积分中作代换 t t , 

即有 df = - dr , f [—丁 ） = -/( r ), 而当 t 从0到: r 时， t 从0到- x . 丁是有 


rx 


/⑷& 


x 


0 


-/(- r)]d 


X 


0 


/(T)dT ， 


可见 


rx 


0 


nt ) dt 以及加上任意常数后得到的所有原函数都是偶函数. 


若/为偶函数，即有 n - t ) = /⑷，则在作同样的代换 f = - t 之后，就有 



X 


f ( t ) dt = - /(- r ) d 

o Jo 


x 


0 


/(T)dT ， 


可见 


rx 


0 


f ( t ) dt 是奇函数.然而这个奇函数加上任意非零常数后得到的其他原函数都不 


会是奇 函数. 因此在原函数中只有唯一的一个是奇函数 .口 


下一个题中的积分是利用对称性的典型例子.苏州大学的刘枫同志告诉编者，利用 

Risch algorithm , http :" en • Wikipedia . org / wiki / Risch . algorithm , oj 以严格证 

明其被积函数的原函数不是初等函数. 


习题2263求 


m 


xsmx 


o 1 + cos 2 x 


dx 


解 1 作代换 x = n - t , 则有 drr = - dt , 当 a : 从 0 到时， t 从 7 C 到 0. 丁-是有 




xsinx 


o 1 + cos 2 X 


dx 




(71 — t ) sin t 


o 1 + cos 2 1 

m 


dt 


nsint 


o 1 + cos 2 1 


dt — 



tsint 


o 1 + cos 2 1 


dt 


n 

"2 


r sin t dt 


o 1 + cos 2 t 


.= 


—音 arctan(cos t ) 


n 


0 


= — 


d ( cost ) 

1 + cos 2 1 

f(-f-i) 



n 


2 


4 


□ 


解 2 直接用命题 4.10 的公式 （4.8), 则先计算 

(7 C — x ) sin (7 C — x ) 
1 + COS 2 (7 C — x ) 


xsmx 


1 + cos 2 x 



Tcsinx 


1 + cos 2 x ' 


然后就有 




m 


0 


xsmx 


+ COS 2 X 


dx 




1 71 SI 

. 0 1 + 


7 C sin x dx 


cos 2 x 


T 


—7 carctan ( cosx ) 

o 


n 2 

丁 


□ 


下面的习题 2265 和2267是与周期函数的积分有关的两个最基本的 结果. 
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习题2265证 明：若 f ( x ) 为定义在 - oo < a : < + OG 上的周期为: T 的连续周期函 
数，则 


式中 a 为任意实数. 



f ( x ) dx = f ( x ) dx , 

Jo 


解 1 


利用定积分关于冈间的可加性写出 


* a+T 


f ( x ) dx 




f ( x ) dx -f f ( x ) dx + 


'a+T 

/ ⑻ dx ， 

T 


然后对于右边第三个积分 [ a+T f ( x ) dx 作代换 z f + T , 则当从 T 到 a + T 时 t 从 
0 到 d ， 因此得到 T 


ra+T 


T 


f ( x ) dx = [ f(t -\- T ) dt = [ f ( t ) dt = - f ( t ) dt , 

Jo Jo Ja 


代入前式即得 •口 


解 2 从几何图像上考虑，对干积分冈间 [ a,a + T ], 存在整数 A :， 使得 a < A:T < 
a + T . 于是如附图所示，只要将上的曲边梯形“移动”到 [a + T ，（ A : + l ) T ] 上就可 
以得到 AT , (k + l ) T ) 上的曲边梯形，它“显然”与 [0, T ] 上的曲边梯形是相同的. 



习题 2265 的附图 


以下将上述直观想法用分析语言写出.先作分解 


ra+T 


f ( x ) dx 


•fcT p 

/( x ) dx + f ( x ) dx , 
• a J kT 





然后对上式右边的第一个积分用换元法，令 t = a : + T ， 则得到 

rkT r(A:+l)T f(fc+l)T 

f { x ) dx = I f(t — T ) dt = f ( t ) dt . 

cl~\-T J d+T* 


r 是得到 



f ( x ) dx 


(fc+l)T 


a+T 



f ( x ) dx + [ f ( x ) dx 

JkT 




<fc+l)T 


kT 


f ( x ) dx 


然后再在最后一个积分中令 x-kT = t , 就得到 

r(fe-fl)T rT cT 

f { x ) dx = f(t + kT ) dt = f ( t ) dt , 

JkT JO Jo 

其中利用了周期条件 /G + A : T ) = /(().□ 

解 3 以上两个证明中只需要 / 在任何有界 K 间上可积即可.由于在本题中的/为 
连续函数，因此还可以用对积分限求导的方法来证明. 

ra + T * 

定义 = j /( x ) dx , 其中 a 为自变量.由于/连续，因此就有 

° F f ( a ) = f(a + T )- f ( a ) = 0, 
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可见 F ( a ) 关丁 • a 为常值函数.这表明对任何 a 有 F { a ) = F (0), 而这就是 


f ( x)dx 



f ( x ) dx . □ 


习题 2266 证 明：当 n 为奇数时，函数 


F ( x ) 


rx 


sin n fdt 和 G ( x ) 


rx 


0 


cos n t dt 


为以 2 tc 为周期的周期 函数； 而当 n 为偶数时，其中的每一个皆为线性函数与周期函数 
之和. 


提示由于在下一个习题2267中将 证明： 任何周期函数的积分可分解为线性函数 
与周期函数之和，且若在此分解式中的线性函数的一次项系数为0,则就是周期函数，因 
此本题只是它的特例.不妨先做下一题后再来做本题 .口 

习题2267证 明：若 f ( x ) 为以 T 为周期的连续周期函数，则函数 

f(x ) = r nt)dt 

JXo 

在一般情况下是线性函数与周期为了的周期函数之和. 


分析（参见第三章幵始的命题 3.1(3)) 若结论为真，则存在分解式 

F ( x ) = cx + g ( x )^ 


其中 〆 a : + T ) = pOr ). 于是就有 


g(x + T ) = F(x + T ) — c(x + T ) = g ( x ) = F ( x ) — cx , 


这样即可求山 


cT = F(x + T )- F { x ) 


rx+T 


/ ⑷ d 亡 




X 


rT 


o 


/ ⑷ d 亡， 


其中利用了习题 2265 的结论，于是就求山了常数 c 为 

1 rT 


C 


T 


0 


f { t ) dt . □ 


解定义 


g ( x ) = F { x ) — cx 



= | f ( t ) dt 

Xq 


T 


rT 


0 


/ ⑷成 


这时有 


g(x + T )- g ( x ) 


rx+T 


X 



mdt ~ l o mdt = 0 ^ 


其中再次利用了习题 2265 的结论.这就证明了如此定义的 g { x ) 确实是周 期为了 的周期 
函数，因此有分解式 /(4 = cx + ^: r ). 口 


注从证明过程还可以回答一个与本题有关的常见问题，即周期为 T 的函数 / Or ) 
的原函数在什么条件下一定是周期函数？回顾证明，即可知道这个条件就是 c = 0, 即 
f ( x ) 在一个周期上的积分为 0. 例如， sin 2 ：和 cosx 就是如此（请与命题 3.1(3) 中的 c 的 
意义作比较). 
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习题2276求 


r2n 


dx 


o sin 4 x + cos 4 


解1在 §3.4.3 的习题2035已经求山了本题的被积函数的不定积分，其中解2与 


解3的答案为 


dx 


sin 4 x + cos 4 


V2 


arctan 


tan 2 x 


)+c_ 


然而上式右边的表达式并非 


1 


A 


在区间 [0,2 tc ] 上的原函数，因此需先用对 


sin x + cos ' 

称性将积分区间缩小后才能用牛顿-莱布尼茨公式.三次用命题 4.9 后即可求积 如下: 


r2n 


0 


dx 


sin 4 x + cos 4 


8 


T 

0 


dx 


sin 4 x + cos 4 x 


8. 


V 2 


arctan 


8- 


1 n _ 

72 2 " 


tan 2 x 

~7T~ 

2 y /2 n . □ 


T 


o 


解 2 利用 


sin 4 x + cos 4 x = ( sin 2 rr + cos 2 x ) 2 — 2 sin 2 x cos 2 x 

sin 2 2 x = y(l 4- cos 2 2 x )， 


1 


即可求积如下: 


r2n 


dx 


o sin 4 x + cos 4 x 


16 


T 

0 


dx 


1 + cos 2 2 x 


8 


T 


dt 


8 


o 

r+oo 

o 


1 + cos 2 t 

du _ 
u 2 + 2 ■ 


8 



T d ( tan ^) 
d 2 + tan 2 


4 \^2 arctan 


u 


V 2 


+oo 


0 


2\/27 C . □ 


4.2.6 含有参数 n 的定积分计算（习题 2281-2300) 


对丁含有正整数参数 n (或 m , n 等）的定积分计算， 一 种常用方法是先导出递推公 
式 （§3.4.4 中的部分习题就是如此)，然后再作递推计算.当然不通过递推而可直接计算 
的情况也是很多的. 


这方面最有用的结果之一就是在习题 2281-2282 中的 sin 71 re 和 cos n : r 在[0,晉]上 
的定积分计算.由于在教科书中都有它们的推导，这里只列山所得到的公式备用. 


其中的常数/为 



(n- 1)!! 


n !! 


I ， 


(4-9) 



n 为奇数， 
n 为偶数. 


(4.10) 
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这个公式在今后的许多计算中都会用到，因此需要记住.例如，读者若能记得这个 


公式，即可直接写出以下几个等式: 


JL JL 

cos 2 xdx = sin 2 x dx 

0 Jo 


7C 

2 • *2 


A 

T 


n 

o 


JL 


cos 2 x sin 2 xdx = [ 2 cos 2 (1 — cos 2 x ) dx 

Jo 


n 

2 2 


(- 1 ) 


K 


16 


K 

T 


o 


sin 7 xdx = ^ f ^ 


7-5-3 


16 
35 • 


习题 2283 利用递推公式计算含有正整数值的参数 n 的积分 J n 
解利用三角恒等式 tan 2 x = sec 2 x - 1即可递推 如下： 




T 

o 


tan 2n xdx . 


In 



JL 

T 


tan 2n ~ 2 x ( sec 2 x — 1) dx 



T 


tan 2n_2 x d ( tanx ) — I n — 


2 n-l 


tan 271 " 1 x 


JL 

T 

o 


— In 


2 n - 1 


一 In 


然后从 /o 


K 

T 

In 


山发即可递推得到 


2 n - 1 


2ti — 3 


-f ...4-(- l ) n _1 - h (- l) n 


n 




(-D n {i- 


广 1 6 


□ 


注仿照后面 §4.3 的习题 2326.1( b ), 不难证明本题的积分 J n 当 n -> oo 时的极限 
为0,从而就得到著名的莱布尼茨级数（又见 §5.5.3 的习题2869与 §5.6.1 的习题 2938): 


T 


1 — g- + 4— ... + (― i) n_l 


5 


2 n — 1 


+ 



(-l) n 


2 n - 1 


n 


习题 2286 用递推公式计算含有正整数值的参数 n 的积分 J n 


0 


x m ( lnx) n dx . 


解用分部积分法得到 


In 


X 


m+1 i^n 


然后从 /o 


m + J 

.1 

=I x 771 dx 
o 


\ n Tl x 


l 


n 


+o m +1 


i 


o 


x^ilnx^dx 


n 


m + 1 


In — 


1， 


m + 


山发即可递推得到 


!n = (-1) 


n 


n \ 


(m + l) n 


+i • 


□ 


注本题的答案对于大于 -1 的任何实数 m 都对.当 m < -1 时，从 §4.4 的广义积 
分理论可知积分发散. 


在《习题集》中指出，以下的积分计算可以利用欧拉公式在复数域中进行.（在本 
书前面已经有许多这方面的例子 .） 在下面的题解中，我们将根据哪一种方法更为有效 
来决定用什么解法. 
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用欧拉公式和直接计算即可验证下面的两个习题 2288-2289 的结论.它们是今后计 
算的基础.例如，第二个习题表明，对于指数函数 ( A : 一 0) 的计算公式 


rb 


e kx dx 


T 


e 


kx 


b 


}( e kb - e ka ) 


在 A : 为复数的情况仍然成立.这里只列出这两个习题，其证明从略 
习题2288 利用欧拉公式 e irr = cos a ; 4- i sin x , 证明： 


r2n . . 

e mx e -imx dx 

0 


o , 

2兀， 


若 m # n ， 
若 m = n . 


其中 m 和 n 为整数. 


习题 2289 证明 



e 


(a+i^)x dx 


e 6(a+i^) _ e a(a+i/3) 

a + i/3 


其中 a 和 0 为常数. 


对丁•下面的习题 2290-2294， 《习题集》中提出利用欧拉公式 


COSX 


2 


( e lx + e 一 1X )， sinx 




2 i 


(e 


IX 


e — ix ) 


进行计算.下面的题解则从更广泛的范围来选择方法. 


JL 


习题2290 求 


2 sin 2m re cos 2n :r dx ， 其中 n 和 m 为正整数 • 


解经过尝试，本题不用复方法可能更简单 一点. 将积分记为 /( m ， n )， 则可用分部 


积分法推导其递推公式如下: 


J ( m ， n ) 


JL 

2 sin 2m x cos 2n x dx 
0 




n_ 

f2 sin 2 m xcos 2n_1 
0 


xd ( sinx ) 


2 m + 1 

2 n - 1 
2 m + 1 


sin 2m+1 xcos 2n-1 x 


JC_ 

T 



o 


2 n - 1 
2 m + 1 


K 

T 

o 


sin 2m+2 x cos 2n 


2 


xdx 


n 

r T 
0 


sin 2m x(l — cos 2 x ) cos 


2n — 2 


xdx 


[ J ( m ， n -1)- J ( m ， n )] 


2 n - 1 


2 (m + n ) 


/( m , n — 1). 


再利用公式 (4.9) 即有 J ( m ，0) = ( U ! W . . f ，于是就可递推得到 


/( m , n ) 


(2 n - l )(2 n -3) 


• • 


2 n (m + n)(m + n — 1) • • • (m + 1) 


J(m ， 0) 


(2 n - l )!!(2 m - 1)!! K 
2 m + n (m + n )! 


□ 


对下一题先给出递推公式的解法，然后介绍两种直接计算 方法. 
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习题2291 求 



sin re 


解1记所求积分为4,用三角恒等式即可导出递推公式如下（其中设 n 〉 2): 


In 



sin(n — l)xcosx + cos(n — l)xsinx 


o 


smx 


dx 


「 sin(n — l)xcosx 


o 


sinx 


da ; + 厂 cos(n — l)xd 


X 



[ sin(n — 2 )xcosx + cos(n — 2 )xsin x ] cosx 


smx 


dx 


「 （1 — sin 2 x ) sin(n — 2 )x 


o 


smx 


dx cos(n — 2 )x cosx dx 


In 


2 



In 


nz 

0 
m 


2 



[ cos(n — 2 )xcosx — sin(n — 2 )xsin x ) dx 
cos(n — l)xdx = I n -2 - 


由 A = 7 C 和 J 2 = 0 开始作递推即可得到 / 2 / e+l = 7 C 和 =0. □ 


解 2 

sin nx 
sinx 


记所求积分为 A . 用欧拉公式，则有 



— e i ( n - l)x e i ( n -3 )x ^_ e - i ( n -3 )x ^ e - i ( n - l)x 


然后分别讨论 n 为奇数和偶数的情况. 


(4-11) 


当 n = 2 A :+ 1时，在 (4.11) 右边有奇数项，在各项的指数中， n - l , n -3,... ,-( n - 
3),-( n - l ) 都是偶数，在正中间一项的指数等丁 • 0. 除了这一项在 [0,7 r ] 上的积分为 7 C 
之外，将其中 的第） 项与倒数第 j 项相加，并再次用欧拉公式，这样就在 j = 1,2,... 
均有 

[ e i (2 j)x _ j _ e - i ( 2i)ij dx = 2 cos 2 jx dx = 0, 

. 0 Jo 

可见 hk-\-l = 71* 

a n = 2 /c 时，采取相同的方法得到的 A : 个积分也都等于0,只是这时在 (4.11) 右边 
只有偶数项，每项的指数为奇数，因此可用相同方法得到 / 2fc = 0. □ 


解3 (概要）利用三角函数的积化和差公式，即可分别得到如下的恒等式（这里可 
参考 §2.1.4 的习题 1024( b ) 中的计算方 法)： 


sin (2 /c + l)x 


sinx 


1 + 2 (cos 2 x + cos 4 a ; + ••• + cos 2/ cx ), 


sin (2 A :) a : 

sinx 


2 [cos x + cos 3 x H - h cos (2 A : — l ): c ]， 


然后在队 7 C ] 上积分即可得到与解 1 相同的答案 .口 


注在区间 [0,7 C ] 上有 

sinn(7i — x ) 二 , i)n+i sin nx 
sin(TC-x) — ( ’ sinx 5 

因此当 n = 2 A : 时，被积函数关于区间中点 f 为奇函数.利用 §4.2.5 中关于对 
称性的命题 4.8 即可知其积分^ = 0. 
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习题2292求「 --- S(2n + 1)3： dx. 

Jo cosx 

解（概要）记所求积分为 / n . 习题2291的三个解法都可以用于此题.例如用其中 
的解1即可得到递推公式忍=— / n - l . 因有即得 J n = ( - 1) 7 ^. 当然除了这三 
种解法之外也还有分部积分法等可用 .口 


习题2293求 cos n x cos nx dx. 

. o 

解 1 记所求的积分为 a , 用分部积分法计算如下: 


In 


cos n xsinnx \ n 


cos 71-1 x (sin nx sin x + cos nx cos x) dx — I n 




cos n ~ 1 xcos(n — l)xdx — I n = -i-/ n 


再利用心二:^可见就有心二^^口 
解 2 记所求的积分为心，引入复积分 


U n 


CK 

cos n 

. 0 


xe lnx dx , 


则 / n 是的实部.利用分部积分法就有 


I n = Re(U n ) = Re(^- e inx cos n x -f 4 



mx cos n 


x sinx dx 


Hg ( cos n_1 x [ e mx (cosx — i sin x) — e inx cos x] 


Re(t/ n _i — Un) = ’n - 1 — In 


In 


以下与解 1 相同 .口 



习题 2294 求 sin 71 x sin nx dx. 


提示记所求积分为 / n . 当 n = 1 时有 



sin 2 x dx 


f . 对于 n 彡 2, 用习题 


2293 的两个方法都可得到递推公式 4 = _ j / n -2. □ 


习题2295求 | sin 



xcos(n + l)xdx (n 为正整 数). 


解 1 从 sin n+1 xcos(n + l)x 的积分开始作两次分部积分，得到 



sin 


n+1 


x cos(n + l)xdx 


sin(n+l)x 丄 mj 71 


n + 


sin 


n rn 

— sin n x cos x sin(n + l)xd ； 

o Jo 


cos(n + l)x . 


n 



sin x cos x 


兀 1 PTC 

- - cos(n + l ) x ( nsin n 一 1 x cos 2 x — sin 71 十 1 x ) dx 

o n 1 Jo 


i rn 19 

- r- cos(n + l)x\n sin n ~ x(l — sin x) — sin 

n+ 1 J 0 、 


n+1 


x ] dx 


— sin 71 — 1 xcosfn -f l)xdx + sin 

几 +1 Jo Jo 


n+1 


xcos(n + l ) xdx , 
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可见本题的积分为0 .口 


解2 [13] 本题可直接求积 如下: 

sin n xcos(n -f l)xdx = 
o 


o 


sin n_1 x (cos nx cosx — sin nx sin rr ) dx 


sin x 


n 


cos nx 


o n 


o 


sin 71 xd(cos nx ) 




sin n x sin nx dx = 0. □ 


解 3 [6] 也可以从 


( sin n x cos nx ) 


n sin 71-1 x cos nx cos x — n sin n x sin nx 
n sin n — 1 a:(cos nx cosx — sin nx sinx ) 
nsin 71 " 1 xcos(n -f l ) x ? 


即可得到 



sm 


xcos(n -H l)xdx = — sin 71 x cos nx 


n 


0 


0. □ 


习题 2296 求 


o 


cos n 一 1 xsm(n + l)xdx (n 为正整数) • 


提示习题2295的前两个解法在这里都有效.此外，还可证明本题的被积函数在 
[0,71] 上关丁•其中点 I 为奇函数，因此可直接用 §4.2.5 中关于对称性的命题 4.8 得到其 
积分为 0( 参见习题2291的注) .口 


习题 2297求 


r2n 


0 


e 


ax 


cos 2n x dx (n 为正整 数). 


解记所求积分为则不难用分部积分求出递推公式，然而这个公式比较复杂, 
用它进行递推计算似不方便，还不如像习题2291的解2或解3那样直接积分为好. 


用欧拉公式可将 cos 2 " x 化为倍角函数之和 如下: 

2n -i 


cos 2n X 


e lx + e 


2 


2 2 


C^e 


i2nx 


+ C^e 1 


i(2n — 2)rr 



• • • + c 


2n 


… + C^-^-^ 271 - 2 ^ + C^e 


\2nx 


1 


2 2 


C 2 n + 2 C 2 n COS 2 ( n - k ) X 


k=0 


然后乘以 


e 


在 [0, 2 tc ] 上积分.这时可以利用 §3.1.6 的习题1828的结果，即公式 


e ax cos bx dx 


2 + p ( a cos bx + b sin bx ) H - C . 


或者直接用分部积分法计算定积分，就可以得到 


e 


0 


cos 2 (n — k)xdx 


a(l - e 一 27Ca ) 


a 2 -f 4 (n — k ) 


2 


于是答案为 


"27C 


e 


cos 2n x dx 


1 — e 


2na 


2 2 






2 


□ 
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习题2298 求 2 In cos a ; cos 2 na : da : (n 为正整数). 

. 0 

提示将被积表达式写为 Incosxd ( „ ) 之后分部积分，对积分号外的项用 
洛必达法则计算，对余下的积分则可归结为习题2292中的积分.该题的积分冈间虽然 
是 [0,tc], 但其被积函数关于区间中点 f 为偶函数，因此也就提供了本题的答案 .口 


习题2299 (欧拉积分） 多次利用分部积分法，计算 

B { m , n ) = [ x m_1 (l — x) n ~ l dx , 

Jo 

其中 m 和 n 为正整数. 

提示本题的答案为用分部积分法计算没有困难.这里要指山， 

这个欧拉积分也称为 W 塔函数，是用含参变量积分定义的重要的特殊函数.与它有关的 
习题见《习题集》的 §7.4, 其标题就是欧拉积分.只是那里的二元函数 B ( x ， y ) 的定义 
域为 x 〉 _1 ， 2/ > -1 ， 而本题只是对于 rr, 2 /为正整数的情况进行计算. 


习题2300 勒让德多项式仏@)可由以下公式定义： 

p n { x ) = * -^ r [(^ 2 - !) n ] (n = 0,1，2,…)， 


证明: 



P rn ( x ) P n ( x ) dx=l 5 2 

I 2 n + 1 ’ 


若 m # n ， 
若 m = n . 


证对于 m + n 、 不妨设 m < n , 且不必考虑在定义中的常数因子.这样就有 
j 1 {[( re 2 - l ) n ] ⑷. [ Or 2 — l) m ]( m )}dx = {[( x 2 - l ) 71 ]—- 1 ) • [( x 2 - 1 广] ㈣ }「 工 

- j 1 {[( x 2 一 l ) n ] (n_1) - [( x 2 - l) m ] (m+1) }dx 
=— J 1 {[( x 2 - l ) n ] (n_1) - [( x 2 - l ) m ] ( m +1) } dx , 

可见在 m + 1 次分部积分后就有 [( x 2 - 1广 pm + i ) 三0,而由于 n > m , 利用（: ^ 一 ^ 
有 n 重零点-1和1,因此在积分号外的项总是等于0的. 

对于 m = n , 可以如上面那样先作 n 次分部积分，利用[(: r 2 - 1) 叩叫= (2 n )!, 然 


后再用代换 x = sint , 并利用公式（4.9)，即可积分 如下: 


g(x)dx 


(~ l) n 

2 2 n ( n !) 2 

(2 n )! 

2 2 n ( n !) 2 


(2 n )\ ( x 2 — l) n dx 


(2 n )! 


2 2 n ( n !) 


2 


(1 — x 2 ) 71 dx 



T 


cos 2n+1 tdt 


(2 n )! 


2 2 ^( n !) 2 


• 2 - 


(2 n )!! 


2 


(2 n +1)!! 2 n + 


□ 


注这里指山本题的意义.它表明，将函数 f ( x ), g ( x ) 的积分 j ] f ( x ) g ( x)dx = 0 

作为两个函数正交的定义时，勒让德多项式构成在区间[-1，1]上的3数空间中的一个 
正交系.此外，还可见 P n { x ) 与所有 m < n 的 m 次多项式正交. 
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4.2.7 有界不连续函数的积分计算 (习题 2301-2315) 

为此首先要推广原函数和牛顿-莱布尼茨公式的适用范围. 


习题2301设函数 /( re ) 在卜6]上可积，函数 F ( x ) 在内除了有限个内点 
q ( z = 1,2,.*. , p ) 及点 a 与 b 为 皆满足等式 F \ x ) = /( x ), 而这些点是 F ( x ) 的第一类 
不连续点（广义原函数).证明： 

V 

f { x ) dx = F(b — 0) - F(a + 0) - ^[ F(ci + 0) - F ^- O )]. 



解不妨设 a < c \ < C 2 < • • • < Cp < 6, 且记 a = Cq , b = Cp+i, 则由定积分关丁 -R 


间的可加性，就有 



V 





i=0 


「Ci + l 


Ci 


f ( x ) dx 


根据定积分关于积分限的连续性定理（见 §4.2.3 的命题4.5(1))，对上式右边和式内的每 


个积分，即对 i = 0， l ， 


4有 


rci 


Ci 


rci+i—rj 

f ( x ) dx = lim f ( x ) dx 

H+Oj Ci+t7 


=lim [ F ( ci + i -T])- F(a + T])\ = F ( ci^i - 0) - F(ci + 0), 

r ;->+0 

其中用到在 r ? 〉 0 充分小时， F f ( x ) = f ( x ) 在区间 [q + V , Ci ^- v } 上成立，且厂 ㈨ 在 
每个点 Q 处存在两个申侧极限的条件. 


合并以上结果，就有 


「6 


f { x)dx 


±i 

i=o JCl 

p+i 


M 

f ( x)dx = ^[ F(ci 

+i — o) - F(a + 0)] 


o 


^ F ( c ,-0)-^ F(c + 0) 


0 


p 




F(b — 0) - F(a + 0) - ^[ F(ci + 0) - F ( a -0)]. □ 



注由此可见，为了能够在区间上使用广义的牛顿-莱布尼茨公式 

f { x ) dx = F{b - 0) - F(a + 0), 

我们要求 F ( x ) 在 [ a , 6] 上连续.否则就需要加入与内点 q 有关项的计算 • 

习题2302设函数 f { x ) 在闭区间 [ a ,6] 上可积，而 

F(x) = C + £/(Ode 

为 f ( x ) 的不定积分.证明：函数 F ( x ) 连续，丑在函数 f ( x ) 连续的一切点处成立等式 

’⑷=/⑻. 

问在函数 f ( x ) 的不连续点处函数 F ( x ) 的导数是什么？ 
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研究 例子： 

( a ) / (+) = l(n = ±1,±2,---),当 x — ^•时 /( x ) = 0; 

( b ) f ( x ) = sgnx . 

解要证明的两点已在前面写成为 §4.2.3 的命题 4.5 的⑴和 （2). 由于在微积分 
的每本教科书中都有它们的证明，这里从略. 

关于 F ( x ) 在函数 f ( x ) 的不连续点的可导情况，可以先看 xo 是 f ( x ) 的第一类不连 
续点的情况.根据冈间上的导函数不可能有第一类不连续点的定理（见 §2.6.5 中的命题 
2.2), 因此在点: r 0 处不可能成立 F f { x 0 ) = f ( x 0 ). 

下面观察题中提供的例子 （ a ) 和 （ b ). 

例子 （ a ) 中的函数 /( x ) 除去可列个点之外都等于0,因此任取区间 [ a ,6] 都只能得 
到 F ( x ) = C . 这时在点 1/ n 处， F \ l / n ) = 0,然而 /(1/ n ) = 1. 由于点 1/ n 都是第一类 
不连续点，因此这与上面的分析是一致的. 

还可看山，这些点 1/ n 都是可去不连续点，因此只要重新定义/在这些点上的值为 
0,就恢复了 /的连续性.这也表明，当吻是/的可去不连续点时， ^( xo ) 总是存在的. 

然而例子 （ a ) 中的 a : = 0是第二类不连续点，这时却有 F '(0) = /(0) = 0,这表明在 
第二类不连续点处 F , 与 f 的值可以相等（当然也可以不相等). 

例子⑼则反映了第一类不连续点的另一种可能性.容易看到有 F ( x ) = | x | + C , 
这时在 a : = 0处 F 不可导. 口 

习题2302的公式表明，可以用定积分写出广义原函数与不定积分.下面的习题 
2303-2308 就是这方面的计算题.举一个例子. 

习题2304求不定积分 | sgn ( sina :) dx . 

解由于被积函数是奇函数，因此其原函数都是偶函数（见 §4.2.5 的习题2259和 
第三章开始的命题 3.1). 又因被积函数是周期271的周期函数，且在一个周期长的区间 
(例如 [- tc ,7 c ]) 上的积分为0,因此原函数也是有周期2兀的周期函数（见 §4.2.5 的习题 
2267). 于是只要求山在 [0, tc ] 上的原函数表达式，然后偶延拓到 [-71,0], 再以周期加延 
拓到整个实数范围即可. 

在 [0,71] 上用定积分计算得到 

rx 

F ( x ) = C -h sgn(sin x ) dx = C x (0 彡 x 彡 71)， 

Jo 

丁-是在 [-7 C , 7 C ] 上的不定积分为 ㈤ + C \ 而对每个整数 A :， 在 [(2 fc — 1)7 C , (2 A + 1)71] 上的 
表达式为 |x - 2 fcTT | + C . 在下面的附图中作山了 C = 0 的原函数的图像 .口 

注上述原函数可以有多种表达式.例如， arccos ( cos x ) ^ C 就是一个不错的选择 
(参见第一册附录一的习题320和 §1.8.2 的习题770的注).若定义 （: r ) 是数 a : 到与它最 
接近的整数的距离，则也可以用 ( x / n ) + C 来表示这样的不定积分（参见第一册附录一 
的习题 362( e ) 的图像). 
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?/ 



习题 2309-2315 是定积分的计算题.在这些习题中的不连续性多数是由于在函数的 
复合运算中出现了符号函数 sgn ( x ) 和取最大整数函数 ㈤ 而引起的，一般只要分段求积 
即可.这方面只举一个例子，其中的被积函数在积分 R 间内有无限多个不连续点，从而 
需要通过对积分限取极限才能得到最后的结果. 


习题2314求定积分 | sgn [ sin ( lnx )] dx . 

o 


解 由丁 •在[0, 1] 上 sin ( lnx ) 的零点都是被积函数的不连续点，因此就知道存在无 
限多个不连续点 a： n = e ~ kn , A : = 0,1,2,… . 此外，作为它们的聚点 ， x = 0也是一个不 
连续点.参照习题2194中的函数 /( x ) = sgn (sin ^), xG [0, l ], 即可证明本题的被积 
函数可积. X 

丁•是根据命题 4.5(1) (或者习题2302)，即定积分是变动积分限的连续函数，因此可 
以通过下列极限来计算所要求的 积分： 

rl rl 

sgn [ sin ( lnx )] dx = lim sgn [ sin ( lnx )] d ； 


o 


/c—>oo l e -fcK 


lim 

fc—^OO 


(- l)dx + 


e 


—K 



—n 


dx H - h 


-2k 



(fc-l)K 


—fcK 


- i) fc d 


X 


lim [ — (1 — e — 71 ) + { e ~ n - e ~ 2n ) + … + (-1产 ( e _ (卜 ”兀— e "^)] 

fc->oo L 


(1 - e 一 K ) lim [ - 1 + e — 71 + ••• + (- l / e -*- 1 ) 71- 

fc-^oc L 


e 


n 


e 


n 



1 


□ 
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§4.3 中值定理（习题 2316-2333) 


内容简介本节主要学习两个积分中值定理在积分佔计和极限计算等方面的应用 


习题 2316( a ) 确定积分 


c2k 


0 


sin x dx 的符号. 


解1考虑到附图中被积函数的图像，即可看出本 
题的积分值小丁•()，且提示我们将积分分拆 如下： 







x sinx dx 



x sin xdx 4- 


c2k 


x sin 2 ： dx 


o 


然后在第二个积分中作平移代换 
后将 i 改记为 x , 这样就得到 


t + n , 并在代换 


x sin xdx — 


o 


o 


(x + 兀 ） sin x dx 


2 


3 


4 




= —n sin x dx < 0. □ 


习题 2316( a ) 的附图 

注本题的积分很容易直接计算山来，而不必作佔计.因此我们提山这样的问题, 
即从方法论的角度来看，若将被积函数中的 X 换为严格申调递增函数 f ( x ), 则相成的积 
分是否还是小丁 • 0?下面将看到，将解1中的方法作推广，或者利用两个中值定理，都可 
以证明这个问题的答案是肯定的 

解2设 f ( x ) 于区间 [0,2 tc ] 上严格申调递增，则利用解1的方法可以得到 

r2n nc r2n 

f { x ) sin xdx = f ( x ) sin xdx -f f ( x ) sin xdx 


o 


n 



f ( x ) sin xdx + f(x + n ) sin(x -f n ) dx 

o Jo 

= J 71 [/( x ) — f(x -h tc )] sin xdx < 0, 

这里最后利用了被积函数处处为负，因此积分必定小于 0( 参见 §4.1.4 的习题 2205) .口 
解3在 /( z ) 于区间 [0,2 tc ] 上严格申调递增且连续时，利用积分分拆和积分第一 


中值定理即可佔计如下: 

r2n 


f ( x ) sin x dx 


m 


o 



n 


f ( x ) sin xdx + f ( x ) sin a : dx 


/(Ci) sin xdx + f ( C2 ) sin x dx 


o 



[/(ci)-/(c 2 )] 


sin xdx < 0, 


o 


其中利用了 sino : 在区间队坰和 [ tc ,2 tc ] 上分别保号，从而可以两次使用积分第一中值 
定理得到 d € (0,71) 和 c 2 e ( tc ,2 tc ). 由于/严格单调递增，可见 /( d ) < /( c 2 ). □ 


①在解3和解4中都需要用到“中值”的内点性.在积分第一中值定理中，在/连续和保号的条件下可 
以保证 j b a f ( xMx)dx = /⑷⑷如中的“中值” c 为区间 [ a , b ] 的内点，即有 a < c < 6. 读者可以参 
看 [34] 的°例题 10.2.2 及 其注. 类 f 以的讨论还见 [32, 35 j 等参考书.此外，对于积分第二中值定理的€的内点 
件也有类似的讨论，见 [35]. 
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解4在 /( a :) 于区间 [0,271] 上严格申.调递增且非负时，利用积分第二中值定理有 


G (0,2 tc ) (见上页的底注)，使得成立 


r2n 


0 


/ ( x ) sin xdx = f (2 n — 0) 


r2n 


sinx dx 


/(2 tc — 0) •(— cos a :) 


2n 




/(2 tc -0)(1- cos 0 < 0. □ 


习题 2321 设 f ( x ) G C [0，+ oo )， 且 lim f ( x ) = >1，求 

X—> + CX) 


lim 

x—oc X 


研究例子 f ( x )= arctanx . 


o 


f ( t ) dt . 


本 


oo 


分析本题可以参考 §4.2.3 的习题 2233( d ) 的解 1. 如该处所示，在 这里应 用关于 
型的不定式的洛必达法则（即 §2.9.4 的命题 2.10) 是合适的. 

另一个方法是利用 §1.5.7 之3中的习题 608( a )， 于是有 


lim 

oo 


0 


/⑷ dt 


x 


lim 

x—>+oo 


rx+i 


/ ⑷ dt ， 


余下的是只要证明右边的极限存在且等 T A 这样就可以模仿习题 2233( d ) 的解2来解 
决这里的问题 .口 

习题 2323-2325 是用积分第一中值定理对积分的佔计，下面看其中第三题. 


习题2325利用第一中值定理佔计积分 


100 


0 


e 


x + 100 


dx . 


解1积分第一中值定理的关键条件是在被积函数 f ( xMx ) 的两个因子中有一个 

1 


保号.本题的和 


在积分冈间 [0,100] 上都是保号的，因此至少可以有两种 


x + 100 

方式来应用第一中值定理.经比较后可知下面的方式所得到的佔计比较准确一些. 


这时有 c e (0,100)，使得成立 

rlOO x 1 

— ^_ Hr = ___ 

0 x + 100 u _ c +100 



e -x dx 


1 


c +100 


(1 -e 


)• 


由丁 • e - 100 « 3.7 x 10- 44 非常小，若忽略不计，则就从0 < C < 100得到佔计 

.100 0 -x 

0.005 < I dx < 0.01. □ 

o x + 100 

解2在解1中得到的佔计值的上界和下界之比为2: 1. 其实若再结合分部积分等 
方法，就可以得到更精确的估计（参见[3 4 ]的 §11.3). 

如下在分部积分后再用第一中值定理，则就有 C € (0,100), 使得成立 


「100 


0 


e 


x 4- 100 


dx 


— e 


x + 100 


o 



e 


(x + 100) 


2 


dx 


2 -e 


1 


200 


(c + 100) 


2 


(1 — e ~ 100 ) 
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因此就可得到佔计 


0.009 900 < 


100 


0 


e 


x 4 - 100 


dx < 0.009 975. 


用 Mathematica 软件容易计算山这个积分的近似值为 0.009 90194,可见上述佔计已相 
当准确.（这样的方法还可继续下去，参见 §5.8.3 的习题 3050.) □ 

习题 2326.1( b ) 证明等式 lim f 2 sin 71 xdx = 0. 

n- ^°° Jo 

分析这是数列极限问题，只是数列的每一项是一个定积分.在附图的4幅分图中， 
分别用粗黑曲线作出了 n = 1，10,100,1 000的 2 / = sin n x 的图像（同时用虚线描山其他 

三条曲线)，其下填以灰色的曲边三角形的面积就是定积分 j ^ 2 sin n a : dx . 由此可见，对 
任何点 : r € [0,7 c /2), 都有 sin n x -> 0 (n oo ), 但固定 n 时（不论 n 多大)， 在点兀 /2的 
左侧邻近， sin " re 总有接近丁 • 1的值.于是可用“分而治之”的方法来解决问题 .□ 


V 


Vk 


o 


Lc： 

n/2 x ° 


y=sin 


10 





y 


=sin 100 




o 



y=sin 


1 000 


71/2 


X O 



k/2 


X 


习题 2326.1( b ) 的附图 


解 1 对给定的^>0 (不妨设已有 e < 1)，取 J 




£ 

2 


，然后对积分佔计如下 




0 < 


f 2 • 

SI 

. 0 


sin n x dx 





n c n 

rT 

sin n xdx + sin n x dx 

D J 号 


< 号 s in n ("^ — 6) + △ 


2 


^ *y cos n (5 + 奮 • 

利用 0 < cos ( S < 1, 存在 N ， 使得当 n > N 时成立 0 < ^- cos n S < j -, 这样就证明了数 


列 


n 

rT 
o 


sin n rrd ：4 的极限为 0 .口 


解 2 能否用第一中值定理给山证明？若直接用 


n 

y 

0 


sin 71 xdx = sin n 


n 

T ， 


则即使利用中值心的内点性（见 161 页的底注)，由于^可任意接近于 7 C /2, 因此 sin ^ 
可任意接近 T 1，从而不能肯定上式的极限为 0. 

关键是要使所有^离开点 7 C /2 —个确定（然而可以很小）的距离.如果先作解1那 
样的积分分拆，然后对 [0,71/2-(5] 上的积分用第一中值定理，则在本质上与解1没有区 
别.以下从略 .口 

解3采用与 n 有关的积分分拆方法.设数列 {&} 的每一项都属于（0，1),且有 
e n -> 0 (n oo ), 则有分拆 
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0 < 


JL JL 

T f"2" 

sin n xdx = 



sin 71 xdx + 


n 


擊 ▼ 

T 


sin 71 x dx 


彡导 S i n 71 (号- + 已 n 


2 

n 

2 


COS 


丁•是当 n — oo 时上式的第 2 项是无穷小量，而第一项则是 f 乘以1 
题在于选择适当的 (71 = 1，2, • • •）， 使得第一项也是无穷小量. 


型的不定式.问 


写山 


COS n £ n = [1 + (cos £ n - l)] n = [1 + (cOS£ n - 1)] cose 


[n(cos Sn-l)) 


并利用 1 - cos X 〜 j - x 2 (x ^ 0) (JE §1.5.5 的 （1.32))， 可见只要使得 


lim n - ei = +oo 


即可.若取 e . 


士, 则只要令0 < a < 例如，取 e n 

/ L 乙 


1/拆(见 [25] 的例 7.7) •口 


解4在习题2281中已经求山积分 


此本题相当丁•证明数列 X . 


(n — 1)!! 


7 C 

y 

0 


sin 71 x dx 的表达式（见 §4.2.6 的 (4.9)), 因 


n \\ 


(n = 1,2, •…） 是无穷小量. 


若己经学过沃利斯公式（见 §5.1.3 的命题5.1)，则就有 


x 


( n - 1)!! 


1 


n !! 


y/nn 


(n -> oo )， 


因此这是显然的. 


若不用对现阶段来说较深的这个公式，则可以分别证明 { x n } 的偶数项子列 { x 2n } 
和奇数项子列 { x 2 n - l } 都是无穷小量. 对于 { x 2n } ，在 § 1 . 1.1 的习题 9( b ) 中已经有不等 
式: c 2n < . 1 .. ,从而有 lim x 2n = 0 (gp 《习题集》的习题 68). 仿照习题 9( b ) 的 

v2n -f- 1 n-)*oo 

结论及其证明（参见该题在 §1.1.1 中的解1和在 §1.1.6 之2中的解2和解 3), 就可以建 

立不等式: T2n-1 < —7^, 因此就得到 lim X 2 n -1 =0. □ 

yjn n-^oo 


广 200jc • 

习题 2328 利用积分第二中值定理估计积分 

J 1007C x 


提示利用 y = I 在 [1007 C ,2007 T ] 上单调递减且非负，即可用第二中值定理得到 
所要的佔计.此外，本题与前面的习题2325相似，如果同时使用分部积分法，则可以得 
到越来越精确的估计 (参见 §5.8.3 的一般性讨论) .口 


习题2331 设函数 p ㈤ 和和它们的平方在区间 [ a ,6] 上可积，证明柯西-布 
尼亚科夫斯基不等式 ® 


rb 


cp(x)2lj(x) do:| 


2 




rb 


rb 


^ p 2 { x ) dx t / j 2 ( x ) dx . 


® 在英文文献中这个不等式经常称为施瓦茨不等式.它对于 §4.4 的广义积分也成立.此外，对常义积分 
來说，可积即保证了平方可积，因此题设中的平方可积条件可以去掉. 


§4.3 中值定理（习题 2316-2333 ) 
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注这是积分学中最为基本的不等式，它同时是 §2.7.2 的习题1293的柯西不等式 
在连续情况的推广.对于这类推广的证明一般至少有两条途径.第一种是以离散情况的 
已知不等式为基础来推出连续情况的对;、 V: 的不等式，第二种是将离散情况时的证明方 
法移植到连续情况中.如第一册 §1.2.6 中所说，将它们分别称为归结法和模仿法. 

解1 (归结法）任取 K 间 [ a ,6] 的一个分划和与之相容的介点集，然后对黎曼和的 
平方用离散情况写山柯西不等式 如下： 

ti 2 tt. 2 

(E 略)攸 A：) Ax/fc) = ( ^(^a ： )\/A^) * ( 攸 0 V^^)) 

fc=l k=l 

n n 

< ^2 v? 2 {^k) Ax fc ^2 ) Axk - 

k=l k=l 

由丁 • (^⑷分 ㈤ # 2 ㈤ 和 寸 2 ( x ) 都在 [ a , 6] 上可积，令分划的细度 || P || -> 0,就得到所要 
的积分不等式 .口 


解 2( 模仿法一）下面模仿习题1293的解 1. 

对丁•任意实数人,在区间 [ a ,6] 上函数 [ Xcp ( x )^ iP ( x )} 2 非负，因此有 

-f t /»( x )] 2 dx ^ 0. 

将上式展开为关于变量 X 的二次三 项式： 

X 2 f ( p 2 ( x ) dx 4- 2 X ( f ( x ) tp ( x ) dx 4- xp 2 ( x ) dx ^ 0, 

J a Ja Ja 

若 f ^ 2 ( x ) dx >0, 则利用二次三项式非负时的判别式非正，就得到所要的积分不等式. 

. a 

若£ i p 2 ( x)dx = 0 1 则从 §4.1.4 的习题2205知道， c ^( x ) 在其所有连续点上均等于 0. 

由 T 从该题的证明知道可积函数的连续点稠密，因此即可推出积分= 0, 
从而所要证明的不等式以等式成立. 口 " 

解 3( 模仿法二）模仿习题1293的解2,先写山下列自然成立的不等式 

[p{x)^{y) - p(y) 嗲 (x)] 2 > 0 ， 

其中的变量 x , 2/都取自冈间 [ ci ，6]. 将2/看成为参数，将: r 看成为自变量，并将上述不等 
式对丁 • x ) Aa 积分到6,就得到 


、b 



rb 


☆ 2 { y ) p 2 ( x ) dx - 2 ( f ( y ) 2p ( y ) ip ( x )^( x ) dx -f ^> 2 ( y ) t ip 2 ( x)dx ^ 0. 


然后将这个以 y 为变量的不等式， 对 yhKa 积分到6,并将定积分中的积分变量统一改 
用: r ， 这样就有 


f ^ 2 ( y)dy p if 2 ( x ) dx - 2 p ( p { y )^{ y)dy ^ < p ( x ) 棒) dx + 「 ( f 2 ( y ) dy 
Ja Ja Ja Ja Ja Ja 


ip 2 ( x ) dx 


2^ ^{ x ) dxj ^ ( f 2 ( x)dx _ 2 (| 6 P ( a ;) 分⑷ dx ) ^ 0. 


M 后加以整理就可得到所要的不等式 .口 
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习题2333 证明 等式： 

土 r 亨⑹ =0 仏〉 0 ). 


解如果将 p 看成为一个固定的数，从佔计式 


就知道结论成立 .口 


r +p sinx dx 

pn+p 

sinx 

Jn X 

Jn 

X 


dx ^ 


P 



注联系到下一节的广义积分，本题的结论可以加强为证明这个极限等式关于所 
有的 p > 0 一 致. 

利用积分第二中值定理，由于 I 在丨 n，n + pl 上严格申调递减，因此存在0 6 (0，1)， 
使得成立 

£ +P ^dx = i-£^ P sinxdx, 

因此就可以得到与 p 无关的 " 估计： n 

r +p ^ dx 二丄卜⑺以）〜卟 < 2 ， 

Jn X n n U 

可见本题的极限等式确实是关于所有的 P >0 一 致的. 

将积分限中的 n 换为任意正实数时上述证明仍然有效，因此根据函数极限 


lim f ( x ) 的柯西收敛准则（参见 §1.2.5 关丁•数列极限的柯西收敛准则)，由上述解 

X —►+(» 

答中关于 P 〉0 —致收敛的结论，可知存在极限 

rb 


lim 

6 —^+00 


0 


sinx 

x 


dx , 


于是按照广义积分的定义，我们就将上述极限定义为积分|^°° ^~dx (参见 §4.4.2 
的习题 2378). 关于这个广义积分的计算见 §5.4.5 的例题 3."" 


§4.4 广义积分（习题 2334-2395 ) 
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§4-4 广义积分（习题 2334 - 2 3 9 5) 

内容简介 本节的习题主要是广义积分的计算和敛散性判别，此外还有少量理论 
性的习题和柯西主值计算.广义积分即反常积分与之对照，本章前面定义的定积分 
也称为常义积分.由定积分的定义可知，其积分区间必须是有界的（即有限的 )， 同时被 
积函数在积分 R 间上也必须有界®.广义积分即是对于这两个限制的突破.为了方便起 
见，经常考虑最为简申的两类广义积分，即积分区间无界和在有界冈间上被积函数无界 
的两类广义积分.其他的广义积分一般可以分解为有限个上述两类广义积分之和. 
为方便起见，将广义积分中的土 0 C 和被积函数局部无界的点均称为奇点. 


4.4.1 广义积分的计算（习题2334- 2357) 

广义积分的定义是通过对积分限取极限而得到的.因此在被积函数的原函数能够 
求山的情况下，就可以按照定义来计算广义积分.如果极限存在（为有限数)，则按照定 
义就知道广义积分收敛.因此对于这样的情况不需要另行讨论该广义积分的敛散性. 

本小节即是从简中.到复杂的广义积分的计算题.此外，最后还有两个与洛必达法则 
有关的极限计算题. 


习题2339 计算积分 


dx 


-oo (x 2 -f X -f l) 2 


解 1 利用 §3.2.3 的习题 1921 的递推公式，就有 


dx 


2x + 1 


( x 2 -h x -h l ) 2 3( x 2 -h X - f -1) 



4 


3\/3 


arctan 


2 x -h 

^3 


+ C ， 


然后根据广义积分的定义就有 


dx 


( x 2 + a : + 1) 



dx 




dx 


lim 

6 / —> —oo 


rO 


dx 


lim 

b—^+oc 
—oc 


b f (rr 2 + x + l ) 2 


2 x + 1 
■ 3( x 2 + a ; + 1) 


(x 2 -f X + l ) 2 TJ 0 (x 2 + x -f l ) 2 

f b 

o (T 2 + X + l ) 2 b^oo Ji 


lim 

6 — >+oo 


rb 


dx 


dx 



3\/3 


arctan 


2 x + 1 


471 

3 vf - 


( x 2 + a ; + 1) 


□ 


解 2 和定积分一样，对广义积分也可以用换元法和分部积分法.于是可以通过几 
次换元法求积 如下： 


①按全国科学技术名词审定委员会公布的《数学名词》，应称为反常积分，这也是我国现在多数数学教材 
中的称谓.但因吉米多维奇《习题集》中译本使用了“广义积分”一词，本书将沿用这一称谓. 

⑦若 f ( x ) 在有界区间 Ml 上无界，则在组成黎曼和时，由于在每一个子区间内取介点的任意性，黎曼和 
必定无界，因此不可能有极限，其严格证明见后面 §4.4.3 的习题 2385. 
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+oo 


dx 


+OC 


d(a: + 


+OC 






I 


一 00 [(a: + 


) 2 + 1] 2 


3%/3 



16 r 4 

3 y /3 Jo 


^ 2(X+ 2- 


V V 3 


2(^ + \) 2 
~~Vs ~) 



dt 

(t 2 + l) 2 


(再令 f = tan 沒) 




• L 2 COs2 _ 


16 n _ _ 4 n 
3^3 了 — 3\/3 


□ 


注其中的代换〖 = tan ^ 将广义积分变换为一个常义积分，这（以及反过来的情 
况）在换元中是常见的现象. 


习题 2341 计算积分 JH d 工. 


解1利用 §3.1.3 的习题1712的结果，就有 


M-oo 




= lim (—^=r arctan x ^ 
b-^+oo \ y/2 y/2x 


)) = ^ 


□ 


解 2 利用习题 1712 中的方法，则可直接计算 如下: 


x 2 -\-l 
x 4 + 1 


dx 


. o 


dl x 




(再令 t 


X ~^J +2 


工 — 含) 


_OQ 


d 亡 

亡 2 + 2 


_dt_ 
t 2 + 2 


O 


( i t 0 

2 lim ― 7=r arctan — 

V 6 - >+CO y/2 v2 0 


n 

72 


□ 


2 


(x)=x-* 


注如附图所示， 3 Z 从 0 趋 T + oo 时，《: r ) 
oo 趋 丁 • + oo . 


X -含从 


习题2341的附图 


习题2344计算积分[ + °° . xln ^. 2 dx . 

Jo (1 + x 2 ) 2 

解 1 由于 ^ Hrn^lnx = 0 (参见 §2.9.2 的习题 1341), 因此虽然被积函数于 x = 0 
处无定义，但 x 并不是奇点. 

利用分部积分法容易求出不定积分 如下： 

.( l + n J )2 dx = - 2(1 + X 2 ) • lnx + 士 I xCl +' x 2 ) 

= + 亨—士 ln(1+x2)+c ， 


然后就可以计算得到 


§4.4 广义积分（习题 2334-2395 ) 
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x\nx 


2\2 


0 (1 + X ) 


dx 


=( — 


lnx 


lim 

x—>+oc 


lnx 


2(1+ x 2 ) 


x 


lnx 




2 


jln ( l + x 2 ))| 


+oo 


+0 


2 


+ + T ln ~i + X 2 


)-^0 ( rfrS ) 


4 


ln(l + a : 2 )) 


0-0 = 0 . □ 


解 2 本题有一个特殊解法，这就是将积分分拆为在 区间 10，^和[1，+00)上的两 


个积分，即有 


+oc xlnx 


2\2 


0 (1+ X 2 ) 


dx 



xlnx 


(1 + X 2 ) 2 


dx + 


「+oc 


xlnx 


(1 + x 2 ) 2 


dx 


然后对右边第二项的积分作倒代换 : r 


，即有 


、 +oc xlnx 


2\2 


( i +^) 


dx 



— 4- lnt 


2 



.(-★ 卜 -J:TI 


tint 


+ 亡 2 ) 2 


d 艺 


t 2 


可见恰好与积分分拆后的第一项抵消，从而答案为0 .口 


注在解2中出现的现象也是一种对称性.如果作代换 : r = tant , 则就有 


xlnx 


0 


2 


dx 


o 


sec 


由 sin (号 


(1 +T 2 ) 

t ) cos (号— t ) • In tan (号— t ) 


JL JL 

2 tan 卜 1 = f 2 sin t cos i • In tan i di . 


2 



sin f cost • In tan 可见被积函数关丁•积分 


区间丨0,1]的中点 t j 为奇函数，因此积分等于 0. 
积分情况的推广 .） 


(这是 §4.2.5 的命题 4.8 在广义 


习题2346计算积分 


e 


0 


cos bx dx (a > 0). 


解 1 


利用 §3.1.6 的习题1828的解1的方法，就可以计算 如下: 

+ OC L 


r+oo 


0 


e 


cos bx dx 


e 


cos bx 


a 


a 


2 


e 


ax 


sin bx 


a 

+oo 

0 


0 


a 



e 


sin bx dx 



e 


cos bx dx 


a 


o 


a 2 + 6 2 * 


□ 


解 2 利用习题 1828 的解 2 的方法（即复数方法)，直接计算 


r+oo 


0 


e— ax (cos bx 4- sin bx ) dx 


o 


e (-a+i6)x d 

a + i 6 


—a + ib 


e 


(一 a+ib) 


+oo 


0 


a — ib 


a 2 +6 2 . 


等置两边的实部和虚部，就同时得到了本题的答案和下一个习题2347的答案，即 


、+OC 


0 


e 


sin bx dx 


a 2 + 6 2 . 


□ 


习题 2348 利用递推公式计算积分 A 


= - 为正整数) • 
0 


解 n = 0时直接计算得到 /o = 1. 然后用分部积分法就有 
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+oo r+oc - 

I n = — e ~ x x n + e~ x - nx n ~ l dx = n / n _ i , 

0 Jo 

可见就得到 / n = — 1) … 1 • To = n !. □ 

注由此可见，如果将积分号下的离散参数 n 改为连续参数，则就可能将阶乘函数 
f ( n ) = n ! 延拓成为有连续自变量的函数（参见 §4.4.2 的习题 2361). 这样的函数就是 
§7.4 中的伽马函数（又见 §5.9.3 的习题3105和 §5.9.4 的命题 5.16). 

习题2350 计算积分 x( - +1) ^ I + n y (n 为正整数). 

解根据有理分式函数的部分分式分解定理（见 §3.2.1 的命题 3.2), 有 

_1__ Qq + ^1 + • • • + a n 

x(x + l)...(rr + n ) x rr + l : r + n . 

利用在习题 1867 的解 2 中的极限方法（或其他方法)，就有 

a ° = ^ n \' ak= (- k)(-k + 1) • •. (— 1). 1 • 2 … (n _ fc ) 

= ( -尔 .( W …， n ). 

于是就有 

r 雨 ㈣ ))r 

n 

在二项式展开 （1 -f x) n = ^ C ^ x k 中用 x = - I 代入，即可见 a 0 + ai + • • • -f a n = 0. 
下面计算上式右边当 z -> 时的极限值.由于有等价关系 

n n 

k) ak 〜] ^[ x afc = x ao+ai+ -' fa " = 1 (x ^ + oo ), 

k =0 k =0 

因此 a x -^- foo 时将上式左边取对数后的极限等于 0. 于是就得到 

. r 叫 1 — 击 E (- i ) fc +1 c >( i +扑 □ 

k—Q fc—0 

习题 2352 计算积分 / n = 广°" ―-^― ( n 为正整数}. 

. o cosh 丁 x 
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In = 


(n- 1)!! 


n \\ 


其中 an 为偶数时 J 


f , 而当 n 为奇数时 J 


□ 


解2利用代换 o : = In ( tan 吾)，则当: r 从0递增趋于 + oo 时， t 从号递增趋 T 兀, 


这时有 coshx 


sint 


dx 


4^-, 因此就得到 


In 


r+oc 


dx 


o cosh 


n+l 


X 


m 

T 


sin n tdt = [ 2 cos n 0 

Jo 


其中最后一步利用了代换 t-f 


e . 以下用 §4.2.6 的公式（4.9)一(4.10)即可. □ 


习题 2353 ( a ) (欧拉积分）计算 


71 

rT 
0 


lnsinx dx . 


解被积函数在 x = 0 处局部无界，利用洛必达法则可以证明 


lim 

- >*+0 


In sinx 


0, 


x 


T 


因此根据广义积分的比较判别法可知本题的广义积分收敛. 
记积分为/，利用 §4.2.5 的命题 4.10 提供的方法，就有 


7C 

rT 

0 

n 

rT 


7 C 

[In sin x -h lnsin(j — x )} dx 


n_ 


0 


(In sin x + In cos rr ) dx 


o 


(In sin 2x — In 2) dx 


2 


•T 

0 


lnsin 2 xd (2 x ) 




K 

4 


In 2 


2 


I 


T 


In 2 


n 

2 


In 2. □ 


习题 2355 证明 等式: 


o 



ax + A) dx = l 


0 


/(\/ x 2 + 4 a 6) dx , 


其中 a >0,6>0 (假定等式左端的积分有意义) • 


解1 (分析法）将等式右边的积分变量改记为 u ， 看如何能够得到 


ax 4- 


x 


y / u 2 + 4ab ? 


2 

将上式两边平方，就可整理得到 (ax -去)= tx 2 , 可见若取代换 


U 


ax — 


x 


(或者 u = - ax ^^), 就可达到目的（其中利用了 a ， 6〉 0). 这时有 du =、 
且当 x 从0递增至 + oc 时， u 从- oo 递增至 +oo (可参考习题2341的附 -). 



dx 


u 


yju 2 + 4 a 6 


ax — j 和 rr 〉 0 解出 x 
) du . 这 z 样就可以计算得到 


2 a 


\ Ax 2 + 4 a 6) ， 


2 a 


(i + 


172 


第四章定积分 


0 



ax -f 


b 


x 


dx 


2 a 


f(V u 2 + 4 a 6 )(l 


u 


\ Ai 2 + 4 ab 


) du . 


在上式右边作代换 u = -〃，且在变换后的积分中又将 r 改记为 U , 则得到 

1 r+oc 


0 



ax + 


x 


dx 


2 a 


f {\ u 2 4- 4 a 6 )(l — 


u 


v ^ 2 + 4 ab 


) du . 


最后将以上两式相加除 2, 就得到所要的 等式: 



ax -h — ] dx 

x 


2 a 


"+oo 


/ ( yju 2 4 ab ) du 


a 


解 2 




/( Vu 2 + 4 ab ) du . □ 


得 


at 


ax + 


x 


at + 丁， 


且有 d:r 


at 2 


dt . 由 a ，6 > 0,当 x 从 0 递增趋 r + oo 时， t 从 + oo 递减趋 T 0. 又将 


作代换后的积分中的积分变量 （ 改记为 X ，于是得到 

•+OC 


。，( 


ax -f 


x 


ax 


2 


dx 


2 


•十 °°/( 

o \ 


ax + 


■ I • 


x 



ax 


2 


dx . 


再作代换 u = ax -， 则有 y / u 2 + 4 a 6 = arc + — , du 

增趋•丁 • + oo 时， w 从一 oo 递增趋 T + oo . 丁•是有 




CL 4- 


X 


2 


^ dx , 且当 : r 从 0 递 


r+oc 


2 a 


/(v u 2 + 4 a 6) du . 


利用上式右边积分的被积函数为偶函数，并将 U 改记为2：，就得到所要的等式 .口 
本小节的最后两题都是不定式的极限计算问题.下面只看一个例子. 


习题 2356( c ) 求函数/ ㈤ = v / Jsinrc 在区间（0, + oo ) 上的平均值 


M [ f ] 


— /(0 d ^. 

x—>+oo X Jq 


解 l 这是 


木 


oc 


型的不定式，若直接用洛必达法则（见 §2.9.4 的命题 2.10), 则由丁 


极限 lim ^ sinx 不存在，因此失效.然而若先将分子用分部积分作预处理后再用洛 

X—> + oc 

必达法则即可 成功： 


lim 

X — > + oo 


0 


x /? sin ⑽ 


x 


lim 

x—>+oo 


V^(-cosO| q 




cos ^ 
0 2 v /? 




x 


yjx COSX + 


lim 

X—> + oo 


0 


cosf 

2^ 




X 


lim 

x—>+oc 


\ x cos ^ 
o 2- v/f 


X 


lim 


cosx 


X-)*+OC 2y/x 


0. □ 


注若用广义积分的敛散性判别法，则可知 


r+oc 


COSX 


行分部积分之后的第二项为有界量，可不必再用洛1、达^ 


dx 收敛，因此在解1中施 


解2对积分 


0 


V^sinfde 用积分第二中值定理，存在0 < c < : C ， 使得成立 
sin ^ = \/x sin ^ d ^ = v^(cosc — cosx ), 


可见本题的极限等于 0 .口 
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4.4.2 广义积分的敛散性判别（习题 2358-2383) 

由丁•许多初等函数的原函数不是初等函数，因此很多广义积分不能通过定义来检 
验其敛散性.为此发展山直接从被积函数判定其广义积分是否收敛的判别法是重要的. 
就广义积分的计算来说，在其收敛的前提下，至少可以计算其近似值. 

除了在《习题集》中已经列举的各种常用的比较判别法之外，这里先介绍在多数 
教科书中都收入的下列两个判别法（其证明从略)，并作一些补充说明. 


命题 4.11 (阿 贝尔判别法） 设 /( x ) 在 [ a ,6) 上以6为唯一奇点，且己知广义积分 
[ f(x)dx 收敛， g ( x ) 在 [a,b) 上申调 有界，则 p f(x)g(x)dx 收敛. 

Ja Ja 

命题 4.12 (狄利克雷判别法） 设 /( a :) 在 [ a ,6) 上以6为唯一奇点，且已知积分 
f(x)dx 作为 V 的函数在 V € [ a , 6) 上有界， p ( x ) 在 [ a , b) 上单调且 lim g(x) = 0, 

.a x-^b-0 

则 /( o ：)0(： r)dx 收敛. 

Ja 

以下是对这两个判别法的几点补充说明. 

(1) 判别法中的6可以是有限奇点，也可以是无穷奇点土 oo . 

(2) 已经证明，这两个判别法都不仅是广义积分收敛的充分条件，而且还是必要条 

件.这就是说，若是以点6为唯一奇点的收敛广义积分，则必定存在某种分 

解 F(x) = f{x)g{x ) 1 使得/,分满足判别法中的条件（其证明见 [34] 的 §12.2.1). 

(3) 由丁•被积函数保号或绝对收敛的广义积分的收敛性一般不需要用以上两个判别 
法，而用 T 条件收敛的广义积分的收敛性判别主要就是这两个方法，因此容易产生一种 
误解，即能够用以上两个判别法之一判定为收敛的广义积分就一定不是绝对收敛的.从 
(2) 即可见这是错误的，因此在用以上两个判别法（之一）判定变号的被积函数的广义积 
分收敛之后，该广义积分有可能绝对收敛，也有可能条件收敛. 

习题 2360研究积分 f 2 的收敛性. 

◦ lnx 

解 在 x = 0邻近被积函数有界，因此只有一个奇点 X = l. 根据广义积分的定义， 


J 、 V : 将上述积分在形式上分拆成为 



dx 

lnx 



且只有当右边的两个积分都收敛的情况下，左边的积分才收敛，并使得上述等式成立. 
利用 


\nx r — 1 (x —> 1), 

可见从 f 1 的发散即可推山 f ^•发散（同理可知另一个积分 f 2 也是发散 

0 rr — 丄 Jo [nx Ji inx 

的).因此本题的广义积分发散 .口 

注由 §3.5.3 的习题2091可知， li ( x ) = J 是非初等的超越函数，因此本题的 
广义积分的发散性不可能按照其定义来验证. 
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习题2361 ( r ( p ) 的积分定义） 研究积分的收敛性. 

. 0 

解 P 为参数.将积分分拆如下 

f+oo . rl - r+oo . 

X p-l e ~x _ X p-l e -x X p-l e ~x 

. 0 Jo Jl 

则右边的第一个积分在 p > 1 时是常义积分，而在 P < 1 时有奇点 X = 0. 根据 
# - 1 e - z 〜 xP - 1 (x -> +0), 用比较判别法就可推出积分在0 < p < 1时收敛.又可看山 
在 p < 0时这个积分发散. 

右边的第二个积分只有一个奇点 + oo . 当 p 〉0时，将被积函数与+比较，由 

x z 

^•P 一 lp 一怎 /^p+1 

lim - 3 o — = lim —^— = 0, 

re—^+oo X~ Z X— >+00 e 

用比较判别法可知在 P 〉0时第二个积分总是收敛的. 

合并以上可知本题的答案为 p > 0 时积分收敛，反之则发散 .口 

注将积分看成为 p 的函数，这就是伽马函数 r ( P ) 的积分定义.丁•是本题的意义 
就是用参变量积分定义伽3函数时，确定该函数的定义域为 （0,+ oo ) (参见前 M 的习题 
2348的注). 

习题 2362研究积分丄 da : 的收敛性. 

. 0 x 


解首先将积分分拆 如下: 


x p In 9 — dx 


x 

rT 

In 9 
. o 


dx + 


T 


xPln "^ dx - 


(4.12) 


对上式右边的第二个积分，由 ln(l + x) 〜 x (x -> 0) 可推山 In 




1 — x {x — y 1 — 0), 


因此问题比较简单，从 # ln g 
时收敛，而当 - 1时发散. 




(1 - x) q { x->l - 0) 和比较判别法就知道当 q > -I 


由此可见在对 （4.12) 右边的第一个积分作讨论时，可以假定 q >- l 已经成立. 


由丁•对数函数 ln : r 当 a ; 


+0或 ： r 


+ oo 时的无穷大量都远远 小干相 应的幂 


函数的无穷大量，因此在被积函数中的因子#起主要作用（见 §1.6 的习题 650( d ) 和 
651( e )). 


当 p < 0时，或者 p = 0 而 g 〉0 时 ， x = 0 是奇点 • 

利用 p >- l 时积分 P # dx 收敛，取//〉0充分小，使得 p-M 

. 0 


> 


1成立， T 是从 


Pin 9 


lim - 

工 ->+0 x p . 




可见当 P >- 1 时积分 收敛. 当 p < — 1时，由于在 [0,1/2] 上# ln g 丄彡 x 

X 


W 含，而 


T 


1 \ n q — dx 


-I ： 






In 


g+i IT 


+ oo , 
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可见积分发散. 

合并以上，即知道 ap >- i , 9 >- i 时本题的广义积分收敛，否则积分发散 .口 
习题2367研究积分广°° (n ^ 0) 的收敛性. 

Jo 丄十 a ： 

解若 a = 0,则 an 〉 1时积分收敛，否则积分发散. 

对丁 • a # 0,若 n = 0,则按照广义积分定义可知积分发散. 

对 T a # 0且 n 〉0的情况，由 T f cos ax dx = 在 V € [0, - foo ) 上有界， 

Jo a 

IfiJ 苧編藏 Ht 鮮0,醜細酣克齡_ 法舰 総 ㈣ • 

以下讨论在该积分收敛时是否绝对收敛. 

容易看山，若 n 〉1，则从比较判别法就知道积分绝对收敛. 

但是在0 < n < 1时，利用 

、+°° | cosax|dx ^ cos 2 axdx _ 1 f + °° dx . 1 f +0 ° cos 2 ax dx 

.0 1 + x 71 /Jo i + # = TJ 0 TT ^ + Tjo 1 + X n ， 

由 丁上 式右边第一个积分在0 < n < 1时发散，而第二个积分可以再次用狄利克雷判别 
法知道它收敛，因此左边的广义积分只能是发散的.（否则只要将右边的第二个积分移 
到左边，就会推山右边的第一个积分也收敛的错误结论 

合并以上， 可见当 a 一 0时，本题的积分在 n > 1时绝对收敛，在0 < n < 1时条件 
收敛，在 n = 0 时发散 .口 

习题2368研究积分 r °° dx 的收敛性. 

Jo x 

解1这时 x = 0不是奇点，因此可以将积分下限改为1来讨论.从以下等式 

r 00 sinix dx = + 广 00 丄 dx — + r 00 COS2X dx 

Ji x 2 Ji x 2 Ji x 

可以看山，右边的第一个积分发散，而第二个积分则可以用狄利克雷判别法知道它收敛. 
由此可见，左边的积分发散，并由此推出本题的积分发散 .口 

注若不修改积分下限，则在右边的第二个积分 = 

(新增加的）奇点而发散. ° 

解2联系到被积函数的几何图像（见右下方的附图)，可考虑下列 分拆： 



利用调和级数发散（见 §1.2.5 的习题 88), 可见有 
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lim 



sin 2 x 
x 


dx = + 00 , 


这表明本题的积分发散 .口 


习题2378研究积分 


0 


sinx 

x 


dx 的绝对收敛性和条件收敛性. 


解这个积分的收敛性至少有两个证法.第一个方法是利用关于广义积分的柯西 
收敛准则和 §4.3 的习题2333 (的解)，知道下列极限 


lim 

b—>oo 


「 fe+p 


sinx 

x 


dx = 0 


对丁•所有 p >0 一致成立，因此本题的广义积分收敛. 

第二个方法是用狄利克雷判别法，在一般教科书中均有，从略 
然后可以证明这个积分是条件收敛的.这里至少也有两个方法.第一个方法是在修 
改积分下限之后利用以下 推导： 


1+00 I sinx | 如 > +oc sin 2 x 如 = 丄 f +oc d:r _1_ +°° cos 2 x 

vl x ^ J x x ~ 2 j 1 x 2 j 1 x 

然后利用右边第一个积分发散而第二个积分收敛推出左边的积分发散. 

第二个方法是模仿习题2368的解2,写山 


dx 



sinx 


n 



k=o kn 

f (/ c + i )7 t I sinx , 

(k -h 1)71 


f (/ c + i )7 i I sinx 


dx 


x 


dx 



+ ••• + 



以下从略 .口 


习题 2380( a ) 研究积分 


+ OC 


0 


x p sinW ) d:c (g / 0) 的绝对收敛性和条件收敛性. 


解（概要）先讨论 g = 1的情况，然后通过变量代换将一般情况归结为前者. 


1. 这时可将积分分拆 如下： 

r+oc rl 

x p sin xdx = \ x p sin xdx -f 

对丁•上式右边的第 一 个积分，由于 sinx 〜: r (rr 0), 对奇点 a ： 


x p sin xdx . 


(4.13) 


0 用比较判别法就知 


道 a p 〉-2时积分收敛（且为绝对收敛)，而当 P < _2时积分发散. 

对于 (4.13) 右边的第二个积分，将被积函数写为,就可套用习题2368和2378 

的方法知道：当 p < - 1时积分绝对收敛，当一1 < p < 0时积分条件收敛.对于 p 彡0, 
则可利用柯西收敛准则，从对于任意正整数 n 成立如下不等式 


‘(2n+l)xc 


2rtn 


x p sin xdx > (2 nn ) 


sin xdx ^ 


0 


sin xdx = 2, 


0 


可见积分发散. 


① M 忆教科书中对于狄利克雷判別法的证明，其中的主要丄具是积分第二中值定理.习题2333的证明也 
是如此，因此这两个方法本质上相同. 
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合并对两个积分的讨论，可知对于 g = 1的情况，当 - 2 < p < - 1时积分绝对收敛， 
^\- l ^ p <0 时积分条件收敛，当 p 彡0或 p <-2 时积分发散. 

(2) 一般 情况. 作代换 t 则原积分变换为 


x p sin(x q ) dx = 

0 



sin t dL 


袞 用情况 （1) 的结果，就知道本题的答 案为： 当 - 1 < ^- < 0时积分绝对收敛，当 

时积分条件筆宁 w 或宁讀分发散 .□ 


习题 2380( b ) 研究积分 [ 2 sin ( secx)dx 的绝对收敛性和条件收敛性. 

Jo 

解本题的积分区间有界，被积函数的绝对值又不超过1，因此不是广义积分.由 
T 被积函数只有 X = f 这一个第二类不连续点， W 此该积分以及被积函数取绝对值后 
的积分的收敛性都没有问题. 

若作变量代换《= secx , 则有 x = arccos 当 x 从0递增至号时，《从1递增趋 
T -+ OC . 子是原积分变换为一个广义积分 

71 

^ _ 

r 

~ T 2 

对奇点1和 + oo 分别用比较判别法，即可知为绝对收敛 .口 


、2 


0 


sin(secx) dx 


、+oo 


sint - 




4.4.3 关于广义积分的若干理论题（习题 2384-2389) 

关丁•广义积分的理论问题很多，有兴趣的读者可参考 [34] 的 §12.1.3, §12.4 的练习 
题和 §12.5.2 的两组参考题. 

下面的习题2384中的两个小题讨论的是同一类问题，即在无界 区间 上的广义积分 
收敛时，其中的被积函数 当自变 量趋丁•无穷大时是否一定趋于0,如果不一定，则加了什 
么条件就可以成立. 


习题 2384.1 若 r °°/( x ) dx 收敛，则 — + oo 时是否必有/ ㈤ -> 0? 
研究 例子： ° 


( a ) 


、 +0 °sin:r 2 d:r ; 

0 



、+oo 

0 


(_1) [ 工 2 ] dx. 


解（概要）从所举的两个例子可见本题的答案是“不一定”. 

对例子⑷（参见 §1.4.2 的习题298的附图)，只要作代换 x 2 = t 后用狄利克雷判别 
法即可知道积分收敛.对例子 （ b ) 也可用相同的方法证明其积分 收敛. 然而这两个被积 
函数 3 x ->+ oc 时的极限都不存在 .口 
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习题 2384.2 设 /(x) G C^[xq, + 00 ), 当 x 0 《 a; < +oo 时 \f ; (x)\ < C ， 且 
|/(x)| dx 收敛 . 证明：当 : c 4 +oo 时 f(x) 0. 

Xq 


分析本题表明，在积分 p °°/(： c ) da ; 绝对收敛的前提下，若导函数广 ( x ) 有界，则 

就可保证有 /(+ oo ) = 0. 然而：!题的条件太强了.在 [ x 0 ，+ oo ) 上存在有界的导函数已 
经保证了 f ( x ) 于区间 [ x 0 ,+ oo ) 上一致连续（见 §2.6.4 的习题 1255), 而这一点对丁•所 
要的结论已经足够，没有必要再要求广义积分为绝对收敛.下面将以命题的形式在这里 
介绍 [34] 中的命题12.4.1，它被多次发现（甚至称为某某定理）并刊登在各种书刊中，例 
如以稍有不同的形式出现在名著 [24, 54-55 页]中 .口 


命题 4.13 设/ € C [ a ，+ oo )， 且+ f { x ) dx 收敛，则 /(+ oo ) = 0的充分必要条 
件是/在 [ a , + oo ) 上一致连续. 


证1 / G C [ a , + oo ) 时只要存在极限 

/(+ oo ) 就保证/在 [ a , + oo ) 上一致连续，因 
此必要性是平凡的（见 §1.9 的习题791)，与 
广义积分收敛无关.然而它告诉我们，一致连 
续性已经是最低条件了. 

现在证充分性.用反证法.设 /(+ oo ) = 
0不 成立. 用对偶法则（参见 §1.2.5 的习题 
87), 知道存在印〉0,使得对每个 A > a ，存 
& x 0 > A , 满足 |/( x 0 )| ^ £ 0 (参见附图). 


Vk 


(x 0 i \f(x 0 )\) 



°s ( x o) 


命题 4.13 的附图 


利用/在 [ a , + oo ) 上一致连续，对上述存在 J 〉0,使得当 x ’， x " G [ a , + oo ) 且 
满足 W - x "| < 5时，就有|/(0 — f { x n )\ < e 0 /2. 于是当 x e O 6 ( x 0 ) 时就有 

|/( x )|^|/( xo )|-|/( xo )-/( x )|>-^ ? 

而且 f ( x ) 与 /( x 0 ) 同号.于是就有积分估计 


% xq — 6 


f ( x ) dx 




£o 

2 



dx = 6： o ^- 


由丁 • XO 可取任意大，最后的不等式与广义积分的柯西收敛准则相矛盾 .口 


证2 [31 j 下面是对于充分性的不用反证法的证明. 

对于 给定的 e 〉0,根据一致连续条件，存在 (5 〉0,使得当 x \ x ff e [ a , + oo ) 且满 
足 I ? — : r "| < 5 时，就有 1/( x 0 - f ( x f, )\ < s . 

记 F ( x ) = \ X 则由于存在极限 F (+ oo ), 从柯西收敛准则知道有 M 〉 a , 使 

得当 a ; 〉 M 时， 

rx-f (5 

\ F{x H - (5) — i ^( x )| = f { t ) dt < e 5. 

T * 是就有 
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\f(x)S\ ^ f(t)dt -h f(t)dt 

X X 

< r |/(x) — f(t)\ dt-\-e5 < 2eS, 

JX 

可见当 x > M 时就有 |/( x )| < 2 e . 这证明了 /(+ oo ) = 0 .口 

习题 2385 设函数 /(: r ) 在 [ a ，6 j 上有定义且无界.可否把函数/(4的收敛广义积 
分 p f(x)dx 看作相;、 V :积分和 

a 

n 

> ■: f (^i) (Xi_i ^ ^ = Xi — X%— \ j i — 1 ， 2 ， … ， 71) 

i=l 

的极限？ 


解该极限不存在.用反证法.若该黎曼和有极限/,则对 e = 1，有 (5 > 0,当分划 
P = { x 0 , X !, ••• , x n } 的细度 || P || < J 时，对与 P 相容的介点& (i = 1，…， n )， 有 

n 

这表明若黎曼和收敛，则必定有界.由丁 •/ 在 [ a ，6] 上无界，因此至少在分划确定的 
某一个子区间 [xk-i,Xk] 上无界.对 r i _ A :， 固定介点 a：i € [ xi _ i , Xi ], 而在 [xk-i,Xk] 
上取任意的介点这样就使得上述黎曼和无界，引出矛盾 .口 

注本题与常义积分收敛时被积函数必须有界等价.然而，对丁•无界函数用特定的 
一列分划和介点仍然有可能求山广义积分的值.在 §4.2.2 的习题2225就是这样的一个 
例子.关于这方面的进一步讨论见后面的习题2388及其注. 


习题 2386 设 

[ + °° f (^) dx (1) 

收敛，函数 ^ p ( x ) 有界，则积分 

f { x ) ip ( x)dx (2) 

是否必定收敛？举山适当的例子.° 

若积分 （1) 绝对收敛，问积分 （2) 的收敛性如何？ 

解第一个问题的答案是“不一定”.例如， §4.4.2 的习题2378的积分[ + °° dx 

收敛，令 ( f ( x ) = sgn ( sinx ), 则相应的积分 （2) 就是发散的. 

对第二个问题的回答是“肯定收敛”. 当然对 W ： r ) 除了有界之外，还要求它在任意 
有界区间上可积.这时只要用广义积分的柯西收敛准则就可以证明 （2) —定可积 .口 


习题 2387 证 明：若 r °°/( x ) dx 收敛， f ( x ) 为申调函数，则 ® 

J a 

/⑷ = 0 (|) ( x_> +°°)* 


①原题为 /( x ) = o ( i ) 


. 这个结果太差.这里根据[15】的第二卷497小节的例题 3)( c ) 作了改动. 
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解1不妨设 f ( x ) 单调递减（否则考虑 -/(X)). 先证这时 f ( x ) 必为非负.用反证 
法.若有 c 彡 a , 使 /( c ) < 0,则对所有 a ： 彡 c 都有 f { x ) ^ /( c ). 于是对丁 • 6〉 c 就有 



f ( x ) dx 


f ( x ) dx -f f ( x ) dx ^ f ( x ) dx + (6 — c )/( c ). 


当 6 4 +oc 时，上式右边趋丁 • — oo , 因此与广义积分 f °° f(x)dx 收敛的条件相矛盾. 

« a 

然后用柯西收敛准则，对 e 〉0,存在 M 〉 a ， 使得对任意 b,b ， > M 成立 

rb f 

f (t) dt < e. 

Jb 

取 6 = x > M ， i / = 2 x ， 并利用 / 单调递减且非负，则就有 


0 ^ xf ( 2 x ) ^ 


% 2x 


f ( t ) < e . 


这样就已经证明了 lim xf ( x ) = 0,也就是 f ( x ) = 0 ( 丄) 

re—^+oo \ X / 


(x -> + oo ). □ 


解 2 如解 1 所示，从 /( x ) 为非负申调递减开始.又不妨设 a = 0. 定义辅助函数 


F ( x ) 





f ( t ) dt — x /( x ), a ^ x < + oc ， 


则 3 0 ^ xi < x 2 时有 


m 


F ( x 2 )- F ( x l ) 


2 


x 2 /(x 2 ) + xi/(xi) 


x\ 




f { t)dt - x 2 f { x 2 ) + xif ( x 2 ) 


x\ 

^2 


X\ 


[/ ⑷一 f ( x 2 )]dx ^ 0, 


fW 

O 




工 / ⑷ 


习题 2387 解 2 的示意图 


可见 F 中.调递增 ( F ( x ) 即示意图中灰色 R 域的囬 积) 


又从 F { x ) ^ f { t ) dt 可见 F 上方有界，从而存在极限 F (- foo ). 这时从 F ( x ) 的 
定义即可推出存在 I * 限极限 


lira xf ( x ) = A . 

x—>+oo 


若乂 # o , 则有 f ( x ) = 0 


)(工4+00)，这与/在[^，+00)上广义可积相矛盾.口 


练习题若+°°/ ㈤ dx 收敛，且 x /( x ) 中调， 证明 lim xf ( x ) \nx 

ia x->+oo 


0. 


习题 2388 设函数 f { x ) 在 RM 0 < x ^ 1 内是申•调函数，且在点 x = 0 的邻域内 


是无界的.证明: 


若 /( a :) d : r 存在，则 
. 0 


去亡 /( 舍 ）= 1:/ ( 物 . 


解设/羊调递减（否则讨论 —/(X)), 则对丁 • /C = 1, • • • , n — 1成立不等式 


k -\- 1 


ro 

/( x ) dx ^ < J:_1 f { x ) dx , 


然后将它们相加，就得到不等式 




§4.4 广义积分（习题2334-2395 ) 
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k 


0 


f { x ) dx , 


其中的中间和式与题中的和式只少了 /( l )/ n 这一项，然后令 n ^ oo 即可 .口 

注还可以进一步讨论这个问题.例如，在 [34] 的例题 12.1.1 中证明，若 / Or ) 在 
(0,1) 上笮调，在两个点工= 


lim 



0，1 处可以局部无界，积分丨 /( x ) dx 收敛，则就有 

0 

2 



+ 


• • • 


+ /(土 


n 


n 


o 


/( x ) d . 


它来 Q 名著 [28] 的第一卷的积分篇的习题 20. 在该处还有许多与本题有关的内容. 


4.4.4 广义积分的柯西主值（习题 2390-2395) 

先简述柯西主值的定义，较详细的介绍可以参考 115] 的第二卷的484小节. 

设 c € ( a , 6) 是 /(: r ) 在 [ a ，6] 中的唯一奇点，且设 /(： r ) 在 [ a , 6] 内不含有奇点 c 的每 
个闭子 R 间上都可积，则 /( x ) 在 [ a ,6] 上的广义积分的柯西主值定义为以下极限： 


rb 


•P- 


/(x)da; = e lim o 

rb 



f ( x)dx + 


rb 


c+e 


/( x ) dx )• 


若 /( x ) 在 [ a , 6] 上的广义积分 j f ( x ) dx 存在，则从定义就知道这个积分就等丁•它的柯 
西主值.但反之不成立.这从本不节的许多习题都可以看出.例如习题 2390( a ) 就是 


• P. 


dx 


lim 

4+0 


dx 

x 



I :夸)'既， 


+ In 


:)=◦， 


而广义积分 LI 是发 散的. 


由此可见，广义积分的柯西主值是广义积分的一种推广. 

上述的柯西主值定义本身还可以推广.例如对于在 （- oo ，+ oo ) 内没有有限奇点的 
函数/( X ),可以定义 f ( x ) 在这个无界冈间上的广义积分的柯西主值为以下 极限： 


P. 


f ( x ) dx = lim 

a—>+oo 


f ( x ) dx . 


例如习题 2390( c ) 就是 


r+oo 


P- 


sin x dx 


lim 

a—>+oc 


sinx dx 


lim ( — cosx 

a-^+oo \ 


)=0, 


而广义积分 


、+oo 


sin x dx 却是发散的. 


以下只看与柯西主值有关的一个特别重要的非初等函数 2/ = liA 即对数积分（也 
使用记号 Lix , 也称为积分对数).它已经出现在 §3.5.3 的习题2091中.由于当时还 


只有原函数和不定积分的知识，因此就写 li 


又证明了积分 


^2 


0 


然后在 §4.4.2 的习题2360中 

% 


dx 


lnx 


发散.它表明对数积分不可能只用广义积分来定义.实际上，当 


0 < x < 1时可以定义 li:r 
lix . 


:备而当 X > i 时就需要用柯西主值来定义对数积分 
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习题2391 证明： > 1时存在 


li 


•P- 




o ln ^ 


解由于被积函数 
出的柯西主值是存在的. 


InC 


只有唯一的奇点《=1，下面只要证明，当 x 〉1时题中给 


为此当 x 〉1时考虑下列两个积分之和，并分别用代换《=1 - t 和《=1 + 从而 


得到 




0 


ln ^ 



r 2 


1+e 




d 亡 


1以 


ln(l — t ) 



dt 


ln(l 1) 


• ln(l — t ) ln(l + t ) ■ 


dt . 


可见被积函数在 


1 处的极限为 l / ln 2, 而在 （= 0 处的极限可计算如下 


lim 

t —^0 


lim 


ln(l — t 2 ) 


■ ln(l — t ) ln(l + t ) J t->0 ln(l — t ) ln(l + t ) 


lim 

t — ►O 


t 2 


t-t 


丁是 ，上述积分的积分限中的 


£ 


f 

. I 


+0 时积分的极限存在，且为常义积分. 


li 



1 


ln(l — t ) ln(l + t ). 


df + 


% 


2 




其中右边的两个积分都是常义积分 .口 

注对数积分 lire 在研究素数分布中起重要 作用. 回顾 §1.3.1 的习题177,在那里 
已经指山，在不超过: r 的范围内的素数的平均频率有以下渐近结果（即素数定理)： 


兀 ㈤ 


X 


\nx 


(x — > +oo). 


黎曼和高斯都注意到，用上式右边的积分，即对数积分，来佔计 7 C ( X ) 的近似程度要比 
点 好得多.对丁•素数定理的进一步改进就是佔计误差 \K(X)-\IX\. 已经证明，黎曼猜 
等价于下列等式： 


k(x) — \ix = 0(y/x\nx) (x - foo ), 

但目前离这个结果还很远 • [24] 的作者的一个著名结果就是证明了差 7 C (: r )- lix 有无限 
多次变号，然而第一次变号的位置到目前为止还只能佔计在10 12 到10 310 之间（见 [30] 
的第120页).黎曼猜想被公认为素数理论中的主要的未解决问题. 


①黎曼猜想（或称黎曼假设）是黎曼于1859年提出的，已被 Clay 数学促进会在2 000年列为7个新千年 

oo 

数学奖问题之一.这个猜想是：黎曼 C 函数 C ( s ) = 的所有非平凡零点的实部都等于 1/2. 目前已验 

证/ 15亿个零点都是 如此. 很多数学家认为，黎曼^ _ 想是今天纯粹数学中最重要的未解决问题.关于黎曼猜 
想的介绍可看数学译林2001年第20卷第2期上的综合报告 .[30] 是为这一个难题而写的科普读物之一. 
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§4.5 面积的计算法（习题 2396-2430 ) 

内容简介本节的习题为平面图形的面积计算，根据其边界曲线的给定方式采用 
相应的积分公式①. 

这里提个建议，即在计算平面图形面积之前，先作出其草图，了解图形的大致情况. 
这对于确定积分限等都非常有益. §1.4 中的各种方法在这里都可能有用. 

此外，这里还以命题形式给出求平面图形面积的一个计算公式，它适用于图形的边 
界曲线为参数方程给山的情况，且可推山直角坐标系和极坐标系中的面积公式. 

命题 4.14 设没有自交点的平面封闭曲线的参数方程为 

x = x ( t ), y = y ( t ), 0 ^ t ^ T , 

其中 x (()，2/( t ) 分段连续可微，3参数 i 从0递增到 T 时，点 ( x ⑴, ■ 以逆时针方向绕 
闭曲线一周，则该曲线包围的平面图形的面积为 

(4.14) 


注1这个公式实际上是曲线积分理论中的格林公式（见《习题集》的 §8.12) 的特 
例.对丁•较为简申的一些情况，例如设平行于坐标轴的任何直线与闭曲线的交点不超过 
2个的情况，证明是容易的（可参看 [34 j 的 §11.1.2). 

注2如果平面闭曲线是通过 y = tx 而引入参数 f 的，则公式 (4.14) 的最后一式可 
变得很简单.由 T 这时有 

x { t ) y r { t ) — y ( t ) x '( t ) = x ( t )[ tx ( t)Y — tx ( t ) x f ( t ) = x 2 ( t ) } 

因此公式 (4.14) 就成为 S f x 2 ( t ) dt . 

z Jo 

习题 2396 证明： 正抛物线弓形的面积等丁 • |他， 式中6为弓形的底，&为高 

(见附图的左分图). 

解为了作计算，需要取定坐标系， 

写山图形的边界曲线的方程.如附图的右 
分图所示，抛物线的方程为2/ = - kx 2 ^ h , 

其中系数 A : > 0可根据 x = 土 | 时 y = 0 

来确定.计算得到 k = 普， 丁•是即可计 

算其面积如下： 习题 2396 的附图 

A 音 

5 = 2| 2 ( - | x 2 + / i ) dx = ( - + 2/ irc ) |。 2 =- j - bh-h bh = j - bh . □ 

①注意《习题集》在此处的注，即从本节起直到本章末，在习题中出现的参数若未加说明时均为正数. 
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注积分学的源头之一就是面积和体积的计算.历史上最早严格计算出多个曲边 
的平面图形面积的是古希腊的阿基米德.他在这方面的成就之一是证明了抛物线弓形 
(即用直线与抛物线相交围成的图形）的面积等丁•同底同高的三角形面积乘以系数 4/3. 
对本题来说，就是 x 音= ^ bh . 阿基米德在没有积分学工具的情况下，利用静力 
学平衡方法发现了这个公式，又用穷竭法给出了严格的证明.他被公认为是微积分的伟 
大先驱之一（见 [2] 中的《方法》 篇). 

习题2403求< + 4 = 1所围图形的面积. 


解1这是椭圆在直角坐标系中的标准方程.利用该图形关丁•坐标轴的对称性，只 
要计算第一象限部分的面积再乘以4即可.于是可写出 


5 = 4 


ra 


0 


a 


V a 


2 


x 


2 dx 


对其作代换 a ； = a sin 6>，即有 



T 


S = 4 ab cos 2 6 d 6 = nab . □ 


解 2 用 x = a cost , y = bsint , 0 ^ ^ 2tc 将椭圆曲线写成参数形式，则可用公式 


(4.14) 的第三式计算 如下: 


S 


2 



[a cos 艺 （6 sin 亡) ’一 bsint ( acostY ] dt 


，2丌 


0 


abdt = nab . □ 


习题 2406 求 Ar 2 + 2 Bxy + Cy = 1 ( A > 0 ,AC - B 2 〉 0) 所围图形的 面积. 


从解析几何的二次曲线知识可见本题的曲线是中心在原点的一个椭圆.下面将举 
山从解析几何、代数直到微积分的多种解法，这在很大程度上是向丨121学习的结果. 

解1 (解析几何的转轴方法）用转轴公式 

x = x 1 cos 0 — y ’ sin 0， y = x ’ sin 0 + y ’ cos 0， 

就得到在 x , Oy , 坐标系中的方程 

(A cos 2 0 B sin 26 C sin 2 6 ) x r2 4- (—A sin 26 + 2 B cos 26 + C sin 20 ) x , y , 

+ (A sin 2 6 — B sin 29 C cos 2 6 ) y ' 2 = 1. 

取沒满足条件 


2 B cos 26 = ( A - C ) sin 2(9, 


即使 〆 2 /项的系数等丁 • 0,则方程为 a / 2 +如 /2 = 1,其面积为 S 


K 


算如下: 


y/ab 


. 乘积可计 


ab 


2 


(A + C ) -— C ) cos 20 + 5 sin 20 


X 


2 (欠 + C )- ^( A - C ) cos 2<9 - Bsin 2(9 


= AC sin 2 20 (A — C ) 2 - B 2 sin 2 20 - B { A - C ) sin 2(9 cos 26> 
=AC + B 2 ( cos 2 2(9 - sin 2 26 ) - 2 B 2 cos 2 26 = AC - B 2 , 


§4.5 面积的计算法（习题 2396-2430 ) 


185 


最后得到 S 


K 


VAC - B 2 


□ 


解 2 (极坐标方法） 用 x = rcos (/?，2/ = rsinp 代入，得到在极坐标系中的曲线方程 


r 


2 


A cos 2 ip -f 2 B sin cos + C sin z cp 


2 


A-hC 

2 



A-C 

2 


cos 2 (f + B sin 2(/?. 


将右边的后两项写为一个正弦函数（见 §2.11.3 的习题 1456.1( e )), 即可求出 r _ 2 的最大 
值和最小值分别为 


A + C 
2 


土 



A-C 
~"2~~ 


2 




2 


它们的乘积是- B 2 . 这样就求山了椭圆的长半轴和短半轴的长度的乘积为 


1 


y / AC - B 2 


W 此椭圆的面积 S 


71 


VAC - B 2 


□ 


解 3 (解析几何） 用直线 y = kx 与椭圆相交，可见交点的横坐标: c 满足等式 


(A + 2 Bk ^ Ck 2 ) x 2 = 1. 


+ fc 2 


A + 2 Bk + Ck 2 


将这个等式改写为 


丁•是可求山交点 ( x ， y ) 到原点的距离平方为 D 

关丁 ‘ k 的二次三项式 

{ Ck 2 + 2 Bk + A)D - ( k 2 4-1) = (CD - \) k 2 + 2 BDk - {- {AD -1) = 0, 

然后利用椭 圆关于 其主轴的对称性可知，当 D 不是最值时，它必定与两个不同的 / c 值对 

成，而达到最大或最小的乃则只能分别对;、 V : 于唯一的 A : 值，因此这样的 D 值;、 V : 当使得 

上述二次三项式的判别式为 0. 这就得到 

( AC - B 2 ) D 2 - (A + C)D + 1 = 0. 

这表明达到最大值和最小值的两个 D 值的乘积是 l /( AC - B 2 ), 开方后就是长半轴和 

K 


短半轴的乘积，因此 S 


VAC - B 2 


□ 


解 4( 微分学方法） 用微分学方法求解3中的函数 D ( A :) = 


+ A : 2 


(-00 < k < + oo ) 的最大值和最小值.由于 B 
B 妾 0. 从 Z /(/ c ) = 0 推出 


A + 2 Bk + Ck 2 
0的简申情况可直接研究，以下假设 


Bk 2 + ( A - C ) k - B = ()• 


设 k u k 2 是与两个最值 D u D 2 对;、 V : 的 /c 


d u d 2 的表达式可以计算得到 d , d 2 



则有 


1， 众1 + 


C-A 

B 


从 


1 


AC - B 2 


，于是就有 S 


7 C 


VAC^B 2 


□ 


注以上几个方法都依赖于已知椭圆面积公式为 7 C 乘以椭圆的长半轴和短半轴 
以下是本节求面积的三种主要的积分方法，它们不需要事先知道椭圆的面积公式. 


解 5 (积分学方法之 一）从方程 Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 = 1解山 y 作为 a : 的函数的显 
表达式（也就是椭圆曲线所围区域的上边界和下边界）为 

yM = -鲁土 ^VC-(AC-B^)x^ 

同时确定它们的定义域为 hf , f ], 其中乃= y / AC - B ^. 
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然后可对 yi ( x ) - y2 ( x ) 积分如下: 


S 


^ y / C/D 
.-y/C/D 


[yi ㈤ 一 V2 ( x)]dx 


2 

C " 


CD 


•2 


rVc 
« 一 >/C 


' VC/D 
• - VC/D 


C - D 2 x 2 dx (再作代换 w = Dx ) 


C — u 2 du ， 


由丁就是半径为斤的圆面积，因此就得到 


S 


^CD 


- kC 


~D 


. □ 


解 6 (积分学方法之二） 如解2所示，在极坐标系中的曲线方程为 
2 Bsin cos + Csin 2 因此可以用极坐标系的面积公式计算 如下： 


i4cos 2 (f+ 


S 


[2n 

r 2 {9) d 6 
. o 


、2: 
. 0 


d ( tan ^) 


A -f 2 B tan 0 -h C tan 2 6 


du 


Cil ^ -f- -f- A 


i : 


du 


OO 


(ycu 


+ 


B 


Vc 


A 


B 2 


~W 




AC - B 2 


arctan 



7u-f 6 /a/C \ | + °° 


A - B 2 /C 川 -oc 


AC - B 2 


□ 


解 7( 积分学方法之三） 用参数方程方法.引入参数的方法不是唯一的.例如，可 


以先配方得到 


A 


B 2 \ 

~ C ) 



(VCy 


+制 


记 △ = AC - B 2 , 4 
则可以计算得到 


X = 


^ C/A cost , y = 1 / \[C sin t — ( B / VCA ) cos ,，0 彡 t 彡 271 


工⑴ y ’ ⑷ -y ⑴工’⑴ 


因此用公式 (4.14) 的第三式就得到 


s 


7^， 



d 亡 

7 k 


K 

VK 


□ 


以下几个解法中需要一元微积分之外的知识，初学者可暂时跳过，以后再学 


解8 (二重积分方法）平面 R 域的面积可表示为恒等于1的二元函数在该冈域上 
的二重积分. 

将方程配方为 

a ( x +D +( c -D y2=i ， 

作二元代换 _ 

w = \/^(x + 孕 )，V = \jc - 要 y, 

计算山这个代换的雅可比行列式为 

d { x , y ) = 1 = 1 

3—) _ 咖， 1；) - yjAC - B 2 ’ 

d ( x , y ) 
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丁•是就可以用二重积分计算如下（其中记 D 为椭圆区域 Ar 2 + 2 Bxy + Cy 2 ^ l ): 


S = 


dx dy 





u 2 +v 2 ^l 


d ( x ， y ) 
d ( u } v ) 


du dv 


K 


VAC - B 2 


□ 


解 9 (条件极值方法）在椭圆曲线上求到原点距离的最大值和最小值是一个典型 
的条件极值问题.引入拉格朗 H 函数 

L = x 2 + y 2 - 人 ( Ar 2 + 2 Bxy -f Cy 2 — 1), 

从 L 关于 x ， y 的偏导数为0得到线性方程组 

(1 — XA)x — XBy = 0, —XBy + (1 — XC)y = 0. 

将它们分别乘以 x ，? /后相加，即可见拉格朗 H 乘子 X = r 2 . 丁•是只要计算人. 从关丁 

X ，2/的齐次线性方程组有非零解可见其行列式为0,于是有 

( AC - B 2 ) X 2 - (乂 + C ) 入 + 1 = 0. 

于是可知与 r 2 的最大值和最小值对应的两个乘子的乘积为 ■ p2 . 将它幵平 

AC — B z 

方再乘以71就是所要求的面积^ . □ 

VAC - B 2 


解10 (线性代数方法）将在条件 Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 = \ 下求: r 2 + y 2 的 M 值称为 
问题一，它可转换为在 x 2 + y 2 = 1的条件下求 Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 的最值，称为问题二. 
引入矩阵 A =(^), 对问题二，从线性代数知道它们就是欠的最大和最小特征值. 

写山矩阵 A 的特征方程 

\XI - A \ = X 2 -{A + C ) 入 + { AC - B 2 ), 

可见两个特征值的乘积等丁 • AC - B 2 . 它的倒数就是原问题一的两个最值的乘积.幵平 
方后乘以 7 C 就得到 •口 

评论提一个问题：在以上的10种方法中有哪些可以推广丁•求三维椭球的体积, 
而且还可以推广丁•求 n 维超椭球的体积？ 

这里只作一点不完整的评论，即指山容易推广的几个解法. 

解1,即解析几何中的转轴方法，似乎计算比较复杂，但只要有线性代数知识就很容 
易推广到 n 维空间中解决 n 维超椭球的体积计算问题. 

此外，解8,即二重积分方法，在引入正交变换后就容易推广到 n 维.解9和解10 
的推广也是可能的. 


习题 2412 把双曲线 x 2 - y 2 = 1 上的点 M { x , y ) 的坐 
标表示为双曲线扇形 OM，M 的面积 S 的函数，此扇形以双 
曲线的弧 M，M 与二射线 OM 及 CW 为界，其中 M \ x ,- y ) 
是点 M 相对于 Ox 轴的对称点. 

解如附图所示，只考虑: r 〉0部分的双曲线 a : 2 _2/ 2 = 
1. 附图中的两条虚线是双曲线的渐近线2/ = 土: r . 



(H) 


习题2412的附图 
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为求山双曲扇形（附图中的阴影区）的面积（也记为）&可以先计算由双曲线弧 
M ， M 和直线 MM ' 围成的弓形（附图中的淡灰色区）面积.从方程解出2/ = 

即可求积 如下： 

2 ^^/ t 2 - ldt = 2 ^- jty / t 2 — 1 - + ln 卜 + V ^ 2 — l |) : 

= x \ Jx 2 — 1 — \ n(x -f \/ x 2 — 1)， 

其中利用了 §3.1.6 的积分基本公式 (3.6) 之二 （a = - 1). 由于三角形 OMM ， 的面积等 
于: q / = 将它们相减后就得到所要求的面积 

S = ln(x + Vx 2 — 1). 

利用双曲余弦函数的反函数公式（见 §3.1.8 的(3.11)(2)),可见上式就是 S = 
arccoshx , 因此得到 a : = cosh S . (也容易直接从 e * 5 = x + \ Jx 2 - 1山发推导山 
x = 士 ( e 5 + e ~ s ).) 然后就有 2 / = y/x 2 — 1 = \/ cosh 2 5 — 1 = sinh S. □ 

注本题的结论就是双曲函数得名的由来. 


习题2417 ( b ) 求由曲线 :c = acost，y 
围图形的面积. 


a sin 2 t 
2 -|- sin t 


所 


? / 


解如附图所示，（从 0 到 2 tc 时点 ( x ( t )， y ( t )) 以顺时 
针方向描出一个闭曲线，冈此在用公式 (4.14) 时要乘以一 1. 
由丁 • 的表达式不对称，这里用其中的第三式未必 

合适，不如用其第二式求积如下： 



习题 2417( b ) 的附图 


S 


'27C # o C 2k cin 3 f 

y ( t ) x f ( t)dt = - a 2 sm 1 

0 Jo 

、 2 兀 


2 + sin ^ 




—a 


2 


o 


( sin 2 1 — 2 sin t -f 4) dt -h 8 a 2 


^ 2 n 


0 


d 亡 


2 + sin t 


2 


一 CL •971 + 8(2 


2 


^271 


0 


dt 


2 + sin 亡 ’ 


对于最后一个积分可作代换 t =\- e 而归结为 §3.4.3 的习题2028如 下①: 


'271 


0 





/2 


d 0 


2 + sinf j - 3n/2 2 + cos 0 



2k 


d 0 


2 + cos 


2 



d (9 


0 2 + cos 6 



dO 


o 1 + y cos 


2 


VI - (1/4) 

2 _ 
Vl- (1/4) ' 2 


arctan 


1 — ( 1 / 2 ) 
l + (l/2) 


tan 


2 


n 


0 


n 


2 n 

75 


于是最后的答案是 S " 


" a2 ( 翁 


9 ] ^ 0.746 a 2 . □ 


①其中第二个等式利用了 §4.2.5 的习题2265,即周期函数在任何周期长度的区间上的积分都相同 



§4.5 面积的计算法（习题 2396-2430 ) 


189 


习题 2422( a ) 求由极坐标方程厂二 x + g P cog ^ (0< e < 1) 所给曲线所围图形的 

面积. 


解1 (解析几何方法）由 T 这是椭圆的极坐标方程，原点为椭圆的焦点之一，因此 
只要求出长半轴和短半轴就可以得到椭圆的面积. 

分别用 p = 0， K 代入方程，相加除以2就得到长半轴 


a 


2 



V 


£ 



*)= t ^ 


2 


由于原点是焦点，因此短半轴可以计算如下（参见附图) 


ayl — e 1 


V 


vl — £ 2 



’T 


丁•是椭圆面积 S = 7 ia 6 


7lp 


2 


(i-e 2 ) 吾 


□ 


习题 2422(a) 的附图 （ p= 1 
e: = 0.5, O f 为椭圆中心） 


解 2( 概要）按照极坐标系中的面积计算公式则有 


S 


P 


2 


r2n 


2 


dip 


0 (1 + £ COS (f) 


2 


然后利用 §3.4.4 的习题2063 即可. 为了避免奇点，可以先利用对称性将上述积分的 R 
间缩小为 [0, tc ]. □ 


71 


v /3 


习题2424求由曲线 v? = r arctan r 和二射线 p 
所围成之扇形的面积. 





解由于 p 是 r 的严格申调递增函数，可以作出附图中所示 
的曲线图像和欲求面积的图形.按照极坐标系中的面积计算公式, 

) dr ， 且当 p 


并用 r 作为积分变量，则有 dp = (arctan r + - 
从0到 k / VS 时， r 从0到；，丁•是可计算如下: 





+ r 2 


习题 2424 的附图 


S 


2 


V 3 


0 


r dip 


2 


/ 2 厂 3 

r arctan r + 


o 


1 +r 2 


-)dr 


6 


r 3 arctan r 


o +3 


V3 


0 


1 


n , f 3 RdR 

2 y /3 可 


■^dr (对积分用代换 r 2 = ^ 


JL 丄 

0 1 + 


K 


2V3 _ + T- 3 ln2 * 


□ 


以下看习题 2425 的 5 个小题，其中前4个是新版中增加的 • 


习题 2425( a ) 求曲线 r 2 + p 2 = l 所围图形的面积. 

分析不妨只考虑 r ^ O 的部分.这时的曲线在两条射线# = 士1 之间，当#从 -1 
递增至1时， r •从0递增至1后再递减至 0. 因此图形很简单，求积计算也不难 •口 
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习题 2425( b ) 求花瓣形状的曲线 p = sin ( TCr ) (0 彡 r 彡 1) 所围图形的面积. 


解1此题需要对曲线的图像有较准确的理解， 
否则容易出错（参见附图). 

从方程可见，当 r 从0递增至1/2时，从0递 
增至其最大值1;然后当 r 从1/2递增至1时， f 从1 
递减至 0. 因此除了 r = 1/2之外，每一个 p 与两个 r 
值对;、 V :. 将其中小的记为 n ， 大的记为 r 2 , 则就可写 
山曲线（与极轴）所围图像的面积为 

S = -k f 1 i r 2 (^) - r ?((^)] dip . 

z Jo 

接下来的问题是求山 r l 5 r 2 的表达式. 

当 r •从0递增至 1/2 时， Tir 在[0，兀/2]内，因此就有 



习题 2425( b ) 的附图 


”iOf) = 士 arcsine^. 

然而当 r 从1/2递增至1时， Tir 在 [tc/2,7C] 内，因此需要改写 p = sin(7i - nr ) = 
sin(7c(l - r)) 后才能两边取反正弦得到 arcsinp = tc( 1 — r), 于 是解得 


V 2 ((f) = 1 - arcsin^. 


K 


以下的代入计算已经没有困难，可进行如下: 




arcsin ip 

n 




arcsin (f 

n 






2 arcsin 

K 



d(f 


i r 1 

— arcsin (p d(z? 
丌 Jo 



解 2 以 r 为参数，用公式 (4.14) 的第三式也是一个好方法.这里注意到在极轴上 
的直线段对积分没有贡献，因此不必考虑. 

写出参数方程为 


x{r) = r cos (sin 7cr), y(r) = r sin(sin7cr), 0 ^ r ^ 1 5 

同时注意到 ar 从 0 递增至 1 时点以顺时针方向围绕所围 区域， 因此在公 
式前要添上 -1 (参考附图)，然后即可计算 如下： 

1 rl 

s = [x(r)y f (r) - y(r)x\r)]dr 

z Jo 



cos nr dr 




sin nr - r 


2 




r sin nr dr 



n COS Kr 



% i 

cos nr dr = 
o 



K 


□ 
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习题 2425( c ) 求曲线 p = 4 r - r 3 , p = 0 所围图形的面积. 



习题 242 5(c ) 的附图 


解（概要）本题与上一题类似.从方程可见，只需 
要观察函数 *) = 4 r — r 3 在[0, 2] 上的变化.用微分学 
方法可知，当 r 从0递增至 2/ V 3 « 1.155 时， w 从0单 
调递增至 16/ x ^ s 3.079 « 176°，而当 r 继续递增至2 
时， p 则申调递减至 0. 如附图所示，这条曲线与 f = 0 
(极轴）上的直线段0 < r < 2围成一个平面图形. 

以下的计算从略，答案是 II ■.口 


习题 2425( d ) 求曲线 (p = r - sinr ，(f = K 所围图 形的面积. 

分析由 Tp 是 r 的严格争调递增函数，图形和计算都更为简申. □ 
习题 2425( e ) 求封闭曲线 r - A - 所围图形的面积. 

分析这是由参数方程给出的极坐标系中的曲线.利用 
§1.4.5 中作草图的方法，容易知道当 〖从 0递增趋丁 • + oo 时， 

得到一条封闭曲线.计算归结为丨 0，+ oo ) 上的广义积分.积 
分的被积函数是有理函数，利用 §3.3.1 的部分分式分解方 
法，或者 §3.3.2 的奥斯特罗格拉茨基方法都不难求解 .口 



习题 2425(e ) 的附图 


习题2427 将2： 4 +2/ 4 = (1 2 (0： 2 +2/ 2 )变换为极坐标，求该曲线所围图形的面积. 


解 1 用极坐标公式= rcosip,y = r sirup 代入就得到 r 4 ( cos 4 ip + sin 4 ( p ) = a 2 r 2 


因此曲线的极坐标方程为 


a 


V cos 4 (p -f sin 4 (f 


参考曲线的图像（见第一册附录二的习题 1542) 后可知所围图形面积为 


S 


2 


2 



7C 


d(f 


cos 4 ip + sin 4 (f 


利用 §4.2.5 的习题2276,就得到 *5 = y /2 na 


2 


□ 


解2用2/ = k 引入参数后再用公式 (4.14) 也是方便的，所得到的参数方程为 


x 


a 



1 +亡 
1 + 1 


2 

4 


y = tx . 


由丁•该图形关 T z 轴和 y 轴都对称，因此只要计算它落在第一象限的那部分面积再乘 

以4即可.这时参数 t 从0到 + oo , 而坐标轴上的直线段在公式 （4.14) 的第三式的积分 

中的贡献为0,因此就得到（其中利用了该公式后的注2和 §4.4.1 的习题2341的结 果)： 

2 f +0 ° 1 H - t 2 


S 


0 


x 2 ( t ) dt = 2 a 


o 


1 + 0 


dt = 2 a 2 - 


n 


V2 


V 2 na 2 . □ 
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习题2430将: r 4 + y 4 = ax 2 y 化为参数方程，求该曲线所围图形的面积. 


解1用 y = b 代入，就得到参数方程为 


x ⑷ 


at 


1 + 亡 


4， 


y ( t ) = tx ( t ). 


i I ^ 

由丁 • 2/(0 > 0,又由于曲线关于 ? /轴对称，因此只要计算参 
数从0到 + oo 所得到的面积再乘以2即可（参见附图). 
用公式 (4.14) 的第三式，并利用其注2,就有 



习题 2430 的附图 


S 


a 


2 


r+oo 


t 2 dt 


o (1 + 亡 4 ) 2 



t 


u 


，则有 


S 


a 


2 


u A du 


a 


2 r +°° nd(l -f u A ) 


(1 + u 4 ) 


2 


0 


4\2 


(1 + W 4 ) 


a 
4 


2 


U 


+ U 4 


+oc 


0 



du 


o 


+ u 4 


a 


2 r+oo 


du 


o 


1 + u 4 • 


对 M 后一个广义积分可以利用在 §3.2.1 的习题1884中求得的不定积分，或者也可通过 
倒代换而如下归结为 §4.4.1 的习题2341: 


S 


a 


2 


"+OQ 


0 


t 2 dt 
1 + t 4 


a 


2 


8 


o 


i + 亡 2 
1 + 亡 4 


dt 


V2n 

~16~ 


a 2 , 


可见 S 


V 2 n 

T 6~ 


a 2 « 0.278 a 2 . □ 


解 2 (概要）在极坐标系中，边界曲线方程为 r 
图像关于直线 P = tc /2 对称，就有 


a cos 2 (p simp 
cos 4 (p -f sin 4 ip 


e [0,7 c ]. 利用 


s 


2 


c\ 

r dip 


o 


a 


2 


2 


cos 4 (p sin 2 (f 
o ( cos 4 (f + sin 4 if ) 2 


dcp 


a 


2 


a 


2 


T tan 2 (^ d ( tan (^) 
o (1 + tan 4 ip ) 2 

t 2 dt 


(1 + t 4 ) 2 ， 


以下同解 1 .口 
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§4.6 弧长的计算法（习题 2431-2455 ) 


内容简介本节的习题主要是弧长计算，最后还有少量证明题 . 

由于弧长计算公式中出现根式 , 这在很多情况下会使得计算较为复杂.在本节的一 
些计算题中， §3.3 和 §3.4 中的许多计算技巧都是有用的 . 这方面只举下面的例子（该题 
的答案在《习题集》的老版中有误 ). 

习题 2439 求曲线 y 2 = |-a) 的弧长 . 


解 1 因曲线关丁 z 轴对称，只要计算 y >0 的弧长乘以 2 .( 在 

附图中取 a =1 ，曲线的端点为 (| • ，士 a (1.667, 士 3.727 )，在第 
一册附录一的习题 272 中取 a = 5.) 

丄 

将方程对 x 求导，可得到 2/ = X2(3Q f) ， 丁 • 是弧 长为： 

(2a — x) 2 

5 a 5 a - - 

S = 2 | q 3 ^ l+y，2 dx = 2a \ 0 3 2a 1 -x ' \/ 8 2a dx ' 

利用代换 f = y H ( 参看 § 3 丄 5 的习题 1782 的解 3 和 §3.3.1 的 

习题 1933 等 ) ，则有 : r = Uf - ) . ， dx= 出，当 z 从 0 递 

增至 5a/3 时，《从 2 递增至 3, 于是就可求积如下： 



= 2a 


f 3 2t 2 dt 
h t 2 -3 




(4+12. 


-J—In 

2\/3 t + \/3 



dt 



(4 + 2\/^ln 


3-y/3 


2 + \/3 、 
2^/3 ) 


=a[4 + 2-\/31n(2 + \/3)] ~ 8.562a. □ 



习题 2439 的附图 
(取 a = 1) 


解 2 用 2/ = ^: 引入参数 i 则可得到曲线的参数方程为 


x ⑴ 


2at 2 

TT ^， 


y ⑷ 


2at 3 

TT ^， 




然后按照参数曲线的弧长公式得到 


S 


2 


，v ^ 2aty/t 2 H- 4 


dt. 


Jo 广十丄 

作代换 t 2 +A = v 2 , 则有 tdt = vdv, 丁 • 是可与解 1 的计算相同地得到 


s = 4a 


r 3 


v 2 dv 


2 V 


2 


3 


4a 


r 3 


2 



3 


v 


2 


3 


dv = a[4 + 2V^ln(2 + Vs)]. □ 
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习题2453 证明： 椭圆 o ; = acost , y = bsint (0 ^ t ^ 2 n ) 的弧长等于正弦曲线 
V = csiny 的一波之长，其中 C = yja 2 - b 2 . 


解从题意有 a > 6 > 0. 将椭圆的弧长记为 Sl , 按照参数方程表示的曲线弧长公 


式有 


si = 


r2n 

0 

2k 

0 


VK ) 2 ^ (Pl ) 2 dt 

\/ a 2 sin 2 t -h b 2 cos 2 t di , 


而题中给山的正弦曲线的一个波的长度即是一个周期 : T = 2 tc 6 上的曲线长度，将它记 
为 s 2 , 则有 


rT 


S2 


V 1 + {Vx) 2dx 



0 

2nb 



2nb 



b 2 


COS 


2 X 


dx 


V 6 2 + ( a 2- &2) cos 2|_ d ( t ) (然后作代换亡 = z /6) 


r2n 


0 


Vb 2 sin 2 t + a 2 cos 2 t dt . 


对 M 后一个积分作代换 u 


K 


- t,dt = - Chx ， 并利用周期函数在一个周期长度的 R 间 


1：的积分不变性（见 §4.2.5 的习题2265)，就有 


3n 

2 


S2 


Vb 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u du 


▼ 

T 


▼ 

T 


3n 

"T 


Vb 2 cos 2 u + a 2 sin 2 u du 


[ Vb 2 cos 2 u -\- a 2 sin 2 u du , 

Jo 


可见 S2 = Si •口 


注弧长计算公式中的根式带来的一个出乎意料的后果就是，如椭圆这样人们熟 
知的曲线，它的弧长都只能表示为一个定积分，而不能用初等函数表示出来.原因在丁 • 
上述椭圆弧长的积分公式中，被积函数的原函数不是初等函数.这直接导致被称为椭圆 
积分的几类特殊函数.它们在数学的多个分支和应用领域中山现.与椭圆全周长直接有 
关的是下面的第二类全椭圆 积分： 

E ( k ) = 2 y/l — k 2 sin 2 xdx , 

Jo 

其中 /c e (0,1). 丁•是可看出，本题中的椭圆周长 s = 4 aE ( k ), 其中 A : = 即 

椭圆的离心率. 

关 T 椭圆周长的近似计算例子见后面 §4.11 的习题 2544. 在数学分析教科书中对 
丁椭圆 积分的介绍见 [151 的第二卷的§8.5,从该书的索引还可查到在数学分析中与椭圆 
积分有关的许多其他材料. 
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习题2454抛物线4叩= x 2 沿 Ox 轴滚动. 证明： 抛物线的焦点的轨迹是悬链 


线①. 



解利用运动的相对性，不如考虑将 Ox 轴 
作为抛物线在原点的切线沿着抛物线滚动. 

如附图所示，粗黑曲线为抛物线 4 a ?/ = a : 2 . 
其焦点为 F (0, a ). 设 Ox 轴已经滚动到达抛物线 
在点 P ( x 0 ,2/ o ) 的切线的位置，然后我们来计算焦 
点在新的坐标系中的位置. 

为此先要确定新坐标系的原点 O ' 的位置.由 
导数 2/( x 0 ) = -^ x 0 即可写出点 P 的切线方程为 

y - yo = _ x o ) - 


这条切线就是新的横坐标轴 o ， x，. 其中的原点 cr 可以根据 P 点到以的距离等丁•抛物 
线上从原点 O 到点 P ( x 0 ,2/ o ) 的弧长来确定.根据弧长公式有 




\/\ + u 2 du 



工 0 


4 a 


1 rri 

u\/l + u 2 -f tt ln(u + \/u 2 + 1) 

2 」 o 


xo/2a 


y Xq + 4 a 2 + a In 


2a 


( 工 o + Y^o 4fl2 ) • 


然后作山过点 P ( xo , 2 / o ) 的法线 Y-yo = -^( X - xo ), 即可求山焦点 F 到该法线的 

距离，即附图中虚线表示的直线段的长度.按照底注中公式求出为 l ^ xg + k 2 . 
将它从弧长 S 中减去之后就得到焦点在新坐标系中的横坐标，即附图中线段的长 
度.为下面方便起见，将 xo 改记为参数 i ， 就得到 


x ( t ) = aln 去 (t + \ A 2 + 4 a 2 ) . (4.15) 

接下来再求焦点在新坐标系中的纵坐标，即 F 到直线段 POz 的距离，在附图中就是虚 
线标山的直线 FC 的长度.按照底注的公式并将 xq 改为 t 就得到 


2/⑷ 


2 


\ t 2 + 4 a 2 . 


(4.16) 


算得到 e 


_ y / t 2 4 a 2 -f t 
~ 2 a 

* + 2 4 : 2 _ t ■ 将它们相加除以 2, 并利用 （4.16), 就得到 


最后只要从以上参数方程消去先从 （4.15) 有 


并由此可计 


①本题的求解中需要在中学数学甲面解析儿何中学到的一些知识.为读者方便起见叙述如下. 

1. 抛物线是平面内到一个定点 F 和一条定直线 Z ( F 不在 /上） 距离相等的点的轨迹，点 F 叫做焦点， Z 叫 
做准线.由此容易验证，对于本题的抛物线 4 叫= z 2 来说，焦点坐标为 (0,a), 准线方程为 3 / = -a. 

2 . 点 (xo,3/o) 到直线 Ax By C = 0 的距离为 

,_ |i4a：o + Byp -f C\ 

= VA 2 + B 2 ~~' 
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X _ x_ _ 

e a +e a \ Jt 2 + 4 a 2 1 

― 2 ^ = ― 2 ^ — =飞仏 

也就是有 y = a cosh ' 即悬链线方程 .□ 

CL 

注1在以上求解的过程中，新坐标系是随着横坐标轴沿着抛物线滚动而不断变动 
的.这样做只需要画山一条抛物线.同样可以再利用运动的相对性，将附图中以 o ' 为原 
点的坐标系看成为固定，而以 o 为原点的坐标系则与抛物线一起滚动，这样就与原问题 
的提法一致. 

注2将曲线 2 /= a cosh j 称为悬链线，因为它是一条两端悬挂着的均匀柔软的细 
线（链或电线）在平衡状态时戶/取的形状，其证明见本书在 §4.10 的最后的补充. 


习题2455求曲线 


2/ = 土( 


3 


X 


) v ^ 


的封闭部分与等周长圆周所分别围成的面积之比. 


解在附图中作山曲线= 2/ Or ) 的图像，由题意需要 
同时求山该曲线所包围的（阴影区）面积和围线的长度.从 


II 


图形关丁 • 02：轴的对称性可求出面积为 


S = 2 


rT 


3_ 


0 (y-^)v^dx = 2(|-x2 - 


2 x 吾 


3 


0 


8 


27 45； ^3 135 v ^ • 


利用 〆 = 


▲ 

T 


X 2 , 即可求山 y / l + y ^ 



6 x ~^ + |^ T ， 丁.是即可得到周长为 


2 



T 


6 


: + 吾 P 


dx 


2 ( yJ~X -|- X 


T 


o 


3 W 


由此周长可求山等周长的圆的半径为尺 


6V3n 


，从而知道该圆的面 积等于 


5 i = kR 2 


27 n * 


这样就得到阴影区面积与等周长的圆面积之比为 


s ： s x 


8 


2 n 


135\/5 • 27 兀 


5 W 


0.726: 1. □ 


注根据著名的等周定理，在周长相等的一切简羊闭曲线中，圆所包围的囬积最大 
(参见丨 34] 的 §24.3.4). 因此本题最后得到的比率小丁 • 1是在意料之中的. 


§ 4.7 体积的计算法（习题 2456-2485 ) 
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§4.7 体积的计算法（习题 2456-2485 ) 

内容简介 在能够求出空间几何体被一族平行平面（一般是平行于某个坐标面）相 
截的截面面积时，该几何体的体积就有可能用定积分求出.下面第一小节含有这方面的 
初步训练和两个理论题，后两个小节是求给定曲面所围体积和旋转体体积. 对丁 由参数 
方程曲线生成的旋转体体积给出一个新公式，其证明见最后的补注小节. 


4.7.1 用截面面积的积分求体积（习题 2456-2461) 

习题2456求顶楼的体积，其底是边长等于 a 及6的矩形，其顶的棱边等于 c , 而 
高等丁 -/ i . 



习题2456的附图 


解1在附图中作出了顶楼的示意图.为简明起见， 
对长度分别为 A 6, c 的边就用这些符号来称呼它们. 

设顶楼的顶棱 c 与底边 a 平行.取坐标轴 Ox 垂直 
T 底面且指向下方，其原点在棱 C 上，这时的底面与 〆 ^ 
坐标面平行（未画出). 


用平行 T 底面的平面与此几何体相截，其截面（附图中的阴影冈）也是矩形.它的面 
积是： r 的函数，记为 S ( x ), O ^ x ^ h . 于是只要求山 S ( x ) 后在 [0，/ i ] 上对 a : 积分即可 

求得顶楼的体积. 


可以证明①，截面的两边边长都是 x 的线性函数 Ax + 然后根据 x = 0 1 h 时的 

已知值即可确定系数 A 和 R 这样就可以计算得到矩形截面的平行丁•底边 a 的边长是 


+ 平行丁•底边6的边长是 fx . 于是就有 


S ㈤ 


h 


X + C 




h 


x 


(a - c)b 2 

h ? X 



be 

T 


x 


M 后通过积分就得到 


v 


rh 


0 


(a - c)b 2 

h 2 



T 


X 


dx 


+ 昝 2 


h 


0 


^ (fl 一 c )6 /i + ~^bch 


了 + -^- bch . □ 


解 2 如解 1 所示，在具体计算之前已经可以确定截面面积 3(4 是: r 的二次函数， 
因此满足后面的习题2460中的条件，这样就可以用该习题提供的辛普森公式来进行计 
算.这时顶截面面积为0,底截面面积为 M ， 中截面矩形的边长为和 f ,因此面 

积为 j(a + c ) fe . 这样就有 


V 


h 

6 


0 + 4. 去 (a + c )6 + 


ab 


h 


- g -(2 a 6 - f - be ) 


□ 


® 这从相彳以三角形的儿何关系即可看出，细节从略. 
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习题 2459求旋转抛物体的体积，其底为&而高等丁 //. 


解1如附图所示，设抛物线的方程为 x = A:y 2 (0 彡 
X 由该曲线在 y ^ O 的部分与直线 X = 丑和 2 / = 0 

围成的 图形绕 Orr 轴旋转而得到题中的旋转抛物体. 


对 a: e (0，/f]， 用平行 yOz 坐标面的平面X = X与上 
述旋转抛物体相交的截面是半径为 y 的圆，因此其面积是 
S ( x ) = ny 2 = ^ f -. 根据 ：r =汉时的底面积为*5,即可确定 

山系数 k = 夸 .这样就得到了截面面积为 S ( x ) = jjx . 


最后只要求积如下: 


V 


H 


0 


S 


H 


xdx 



x 
2 


2 


H 


0 


2 


SH . □ 




习题2459的附图 


解2从解1的分析就知道 5(0：；) 是 rr 的线性函数，因此不必求山系数 A : 就可以直 
接用习题2460提供的辛普森公式，于是有 

V = f {0 + 4 . j - + S ) = \ HS . □ 

习题 2460 (辛普森公式） 设物体之垂直 T Ox 轴的横截曲的面积 S = S ( x ) 依二 
次规律变化： 

S ( x ) = Ax 2 - f - Bx + C (a ^ x ^ b ), 

其中为常数. 证明： 此物体之体积 等于 

V =钟⑷+ 45( 乎 ) 以⑼]， 

其中 = 6 — 

解从(: T ) d ： T 出发，利用积分关于被积函数的线性性质，只需要对丁 

i , x 7 x 2 分别验证公 k 成立即可. 

对于 s ( x ) = 1有 

dx = b — a = — a - (1 +4 + 1); 

OL 

对 丁- S ( x ) = x 有 

*xdx = ^-[= |(6 2 -a 2 ) = -^(a + 4-^- + 6); 

对 丁 • S ( x ) = a : 2 有 

r ^=f i:=# - 3 )=v[« 2+4 - (f) 2 + 叫 .□ 

注 1 还可以验证对丁•: r 3 的辛普森公式也是成立的.实际上对于 S ( x ) = : r 3 有 

' b x 3 dx= ^ b = l_ {b 4_ a 4 )= b^a [ a 3 + 4 . («iA)%6 3 ], 

% CL & 

因此对于 S ( x ) = Ax 3 + Bx 2 + Cx + D 来说辛普森公式均精确成立. 
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注2辛普森公式对于包括球体在内的很多几何体的体积计算都能提供精确的答 
案，因此俗称为万能公式 [3]. 它甚至还能用于许多平面图形的面积计算，只要将三个截 
面面积改为三段截线的长度即可.然而辛普森公式对于圆面积计算却是不准确的. 

习题2461 一物体是点 M ( x , y , z ) 的集合，其中0彡 z 彡1,并且当 2 为有理数时, 
0彡: r 彡1,0彡 y 彡1;而当2：为无理数时， —1 彡: r 彡0, —1 彡^/彡 0. 证明：此物体的体 
积不存在，尽管相应积分 

S ( x ) dx = 1. 

. o 

分析本题提山了几个不能回避的问题，首先，什么叫一个物体的体积？或者说，体 
积的数学定义是什么？（对 T 平面图形的面积也可以提出类似的问题 .） 其次，用截面面 
积的积分计算体积有什么根据？ 

由丁•这两个问题一般要到多重积分学中才会讨论，因此建议初学者暂时跳过本题， 
到以后再学.下面只对第一个问题作一个简要的介绍.对于这些问题的经典性论述可以 
参考 [15] 的第二卷的 §10.2“ 面积与体积”，特别是其中的 340-342 小节.还可以参考 [16] 
的第九章中的 82-86 节. 

下面只谈体积问题，其起点是假设空间多面体的体积已经有确定的意义和数值. 

对丁 •一 般点集 A 是否有体积的问题，在数学上采用以下 方法： 即考虑包含 A 的所 
有多面体，取它们的体积的下确界，同时又考虑为点集 A 所包含的所有多面体，取它们 
的体积的上确界.点集 A 有体积的充要条件是上述两个确界相等，并在相等时将这个数 
值定义为点集4的体积. 

在具备以上知识之后，本题的点集不可求体积就变得非常明显了 .口 

解实际上，本题的点集不含有任何内点，即其中的任何点都不会带有仍然在该 
点集中的一个邻域，因此这样的点集不包含任何含有内点的多面体.于是点集所包含 
的只能是体积为0的退化多面体，它们的上确界也是 0. 另一方面，本题的点集有界, 
且包含该点集的任何多面体必定同时包含两个立方体 {{ x , y , z ) | 0 ^ : r ， 仏2： < 1} 和 
{( x ,2/, z ) | - l ^ x , y ^- l , 0 ^ z ^ l }, 因此所有这样的多面体的体积都大于等于2,从 
而它们的下确界也大于等于 2. 

丁•是可见两个确界分别为2和0,因此该点集不存在体积.至于题中的积分为1是 
明显的，但既然该点集没有体积，因此这个积分与体积问题毫无关系. 

本题的例子说明，用截面面积的积分来计算几何体的体积是以该几何体可求体积 
为前提的 .口 

注利用多元微积分中建立的体积定义及其用积分计算的合理性，可以证明本节 
中除本题之外的几何体的体积都有定义，而且都可以用截面面积的积分求得. 
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4.7.2 求给定曲面包围的体积 (习题 2462-2470) 


习题2462求曲面 


X 


2 


a 


2 





C 




0所围成的体积 



解1如附图所示（只考虑: r >0 的部分)，用平行丁- 
zOx 坐标面的平面 Y = y (y e [-6,6]) 与题设的几何体 
相截，得到用阴影表示的直角三角形.将它的面积记为 
S [ y ), 则从曲面方程可以计算山三角形的两个直角边为 


X 


a \A- 1 ， 


C 




于是就得到 


s (y) 


ac 

" 2 " 




然后即可利用对称性计算积分如下: 


V = 2 


rb 


0 


S ( y)dy = ac 



1 


fr) dy 


acb 


w y3 


b 


0 


2 

3 


abc . □ 


解 2 若用平行于 yOz 坐标面的平面 X = x(xe [0, a ]) 与几何体相截，则得到的 
是矩形，它的相邻两边的长度为 



26 W 1 


x 

a 


2 

2 


CX 

a 


丁•是得到截面谢积为 S ( x ) 


2 bcx 

a 



— ,最后可求积如下: 


a 


2 




0 


5( x)dx 


26 c r a 
a . o 



2 bc 

a 


2 


3 


x 


3 

2 




2 


2 


dx 


0 


2 

3 


abc . □ 


注在用截面面积的积分计算体积时，选取何种平面与几何体相截是需要斟酌的 


本题若用平行 P xOy 坐标面的平面 Z 


(ze [0, c ]) 去相截就可能会导致复杂的计算 


习题2463求曲面 


2 


V 


2 


2 


b 2 



Z 


2 


1 (椭球面）所围成的体积 


解用平行 于 〆 ^ 坐标面的平面 X 


(xe [- a , a ]) 与椭球体相截，得到的是由 


椭圆曲线 



2 


2 


2 


所围的椭圆.将上式两边除以1 - 即得到椭圆方程的标准形式， 

a 


2 


就可以求山椭圆的 


两个半轴长，从而即可求出截面面积为 


S ( x ) = nbc ( 1 


2 


a 


2 


然后即可求积 如下: 
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音 7ia6c. 


□ 


注与 §4.5 中求椭圆面积的习题2403作比较，上述解法 相当丁 •那里的解 1. 今后 
在学了多元积分学之后，本题还可以有许多种其他解法. 


习题2465求曲面 x 2 -h z 2 = a 2 , y 2 z 2 = a 2 所围成的体积. 


解如附图1所示，这个几何体是两个正交圆柱体 rr 2 + 2 2 彡 a 2 和 〆 + 2 2 彡 a 2 的 
公共部分.在附图中还作出了这两个圆柱体与平面 z = 0 的相交平面. 

如附图所示，从 Oz 轴和 Oy 轴方向看该几何体（即前视图和侧视图）是半径为 a 的 
圆， W 从 Oz 轴方向看（即顶视图）则是边长为 2 a 的正方形. 



V 


习题2465的附图1 



V 


如附图2所示，用平行 T xOy 坐标面的平面 Z = z (- a ^ z ^ a ) 与几何体相截得 
到的是正方形，其边长为 2 v ^^, 因此截面面积 S ( z ) = 4( a 2 - z 2 ). 于是体积为 

y =[ S { z ) dz = ^- a 2 . □ 

注1本题若用平行 r 2/02 ^ zOx 坐标面的平面去截并计算截面面积，则也可求 
山体积，只是不如上述解法方便. 


注2本题的几何体在西方最曱•出现在阿基米德的著作中，他计算出其体积为外切 
正立方体的体积的 2/3( 见 [2] 的《方法篇》的最后一题).这个几何体在中国古代则根 
据其形状称为牟合方盖，它是由刘徽提山来的，见《九章算术》的刘徽注 [181. 


习题2466求曲面 x 2 - j - y 2 z 2 = a 2 , x 2 -\- y 2 = ax 
所围成的体积. 

解这是著名的维维亚尼体.在附图中作出了 2彡0 
的部分，同时用虚线表示与它有关的球体 x 2 ^ y 2 ^ z 2 = 
y a 2 的上半球.为方便起见，利用将 a : = ax’，y = ay\z = 
az ， 代入曲面方程后即可消去 a ， 可见只需要对 a = 1 进 
行计算，然后将结果乘以 a 3 就得到最后的答案. 

用平行于 2/ Oz 坐标面的平面 X = x 与维维亚尼体相截，得到附图中阴影 R 所示的 
截面，它的三边都是直线段，顶部是球面上的圆弧.对 y 求积得到截面面积为 



X 


习题2466的附图 
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S ( x ) 


rVx—x 2 

JO 


- x 2 - y 2 dy ( 用 §3丄6的 （3.6) 之 


1 — x 2 — ?/ 2 + (1 — x 2 ) arcsin 


y=y/x — X 2 
y=o 


y / x{l — x ) -h (1 — x 2 ) arcsin 小工 ：' • 


然后再对截面面积积分就得到所要求的体积: 


V = 2 S ( x ) dx = 2 \/ x {\ — x)dx -\-2 (1 — x 2 ) arcsin \J ^ 

对右边的第一个积分可直接计算得到 

rl ✓ 3 八 5 、 i1 /-\ 


2 y / x {\ — x ) dx = 2 (\x 2 

对第二个积分则需要先作分部积分后求积 如下: 


-M 


_8_ 
15 • 


pi /- 

2^1-^arcsiny^d^ 

— 2 |>- 



-夸) 


arcsin 


in V ^ fr ] 0 


"3 


x + 1 


X 


X + 1 


(x + l ) 2 


dx 


I - f ( y/x — \ x 2 y / x ) - 


X + 1 


dx . 


对最后一个积分用代换 X = ( 2 ,于是就 可得到 


(v ^一 y 


x 2 \/ x ) 


x + 1 


dx 




r 

Jo 

2 

3 


! 2 t 2 - | t 6 


亡 2 + 


d 亡 




吾 1:( 2 + 2 -击) 

鲁（-»普暑 


d 亡 


合并以上计算就得到 


V 


K , S 
^ + T 5 


f + 1 
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丁•是最后的答案是 ( 


2 k 

丁 


)a 3 . 


□ 


注1若用平行于其他两个坐标面之一的平行平面去截维维亚尼体，则计算量一般 
并没有变得更少.对丁•学过重积分的读者来说，这些不同的选择相当于重积分中的积分 
顺序交换，它们有时会在计算量上有较大的差别.对于维维亚尼体的体积，存在很简笮 
的计算方法，只是这时需要利用重积分中的积分代换方法（见 §8.3 的习题 4016). 

注2曾经有人猜测，由球面等曲面围成的几何体的体积或表面积应当与 7 C 有关. 
从维维亚尼体的上述体积计算可见，如果从球体中再除去一个维维亚尼体（即再去掉落 
在/ +沪= - ax 中的部分)，则所余的体积为 


7 ta d — 2 


2 k 

"3" 






它与 n 无关. 这样就否定了上述猜测.此外，还可以发现，上述几何体的表面积也与 7 C 无 
关，因此与曲面有关的猜测也被否定了 [25] (见 §8.4 的习题 4040). 


§ 4.7 体积的计算法（习题 2456-2485 ) 


习题2470求曲面 X 2 y 2 z 2 xy + yz zx = a 2 所围成的 体积. 


解用平行于 xOy 坐标面的平面 Z 二 z 去截该几何体，其截面的边界曲线是 


+ xy + y 2 + yz ^ zx + z 2 - a 


0 . 


从解析几何知识即可判定这是平面 Z = z 上的椭圆，只是它的中心不一定在 z 轴上.利 
用配方法即可求山其中心为(-音，- 音)， 并可写山如下的椭圆方程： 



+ X + 


音 )( 


y + 




2 2 2 
a • 


利用在 §4.5 的习题2406所得的公式 S 


除到左边，就可以求山截面面积为 


AC - B 2 


，就知道只要将上式右边的常数 






2 2 2 


)• 


同时从上述计算还可以确定 2 的取值范围为 N < 因此即可积分 如下: 


V 


4n 


y/V2a 




dz 


4-\/27C 


a 3 . □ 


4.7.3 旋转体的体积计算（习题 2471-2485) 

旋转体作为一类特殊的几何体，有两种常见的生成方式，一种是将某个平面图形绕 
轴旋转，其中一般假设旋转轴不穿过图形的 内部； 另一种是由某条闭曲线绕轴旋转得到 
的曲面所围成，其中一般也假设旋转轴不穿过闭曲线所围图形的内部. 

对旋转体来说，用垂直于旋转轴的平面与之相截所得的截面一般不是圆就是圆 
环①，因此截面面积的计算比较简申.然而根据图形边界描述的不同方法，其中包括在 
直角坐标系或极坐标系中，或者用参数方程表示，计算的公式也有所不同.这方面比较 
一般的是下列命题.它可以看成是 §4.5 中的面积计算公式 (4.14) (即命题 4.14) 在旋转 
体体积计算中的一种推广，且可推出直角坐标系和极坐标系中的旋转体体积公式. 

命题 4.15 设无自交点的平面封闭曲线的参数方程为 

x = x ( t ), y = y ( t )， 0 

其中 x ⑴ , 2 /⑴分段连续可微，2/⑷彡0,当参数《从0递增到 T 时，点 （ a : ⑴/⑴）以逆 
时针方向绕闭曲线一周，则该曲线包围的平面图形绕 Ox 轴旋转得到的旋转体体积为 


(4.17) 



® 也可以是由圆与圆环组成，其中的圆环个数甚至可能有无限多个. 
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可以看山，只要在面积公式 （4.14) 中将 2 /⑷换为 ny 2 ( t ) 就得到体积公式 （4.17). 
与命题 4.14 的公式 (4.14) 一样，它的严格证明需要多元积分学中的知识，因此我们 
将命题 4.15 的证明放到本节最后的补注小节 §4.7.4 中去，供学过有关知识的读者参考, 
而在此前只讲其 I 、 V : 用. 

下面的习题2471对旋转体提出了与截面面积积分不同的体积计算方法，它相当于 
公式 （4.17) 中的第二个公式（但交换 o : 与 y ). 这对某些旋转体的体积计算是方便的. 


习题2471证明，将平面图形 ® 


a 彡 x 彡6， 0彡 2 /彡 y ( x ) 

统 Oy 轴旋转所成的旋转体的体 积等于 

rfe 

V = 2 n x y { x ) dx , 

这里为申值连续函数. ° 



习题2471的附图 


几何分析如附图所示作出由 ( a : e [ a ,6]) 确定 
的曲边梯形，考虑以△: r 为底的阴影区绕 Oy 轴旋转所 
得的旋转体体积.利用 y ( x ) 连续，当 Ax 充分小时，可近 
似地将它看成为高是 yh ) 的一个矩形，这样就不难想象 
出这个矩形绕 Oy 轴旋转得到的乃是两个高为 y ( x ) 而半 
径为 x 和 : c + Ax 的圆柱体之差，即一个圆简.其内侧 
面积就是 271 X 2/(0：). 圆简的体积近似为 

AV = n[(x + Ax ) 2 — x 2 \ y { x ) « 2 nx y ( x ) Ax . 


由此可见，在分划的细度趋丁 •() 时，之和的极限就是积分 xy(x)dx. □ 

解设分划为 a = xq < xi < • • • < x n = b . 利用 y{x) 连续，对丁 • i = 1，2,…， n ， 
将分划的第 i 个子冈间 ，而 1上 2/( x ) 的最大值和最小值分别记为和则在子 
区间上的曲边梯形就可以用高为和的两个同底的矩形夹在中间， T 是由该曲边 
梯形旋转得到的圆筒体积（记为△%)应当满足下列不 等式： 


7t(xf - < AVi ^ n(x^ - 


可见存在& € [ Xi - i ^ Xi ], 使得 

△K = 兀 (4 -Dy ⑹， 

取 i = 1，2,…， n 并相加，又记（而 -f Xi _ i )/2 = rji e [ xi _ i , Xi ], 则就得到和式为 

n n 

V = ^ AK = 2 jc ^ y (^ i)Vi △工 i . 

i=l i=l 

上式虽然不是黎曼和，但只要引用布利斯-杜阿梅尔定理（见 §4.1.2 的习题 2193.1), 就 
知道当分划的细度趋丁 •() 时，上述和式的极限就是函数 27 rxy 0 r ) 在区间 [ a ,6] 上的定积 
分.这就是所要求证的结论 .口 

①本题应当要求平面图形完全在第一象限或第二象限，否则公式不成立.因此应当添加条件，即在 a 彡0 
或 b < 0中有一个成立.以下证明中设前者成立. 



§ 4.7 体积的计算法（习题 2456-2485 ) 


2 


I 


注本题的公式对 T 附图中的图形所成的旋转体来说是比较合适的.然而，上面的 
解法的证明只能说明该公式具有一定的合理性.如 §4.7.1 的习题2461所示，积分存在 
不等丁 •体积存在.在学习的现阶段，对于本题的公式就是旋转体的体积还不可能给山严 
格的证明，也不能证明它的结果与截面面积公式的结果相等.这些问题要到多元积分学 
中才能解决.若将: r 与 y 对换，则本题的公式就可以从公式 (4.17) 的第二个公式推山. 

习题2476求曲线 y = e _x , y = 0 (0 彡 rr 彡 + oo ) 旋转所成旋转体的体积： （ a ) 绕 
Oa ： 轴; ( b ) 绕 O ? /轴. 


解 


本题的图形为无界冈域，需用广义积分计算. 


( a ) 如附图所示，垂直于 Orr 旋转轴的平面去截旋转体 
所得的截面为圆，其面积为7^ 2 = Tee - 21 . 然后求积 如下： 




V x 


ne~ 2x dx = - ye _2x 


+oo 


o 


1 


2 


习题 2476 的附图 


( b ) 垂直 T Oy 旋转轴的平面去截旋转体所得的截面也是圆，其面积为 7 CO ： 2 


7 C (- lny ) 2 , 然后可求积 如下: 




71 In 2 ydy = ny In 2 y — 7C [ 2 \nydy 

0 +0 Jo 


2 n . □ 


解 2 用习题 2471 的公式也可解决.对 （ a ) 有 


V , 


对 （ b ) 有 


rl rl 

2 兀 yx(y) dy = -2n ylnydy 
Jo Jo 

1 1 rl _ 

-27 C - \y 2 \ny +兀 ydy = 可 

^ +0 Jo 2 


Vy = 2 k 


xe^ x dx 


2 n {- xe ~ x )]^ 


+oo 

x ) +2tc 


dx = 2 k . □ 


习题 2477 求曲线 a : 2 + (y — 6) 2 = a 2 (0 < a ^ b ) 绕 Oa : 轴旋转所成旋转体的体 


积. 



习题2477的附图 


解1如附图所示，旋转生成的曲面即是圆环面，俗称救生 
圈. 用平面 X = x (-a a ) 与所围圆环相截得到的是平 

面上的圆环形冈域，其外圆周和内圆周的半径分别为 

6 士 y / a 2 — x 2 , 

因此截面面积是 _ _ 

S ( x ) = n[(b 4- \Ja 2 — x 2 ) 2 — (b — \/ a 1 — x 2 ) 2 ] 

= 4 bn \/ a 2 — x 2 . 


然后可求积如下： _ 

V = ° S ( x ) dx = Sbn y / a 2 — x 2 dx (作代换 a : = asin 沒) 

• 一 CL %, 0 

JC_ 

= 8 a 2 bn [ 2 cos 2 OdO = 2 n 2 a 2 b . □ 

Jo 
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解2如附图所示，可以将所求的体积看成为阴影 R 上下边界的上、下半圆与 
X = ±a ^y = 0 围成的两个曲边梯形绕 X 轴旋转所得到体积之差，丁•是就有 

V = n (6 + \Ja 2 — x 2 ) 2 dx — k (b — y/a 2 — x 2 ) 2 dx 

~OL — CL 

= 867 c y/a 2 — x 2 dx, 

—a 

以下计算同解 1 .口 

解 3 由古尔丹第二定理（见 §4.9 的习题 2506) 可知，在平面图形的质心已知的情 
况下，旋转所得的体积等丁图形面积乘以旋转一周时质心描山的圆周长.本题的阴影区 
的质心显然在圆心（0,6)处，圆面积为 Tea 2 ,于是就得到 

V = na 2 - 2nb = 2n 2 a 2 b. □ 

解 4 将题中的曲线用参数方程 a ; = acosi ; 2 / = 6 + asinf 描述，则当 f 从0到 2 tc 
时点 (x(t) ， y(t)) 以逆时针方向得到该圆.应用 (4.17) 的第一个公式，就有 

V = —7C [ [t) dt 

Jo 

p 2 jc 

= —n (b 2 2ab sin t a 2 sin 2 1) - (—a sin t) di = 2n 2 a 2 b. □ 

Jo 

习题 2478 求曲线 x 2 — xy + y 2 = a 2 绕 Ox 轴旋转所成旋转体的体积. 


解1本题的特点是旋转轴穿过曲线所围图形的内部. 
如附图所示，曲线 x 2 - xy ^ y 2 = a 2 是中心在原点的椭圆, 
其长短轴分别在直线= 土: r 上.从曲线方程肓接解山函数 
y ( x ) 的显表达式为 





0 


yi，2 ㈤ 


X 士 


4 a 2 — 3 x 2 


2 


它们分别是附图中的椭圆的上边界和下边界.此外，还可以 


确定2/1, 2 ( x ) 的定义域是彡 x 彡 




a . 


习题 2478 的附图 


从上述表达式和对称性可见，附图中的虚线椭圆就是曲线 a : 2 _ xy + y 2 = a 2 绕 : r 
轴旋转 180° 后所到达的位置.因此只要将附图中的阴影 R 域绕 x 轴旋转所得的旋转体 
体积再乘以2就可以得到所要的体积. 

注意到在0 < x < a 时的截面是圆，半径为 2/1 ( x ), 而在 a ^ x ^ -^=-a 时的截谢是 
圆环，其外半径为 yi ( x ), 内半径为 y 2 ( x ), 这样就可以计算 如下： 


a 时的截面是 


2a 


V 


2 [ nyf ( x ) dx + 2 ^ n [ yf ( x ) — y \{ x )} dx . 

Jo Ja 


其中第一项为 


2 Tiyl { x ) dx 
. 0 


(4 a 2 — 2 x 2 -f 2 x \ J 4 a 2 — 3 x 2 ) dx 


tt [4 a 2 x — - q-x 


2 j 2 


(4a2 - 3x2)f) [ 


f - 3 
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而第二项为 


2a 

r \/3 

Ja 


兀 [y? ⑷ -y|(x)] dx 


tr 


4 xv 4 a 2 — 3 x 2 dx 


27C-(-|)(4a 2 -3x 2 ) 


3. 

T 


2a 

73 


f Ka3 


丁.是最后得到 V = |~7 ca 3 . 口 
解 2 将方程配方成为 


y ) 2 ^ {^-y ) 2 = a 


得到曲线的参数方程为 


x{t) = -^=r sin f + a cost, 

v3 


y(t) 


2a 


sin 亡 . 


3 亡从 0 到 27 C /3 时，点 (x(t),y(t)) 沿逆时针方向描出第一象限的曲线段（参见附图). 
用 (4.17) 的第一个公式，由丁•第一象限的阴影区边界中在坐标轴上的两段直线，或是 
2/ = 0,或是 x = 0,对积分均无贡献，闵此只需在曲线段上求积，这样就得到 
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V 


2 兀 a 3 


f 3 4 . 

Jo 3 81 


sin 2 t 


(73 


cost 


— sin 亡 ) 


dt 


Sn 

3\/3 


4 

a 3 

. 0 


2 n 2 n 

sin 2 t cos t dt + a 3 3 sin 3 t dt 

1 tJ n 


na 6 - [ 3 


87C 


a 3 . □ 


习题 2480 求曲线 x = a(t — sin ^), y = a(l — cos 亡） （0 彡 < 彡 2 兀 )， y = 0 旋转所成 
旋转体的体积： （ a ) 绕 Oo : 轴； （ b ) 绕 Oy 轴； （ c ) 绕直线 2 / = 2 a . 


解 （ a ) 这时的截面是圆，因此有 S (: r ) = 叼 2 ,于 
是即可求积如下： 

[ 2 na ^ r 2 n ^ 

V x = ny z dx = na 6 (1 — cost ) dt 

Jo Jo 


= 32 加 3 • 6^2-1 = 57lV . 

( b ) 在这里可以用古尔丹第二定理.首先求山附图中的阴影区的面积（即《习题 
集》的习题 2413) 为 

5=(^ ydx = I a 2 (l — cost ) 2 dt = Sna 2 . 

Jo Jo 

从对称性可知该区域的质心 M 的横坐标: r c = Tm , 然后就可以计算出阴影区绕 Oy 轴旋 
转所得的几何体的体积为 

V y = 3 na 2 -2 n-na = 67c 3 a 3 . 

( c ) 这里也可以用古尔丹第二定理，但需要知道质心的纵坐 标如. 这可以从 （ a ) 的 
结果倒用古尔丹定理，由于纵 坐标如 满足 


2na 


J：( 




2 sin 


dt = 327ca 3 


P • 

si 

. 0 


sin 6 0 d6 



习题 2480 的附图 
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37ta 2 - 2ny t 


V x = 5 兀 2 a 3 , 


因此就有 y c = 然后求出质心到旋转轴 y = 2a 的距离是 2a — y c = - g - a , 从而得到 


V y=2 a = 37 ia 2 • 2兀 . 吾 


7n 2 a 3 . □ 


习题 2482.1 求曲线 

x = 2t — t 2 , y = — t 3 


所围图形绕 （ a ) Ox 轴； （ b ) 02 /轴旋转所成旋转体的体积. 



解利用 §1.4.4 中提出的作参数方程曲线的方法，如附 
图1所示，分别作山 ： r = 和 y = y ⑷的曲线，然后就不 
难作山所求的函数图像. 

对本题来说，容易知道当《从0递增到2时，点 



习题 2482.1 的附图2 


(x(t),y(t)) 从原点出发，沿逆时针方向在第一象限画山 
一个_并回到原点. 

由附图可见， x ( t ) Tt = l 处达到最大值1，且在 x G 

(0, 1) 时，每一个 : r 值对应丁•两个2/值；同时2/⑷在 f = 
2/ V ^ « 1.155 处达到最大值 16%/3/9 « 3.079, 且在2/ € 
(0, 16\/5/9)时，每一个 y 值对应丁•两个 a ： 值（参见附图 2). 
( a ) 先计算绕 Orr 轴旋转所得的体积. 

这时将附图2中灰色区域的上边界记为 2 / 2 ( x ), 下边界 
记为2/1 ( x ), 它们的定义域均为0彡 a : 彡1，则就有 

V x = n [yl(x) -y^{x)]dx 

Jo 

=n yl{x) dx - 7i Vi(x) dx. 

Jo Jo 

对第一个积分，用代换 2 ： = x(t), 则就有 y 2 (x(t)) = y(t), 且 
当 x 从 0 递增到1时， t 从2递减到1，因此有 

71 1 2/2 ( x ) dx = 7C P y 2 (t)x f (t) dt = -n y 2 ⑷: r’ ⑷ dt. 

,o J 2 Ji 

对第二个积分，用相同的代换，: r 与《同时从0递增到1，因 
此有 

*1 rl 

—n y\{x) dx = —n y 2 ⑴ re ’ ⑷ dL 
. o Jo 


合并以上就有（这相当于对本题的情况独立证明了 （4.17) 的第一个公式成立): 


Vx 


K y 2 (t)x r (t) dt 
、0 


— K {At — 亡 3)2.2(1 — 亡 ） dt 
.0 


M 

35 


K . 


( b ) 绕 Oy 轴旋转所得的体积计算与 （ a ) 类似，细节 从略. 最后即可以得到 


V y = 71 x 2 [t)y\i) dt 


= n 


(2t-t 2 ) 2 - (4t - 3t 2 ) dt 


64 

105 


n. □ 
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习题 2482.2 证明： 把平面图形 

0 ^ r ^ r (^?) [屮与 r 为极坐标) 


绕极轴旋转所成旋转体的体积等 T 


v 


2k 

丁 


(( f ) sirup dip . 



O 


习题 2482.2 的附图1 


解1如前面的习题2471那样，考虑由 p 到 # + 形成 
的小扇形（在附图1中的阴影 K ) 绕极轴旋转所得的体积.先考 
虑该扇形可以用圆的扇形来近似时所得到的体积. 

为此可先计算附图2中当 r 和 f 为常值时的扇形绕极轴旋 
转所得的体积.以下只对^为锐角的情况作计算，但可以验证 
所得的公式对 T p 为钝角的情况也适用. 

如附图2所示，将扇形划分为一个直角三角形和一个曲边 
三角形，于是可以按照截面面积的积分计算旋转体的体积如下. 



V 


L 


COS 


kx 2 tan 2 w dx + 



7 c ( r 2 — x 2 ) d 


COS (p 


o 


习题 2482.2 的附图 2 


^ r 3 sin 2 (f cos ^ + nr 

孕 r 3 (l - cos ip ). 


cos W + 含 cos 〜 


然后将 f 看成变量，对 V 求微分，这样就得到圆心角为 △# = dp 时的圆扇形旋转 


所得体积的线性主部为下列微分: 


dV 


^- r 3 sin p dp . 


这样就从启发式的角度®得到所要的体积公式为 


V 


2k f 


(( p ) sin (^ dc ^. 


如习题 2471 所示，可以将上述启发式的推导严格化，这里从略 .口 

解2利用古尔丹第二定理如下即可导出所要的公式，但也属于微元法的范畴. 

若将附图1中圆心角为的扇形近似地看成为等腰三角形，则其质心就在（近似 
地）离极点为处.由丁•质心到极轴的距离（近似地）为 | rsin ^, 而相;、 V :的扇形面积 

(近似地）为 j - r 2 A ^, 因此扇形绕极轴旋转所得的体积可按古尔丹定理得到为 

AV « -^- r 2 A(p x 2 n -吾 r sin p « ^- r 3 sin cp dtp , 


这样就可得到与解 1 相同的微分表达式，然后对 f 从 a 到0积分即可 •口 
解3实际上，极坐标曲线就是以 p 为参数的曲线，即 


r (( p ) coscp y y 


(( f ) sin if , a ^ P , 


这样就可以用 (4.17) 的公式来导山极坐标下的旋转体体积公式. 


® 在物理学或其他学科中经常采用这样的推导方法，并称为微元法. 
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为方便起见，对丁•分段光滑的封闭曲线，每一段的参数可独立选取.对于附图1的 
扇形中的两条矢径可以用 r 为参数.这样就可以应用 (4.17) 的第一个公式 如下： 


V 


「戸 


7C 


y 2 (( f ) x f ( ip ) dip-n 


r0 


y 2 ( r ) x f ( r ) dr — n 




(«) 


o 


y 2 { r ) x f { r ) dr ， 


其中第一个积分以 p 为参数，和 y ^) 已在上面 写山； 第二个积分以 r 为参数, 
x ( r ) = rcos /3, y { r ) = rsin ^ S , 0 彡 r 彡 r (^); 第三个积分也以 r 为参数， x ( r ) = 
rcosa , y ( r ) = rsina , 0 彡 r 彡 r ( a ). 如附图 1 所示，即从点 A 沿曲线 r * = r ( ip ) (a ^ 

到点然后沿 ip = p 的射线到极点 O , 再沿 p = a 的射线到点 A 


V 


丁-是就可计算 如下: 


K 


r 2 (( p ) sin 2 (/?[— r ( y ?) sin -h r \( f ) cos cpj dp + 晉 . r 3 ⑹ sin 2 /3 cos /? 


rP 


K 


r 3 (( f ) sin 3 (f dip 


nr 3 (( f ) 


n 

3 


2 


r 3 ( a ) sin 2 a cos a 


3 


sin (p cos ^ 


P 


+ 7 C 


「卢 r 3 ( cp ) 


( sin 2 cp cos cpY dip 


3 



I - r 3 ( P ) sin 2 cos 卢—晋 . r 3 ( a ) sin 2 a cos a 




K 


r S ( ip ) sin 3 号 


r 3 ( c ^)[2 sin(f cos 2 if — sin ^ ip ] dcp 


2 


3 


2 n 

丁 


rP 


3 


( ip ) sirup dip . □ 


习题 2483.1 求曲线 r = a(l + cosp ) (0^(^^ 2 n ) 旋转所成旋转体的体积 ： （ a ) 绕 


极轴； （ b ) 绕肓线 r cos ip 


T . 


提示在第一册附录二的习题 1546( b ) 中有 r = |-( l - fcos ^) 的图像.在 （ b ) 中 

的直线与曲线相切，用古尔丹第二定理较为方便.这时的面积计算（即是《习题集》的 
习题 2419) 和质心位置计算见 §4.9 的习题 2512. 另一种计算方法是利用 （4.17) 的公 

式. □ 


习题 2483.2 求曲线 （ a : 2 + y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 - y 2 ) 旋 转所成旋转体的体积 ： （ a ) 绕 Orr 
轴； （ b ) 绕 Oj /轴； （ c ) 绕直线 y = x . 

提示这是双纽线，用极坐标系比较合适.（取 a = 6就是第一册附录一的习题 
371.1( g ) 的 r 2 = 36 cos 2(^.) 这里只指山，对丁 • ⑷，由于旋转轴不穿过双纽线的内部，因 
此可以利用古尔丹第二定理来做（类似于习题 2480( c )). 为此先利用 （ b ) 的结果和双纽 
线的面积（即《习题集》的习题2418)，用古尔丹定理确定质心的位置，然后再用古尔丹 
定理求出旋转体的体积 .口 


4.7.4 补注 

这里用多元积分学工具对于命题 4.15 给出证明（可参看 §8.12.1 的习题 4320.2). 尚 
未学过有关知识的读者暂时可以跳过. 
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为阅读方便起见，复述命题如下： 

命题 4.15 设无自交点的平面封闭曲线的参数方程为 


x = x(t), y = y(t )， 

其中分段连续可微， y ⑷彡0,当参数 t 从0递增到 r 时，点 （ x ⑷/⑷）以逆 
时针方向绕闭曲线一周，则该曲线包围的平面图形绕 Orr 轴旋转得到的旋转体体积为 

Vx = _7C 2/ 2 ⑷ 〆 ⑷ dt 



x(t)y(t)y\t)dt 


[ T {- y 2 ⑷尤’⑷+工⑷[2/ 2 ⑷] ’} d 亡. 

z Jo 


(4.17) 


证根据第二型曲线积分的定义，将命题中的有向封闭曲线记为 C 7, 又将 C 包围的 


平面冈域记为 D ， 则就可将公式 (4.17) 改写 成为: 


V x = -^(v y 2 dx 


n 


c 



c 


2xy dy 


JL 

T 


手 -y 2 dx 


+ 2xy dy. 


(4.18) 


用格林 公式于 (4.18) 就得到 

y 2 d. 


-neb 


n 


c 



c 


2n 


2xy dy = 
ydx dy. 


n 

2 



c 


—y 2 dx + 2xy dy 


D 


从微元法来看，对丁•在 0: r 轴上方的区域 D ， 其中微元 d : cd 2 /绕 Ox 轴旋转一周得 
到的体积就是2邱 deed 仏然后将它们相加（也就是求积)，即得到上述二重积分，因此这 
就是所要求的旋转体体积 14. 

以下对此给山严格的证明.将闭曲线 C 绕 Ox 轴旋转所成的闭曲面记为*5,将 S 包 
围的空间 R 域（即旋转体）记为根据命题的条件可知 S 是分片光滑的闭曲面，因此 
冈域 D 是可求体积的.根据三重积分的知识，在区域 Q 上恒等于1的被积函数的三重 
积分就等于区域的体积，也就是旋转体的体积 

r % 

V x = dx dy dz. 

Q 


根据旋转体的生成过程，可以将旋转体 Q 中的点表示为 


x = x, y = r cos6 y z = r sin 6 ((x,r) 






^ / 


这就是在三重积分中常用的柱坐标代换.计算出从:到的雅可比行列式为 

i I 


d{x,r,0) 


1 0 
0 cos 6 


0 

r sin^ 


0 sin 汐 r cos 汐 


厂， 


根据三重积分的变量代换公式就有 


V x 


dx dr d6 


Dx[0,2ji] 



K 


d6 


o 


dx dr = 2n 


ydx dy. □ 


D 


D 
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§4.8 旋转曲面表面积的计算法（习题 2486-2500 ) 

内容简介 本节的习题是旋转曲面的表面积计算，其中除了各种公式之外有时还 
可以用古尔丹定理. 

首先要掌握最为基本的旋转曲面计算公式，即在区间 [ a ,6] 上曲线 y (: r ) > 0绕 Or 
轴旋转所成的旋转曲面的面积为 

S = 2 n y { x ) y /\ -h y ,2 ( x ) dx . 

.a 

利用弧长的微分 ds = Vl + WWdx , 上述公式可写成为 

5 = 27 c | y ( x ) ds . 

再进一步，若以弧长作为曲线的参数，又记曲线的长度为则又有公式 

ri 

S = 2 n yds , 

、 o 

其中的积分变量是&可以证明上述公式对丁•分段光滑的封闭曲线也是成立的. 

注意上述几个公式的共同核心是弧长微分初学者容易犯的一种错误是将 d S 漫 
不经心地错记为 dx ， 这即使对于曲线 2/(4 为直线的情况，例如圆锥面和圆台面，也只能 
导致错误的结果. 

除了计算工具之外，这里还有理论问题，即既然要计算旋转曲面的面积，那么与平 
面图形的面积和几何体的体积相类似，就有如何定义曲面面积的问题.多数教科书中在 
这里推导上述几个计算公式时只能回避这个更深刻的问题.这是因为要到多元微积分 
中才可能给山曲面面积的一般定义，并给山有定义时的面积计算公式.在这个基础上可 
以证明，本节的旋转曲面面积存在，而且以上几个计算公式都可以从关于一般曲面面积 
的计算公式推山. 

下面从求旋转椭球面的面积开始.在 §4.6 的习题2453的注中，己经指山椭圆的周 
长不能用初等函数表达出来，因为其中涉及的积分的被积函数的原函数不是初等函数. 
然而，下面我们会看到，旋转椭球面的表面积则不难求出 ®. 

习题2490求曲线 _• + I = 1 (0 < 6彡 a ) 旋转所成曲面的面积： （ a ) 绕 Ox 轴; 
( b ) 绕 O ? /轴. 

解 ( a ) 利用对称性，并引入椭圆的离心率 e = 就有 

CL 


①与椭圆周长计算中的困难相仿，二个半轴均不相等的椭球面的面积计算又会导致椭圆积分，见 [15] 的第 
二卷的629小节的例题 18). 
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s x 


4兀 I y ( x ) v 1 + [ 2 /’( x )] 2 dx (然后用代换 x = a cost , 这时 y = b sin t ) 
o 


47C 


n 

0 


b sin t \/ a 2 sin 2 t + b 2 cos 2 t dt = 4 nab 


n 

0 


siniyl — e 2 cos 2 t dt 


n 


4 nab f 2" 


£ 


2 nab 



y / l — e 2 cos 2 t d(—e cost ) 


£ 


e costy 1 — e 2 cos 2 ^ -f arcsin (— e : cost ) 


JL 

T 


o 


2 nb 


2 , 27ia6 

e 


arcsine . 


( b ) 这时的积分情况不同，计算 如下: 

rb 


Sy = 4 tc x (?/)- v/l + [ x f ( y )} 2 dy (然后用代换 y = bsint , 这时: r = a cos t ) 


4 tc 


o 

K 

rT 


a cos t \ a 2 sin 2 t b 2 cos 2 t dt 


n 


Ana 2 J 2 cos t\J (1 — e 2 ) - I - e 2 sin 2 t dt 

\ J - £ 2 ) - I - e 2 sin 2 1 d(e sin t ) 


4 na 2 r ^ 


2 na 2 

£ 


es \ nt\J (1 — e 2 ) e 1 sin 2 t + (1 — e 2 ) In esin 亡 + yj(I — £ 2 ) H - e 1 sin 2 t 


T 


o 


2 


w + 手 ln 




□ 


注我们在第一次看到这样的结果时可能会感到奇怪，两个答案怎么会如此不同? 
如果固定 A 令 e 0,也就是6 4 a , 则它们的极限都是 47 m 2 , 即半径 a 的球面积.可见 
连续性没有问题.（类似的现象己见于 §3.4.3 的习题2028中 .） 

将问题改换一个角度会使得上述问题更为突山.固定 a ， 而令6从小于 a 开始递增 
直至大于 a . 这时在 （ b ) 的公式中需要将 a 与6对换，并不再用离心率记号 e . 

根据前述计算，就知道这样的椭圆绕 Ox 轴旋转得到的旋转椭球面的面积，当 a > 6 


时为 


S a >b = 2 兀 6 2 + 


2 na 2 b 


在经过 a = 6时的5^=6 



arcsin 


Va 2 — b 2 


2 - b 2 a 

4 na 2 而连续变化到 a < 6 时则为 


S a <b = 27 c 6 2 



2 na 2 b 


In 



T 是要问 


y / b 2 — a 2 

二者的表达式为何会发生如此大的变化? 



Vb 2 - a 2 

a 


(4.19) 

(4.20) 


这可在复域中解决•从 (3.8) 有 a : = sinht = isin (— it ), 即有 f = iarcsin (— ix )= 
— iarcsin ( ix ) 和 f = arcsinh x . 又从 （3.10) 有 arcsinh x = ln(x 4 - \/l 4- x 2 ), 丁 是 得到 

— iarcsin ( ix ) = ln(x + \/l + x 2 ). 

现若在 0 < 6 < a 时的公式 (4.19) 中令 a < 6, 将其中的改为 Wb 2 - a 2 , 则就 


得到 (4.20). 
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又可以类似地利用 

arcsinx = iln(—ix -f \/l — x 2 ), 

从 （4.20) 导出 （4.19). 

这样就证明了以上两个公式的每一个都可以同时用 T a > 6和 a < 6的两种情况. 
实际上，在复域中可以证明，所有的初等函数在本质上是同一个函数及其反函数.公式 
(4.19) 和 (4.20) 的不同只是因为在复域中的同一个函数在实数域的不同范围中的表达 
式不同所致. 


习题2491求曲线 x 2 + (2/ - b ) 2 = a 2 (6 彡 a 〉 0) 绕 Ox 轴旋转所成曲面的面积. 

解这就是求圆环面的表面积.与 §4.7.3 的习题2477 (求圆环的体积）的解3相 
类似，这里用古尔丹第一定理（见后面的习题 2505) 是方便的. 由于该 曲线的质心在 
圆心，到旋转轴的距离为6 (参见习题2477的附图)，其周长又已知为 27 ta , 因此就有 
S x = 47 C 2 a 6. □ 


习题2495求曲线 x = a(t - sint ), y = a(l - cost ) (0 ^ t ^ 2 n ) 旋转所成曲面的 
面积：⑷绕 Ox 轴； （ b ) 绕 Oy 轴； （ c ) 绕直线 2 / = 2 a . 


解（可参考 §4.7.3 的习题2480的附图和解法 .) 

( a ) 写出旋转曲面的面积 公式： 


S x = 2 n 


r 2 na 


0 


yyA 


由丁 yi 


y [ 

A 


sint 


1 — cost 


cot 因此有 y/l + ( y ’ x ) 2 = CSC 


2 


2 


丁 是可计算如下 


S x = 27 c 


r 2 n 


2 na 


o 

2 


a 2 (l — cost ) 2 esc 


r 2 n 


0 


167ta 


2 


4 sin 3 I dt 
sin 3 6 dO 


o 

71 

T 


327 ca 2 I ‘ sin 3 0 

o 


64 兀 

丁 


a 2 . 


( b ) 记曲线的质心坐标为则从对称性知〜 = Tta , 因此只要计算出曲线的 
弧长 （ B 卩《习题集》的习题2443)，然后即可用古尔丹第一定理.弧长计算 如下： 

r 2 na 


S 


0 


2a 






0 


a(l — cos 亡 ） esc j d 亡 


r 2 n 


0 


sin y d 亡 


4 a 


sin ^ d ^ = 8 a . 


o 


于是从古尔丹第一定理就得到 


S y = Sa x 2 n / i x = 16 n 2 a 2 . 


( c ) 首先用 （ a ) 的结果和弧长，倒用古尔丹第一定理，有 
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S x — a 2 = 8a x 2n/x yi 

从而得到 /iy = > 

由丁•质心到旋转轴 y = 2 a 的距离为吾 a ， 因此从古尔丹第一定理就得到 

S y — 2 a = 8a x 2 tc x -^-a = a 2 . □ 

习题 2500 由抛物线 y 2 = 2 p:r 与直线 x = |-围成的图形绕直线 y = p 旋转而构 
成一旋转体，求其体积和表面积. 

解除了直接计算之外，也可以用古尔丹定理.由于对称性，图形与抛物线弧的质 
心只能在 Orr 轴上，它们与题中的旋转轴的距离都是 p , 因此只要再求山图形的面积和 
弧的长度就够了. 



附图中的阴影冈面积和抛物线的弧长可计算 如下: 


S = 2 



吾 - x(y)j dy 


p 2 ~^ o y2dy 


2 

3 


2 


P 


CP 


y/l -f [x f (y)] 2 dy 


2 

V 


y/y 2 +p 2 dy 


■^{ yy / y 2 +p 2 +pin(y + vV 2 +p 2 ))| 0 

y/2p + pln(l + y/2) « 2.296p. 


然后用两个古尔丹定理得到： 

y v = P = 吾 p 2 x 2 tcp = 夸 p 3 , 


S y=p = [\/2 + ln(l + V2)]px 2np = 2np 2 [V2 + ln(l + v^)]. 

然而旋转体除了上述旋转曲面之外，还有在 x =\ 上的长度为 2 p 的直线段通过旋转提 
供了旋转体的底圆，其面积为 4 np 2 , 因此旋转体全表面积为 

全表面积 = ^ K P 2 [2 + \/2 -f ln(l -f \/2)]. □ 
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§4.9 矩的计 算法. 质心的坐标（习题 2501.1-2515) 

内容简介 本节是积分在力学上的应用之一.当物体的密度为均匀或只在一个方 
向上有变化时，可以用一元函数的积分来求山矩和质心，其中一次矩为静矩，二次矩为 
转动惯量.两个古尔丹定理也将在本节得到证明. 

下面是关丁•转动惯量的几个例子.为方便起见，经常用微元法来叙述和计算. 

转动惯量也称惯性距，它用于度量物体绕某个轴旋转时的转动惯性的大小.按照力 
学上的定义，质量为 m 的质点绕相距为 s 的轴旋转的转动惯量为 ms 2 , 因此整个物体的 
转动惯量就是将物体的质量微元 dm 乘以到转动轴的距离平方求和，也就是求积分. 


习题 2502.2 求曲线 

ay = 2 ax — x 2 (a > 0), y = 0 

所围抛物线弓形对 Orr 轴和 02 /轴的转动惯量 4 = 从 2 (1) 和= M 2 (y) . 由关系式 
I x = Sri I y = Sri ( S 为弓形面积）定义的惯性半径 b 和％等于什么？ 


解用 : r = a〆，y = <代入方程可消去 a , 因此只要对 a = 1作计算，然后对转动 
惯量乘以 a 4 . 



习题 2502.2 的附图 


先计算对于 Ox 轴的转动惯量.在弓形中到该轴的 
距离为 y 的点集是水平直线段.对于0 < 2/ < 1，从方程 
y = 2 x - x 2 可解山直线段两端的横坐标为 

Xi(y) = 14- \/1 - y, x 2 (y) = 1 — y/Y-y 、 

然后如附图所示，取抛物线弓形中介于 F = 2/和 K = 2/ + d 2/ 
之间的阴影区，则其面积近似地为 

2 yJ \ - ydy . 


将上式乘以 y 2 并对于 y 从 0 到 1 积分，就得到 a = 1 时关丁 • Ox 轴的转动惯量 如下: 

1 2y 2 y/l -y dy (作代换 y = sin 2 沒） 

. 0 

JL JL 

= 4 sin 5 0 cos 2 0dO = 4 [ 2 (sin 5 6 — sin 7 6) d6 

. o Jo 

5-3 V 7) 105• 


同样可计算 a = 1 时关于 Oy 轴的转动惯量 如下： 

I x 2 (2 x — x 2 ) dx = 

乘以 a 4 即得到 


由丁•弓形面积为 
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因此就可按照公式计算山惯性半径为 



习题 2504.2 求半径为丑质量为 M 的均质球体对其直径的转动惯量. 


解1设球面方程为 x 2 + y 2 ^- z 2 = R 2 , 将作为旋转轴的直径取在 Oz 轴上. 于是 
只要考虑到该直径的距离为 r 的点集，其中0 < r 彡凡 
可以看山，这样的点集就是柱面 x 2 ^ y 2 = r 2 与球 
相交的部分，所得的柱面高为 2 VR 2 - r 2 , 半径为 r ， 因 
此其面积为 


S ( r ) = 2 nr x 2 VR 2 — r 2 = AnryR 2 — r 2 . 

将它乘以 dr , 再乘以到旋转轴的距离平方 r 2 , 即可计算 
转动惯量 如下： 


Mi 2 ) 


P 


0 


r 2 S ( r ) dr 


P 


rR 


0 


4 nr 3 y R 2 — r 2 dr 


其中 p 是球的密度. 



作代换 r = RsinO ^ 即可得到 


M^ 2) = 4tlR 5 p J 


JL 

T 


n 

rT 


sin 3 6 cos 2 OdO = 4 nR 5 p ( sin 3 0 — sin 5 9) d 6 



利用球的质量已知为 M ， 即有 

^nR 3 p = M, 

丁•是可确定 P = 将它代入前面的转动惯量 M 2 (2) 的表达式中，就可得到在力学 

AkR 6 

教科书中的 公式： 

m 2 (2) = \mr 2 . □ 

o 


解 2 (概要）取方程与旋转轴同解 1. 用垂直丁•旋转轴的平行平面将球切割成薄圆 
盘片，计算山每个圆盘片相对丁•旋转轴的转动惯量，然后相加（即积分）即可. 

这里首先要计算山均匀薄圆盘片相对于通过圆盘中心并垂直于盘面的旋转轴的转 
动惯量.可以证明，若圆盘质量为 m ， 半径 为丑， 则这个转动惯量为 \ mR 2 . (这也是力 
学教科书中的常见公式，需要通过积分得到，其推导留作练习题 .） 

在这个基础上，厚度为心的薄圆盘的质量为 np { R 2 - z 2 ) dz , 其转动惯量为 
j - np ( R 2 - z 2 ) 2 dz , 然后就可积分得到 

Afi 2 ) = \np R ( R 2 — z 2 ) 2 dz . 

Z J-R 


作代换 z = RsinO , 就可计算出 
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Mp) = KR 5 p 2 cos 5 0 d 6 

以下与解 1 相同 .口 

习题2505 (古尔丹第一定理） 证明： 平面曲线弧 C 绕此弧所在平面上不与它相 
交的轴旋转而成的旋转面，其面积等于此弧的长度与它的质心所画山的圆周之长的乘 
积. 


解不妨设曲线弧 C 处丁•上半平面，旋转轴为 Ox 轴，其方程为 z = x(s)，y = y(s), 


其中 S 为弧长参数.又记其质心为 (/ix,/i y ), 则从关丁•质心的纵坐标化的计算公式就有 

、1 

y{s) ds 
u - io_ 

My _ / , 


其 中/是 曲线弧 c 的长度. 

将上式两边同乘以 2W, 则就得到 


2 np y x I = 2 n 



y{s) ds, 


这时左边就是弧长乘以质心所描山的圆周长度，而右边从 §4.8 知道就是曲线弧 C 绕 Orr 
轴旋转所得的旋转曲面的表面积 .口 


习题2506 (古尔丹第二定理） 证明： 平面图形 S 绕此图形所在平面上不与它相 
交的轴旋转而成的旋转体，其体积等 T 图形 S 的面积与此图形的质心所画出的圆周之 
长的乘积. 


解1 (简单情况）设平面图形处 T 上半平面，旋转轴为 
Oz 轴，记图形的质心为 (/i x ,/i y ), 以下只讨论两种较为简申 
的平面图形. 

情况1设平行丁 • Oy 轴的直线与图形的边界至多 
只交丁•两个点，记为（上边界） y 2 (x), 和（下边界） 2/i(x), 
a ^ x ^ 6. 这时对丁•直线 X = x 与图形相截的直线段 

{(x,y) yi(x) ^ 於⑷}， 



习题2506的附图1 


其质心在该线段的中点处，这也就是质心到 Oz 轴的距离.将它乘以 
直线段的长度 y 2 {x) - t/i(x), 然后对 x 从 a 积分到这就是平面图形相对于 Ox 轴的 


静矩.丁•是质心的纵坐标就是 

My = 

其中分母为图形的面积. 


2 fjy 2 ( x ) - y 2 A x )] dx 

~ s 



将上式两边同乘以 2 tcS 就得到 


2 nfiy x S = [yl{x) - yi{x)] dx, 
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上式左边就是质心所描出的圆周长乘以平面图形的面积，右边就是该图形绕 Ox 轴旋转 
所得的旋转体的截面面积的积分，即旋转体的体积 .口 
情况2现在考虑另一种简单图形，即平行于 Orr 轴的 
直线与图形的边界至多只交于两个点，记为（左边界） Xl (y) 

和（右边界） x 2 (y), c ^ y d. 这时对 丁直线 Y = y 与图形 
相截的直线段 

{(X，?/) | xi(y) ^ x ^ x 2 {y)}, 

其质心在该线段的中点 y ( x 1 ( 2 /)+ x 2 ( y ))^, 它到 Ore 轴的 
距离是 y. 将它乘以直线段的长度 x 2 (y) - XI (y), 然后对 y 
从6积分到么这就是平面图形相对丁 • Oa : 轴的静矩.于是 
质心的纵坐标就是 

、d 

y[x 2 (y) - xxiy)] dy 

h - 5 -， 

其中分母为图形的面积. 

将上式两边同乘以 2 tl 5 就得到 

rd 

27c/i y x S = 2n y[x 2 (y) - xi(y)\ dy, 

Jc 

右边的公式按照 §4.7.3 的习题2471 (将其中的 x 和 y 对换)，就是平面图形绕 Ox 轴旋 
转所成的旋转体的体积 .口 


1 
d 


o 

习题 2506 的附图2 



解 2( —般情况）对丁•一般的平面图形，需要重积分的知识才能作山比较严格的证 
明.不妨仍设图形处于上半平面，旋转轴为 Ox 轴，记图形的质心为 (/ i x ,/ iy ), 则从关于 
质心的纵坐标 My 的较一般的计算公式就有 


ydx dy 


/i y 


S 


两边同乘以 2 tlS ， 就得到 


2nfjL y x S = 2n 


ydx dy 


其中左边就是质心所描山的圆周长乘以平面图形的面积，而右边就是平面图形绕 Or 轴 
旋转所得的旋转体的体积（参见 §4.7.4 中关于命题 4.15 的最后一步证明) .口 


注1从两个古尔丹定理的证明可见，它们揭示出力学上的静矩与几何学的联系. 
假设密度为1，这时对于平面上的曲线弧来说，它关于某个轴的静矩乘以 2 tc 就是曲线绕 
该轴旋转的旋转面面积，而对平面图形来说，它关于某个轴的静矩乘以 2 tc 就是图形绕 
该轴旋转的旋转体体积.在 §4.7 和 §4.8 中己经看到过这两个定理的多次应用，本节也有 
这方面的习题，这里不再重复. 

注2在古尔丹第二定理的第一个证明中，利用了静矩计算中的可加性原理 ® .这 

①转动惯量也具有可加性，但只是将物体简单地分解为若干部分后分别计算它们的转动惯量，然后相加. 
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就是可以将物体分解为若干部分，将各个部分的质量集中在它们的质心处，形成一个新 
的系统.可以证明，这个新系统的静矩和质心与原系统相同.下面只对于最简单的离散 
质点系统和分解为两个部分的情况给出证明. 

设平面上有 n 个质点 Pi ( Xi ， yi )， i = 1，…，71,它们的质量分别为 mj , i = 1, •..， n , 
则这个质点系关于 Oz 轴和 O ? /轴的静矩分别（简记 ） 为 


Si rriiXi, m iVi' 


质心的位置为 




Y.i m i X i 

Tn m i 


My 


Zt m iy ' 


现在将这个系统任意划分为两个子系统，并在下面分别用和 E " 表示对两个子 
系统的求和，则就可以得到 


^ rriiXi = + miXi 




(E: 


)譬 + (二 


2^i mjXj 


Y ] myi = • miyi + . miVi 




(E: 


% 





(E 


Li m iVi 

mi 


这表明原系统的静矩等于两个质点构成的系统的静矩，这两个质点的质量分别是 
和 O , 而它们的位置分别是两个子系统的质心位置. 


同样，将上述两个等式分别除以 E 
巳、的可加性原理，从略. 


( E > i ) + ( Eirrii ) 也就可以得到关于质 


在下面的两个习题中仍然用上述方法来计算质心 


习题2512求曲线 


(1 4-COS(^) 所围图形的质心坐 


COS (p 


标. 


O 


习题 2512 的附图 


解如附图所示，从对称性可知质心在极轴上，因此只 
要计算关于 f = 7 C /2 ( 即 y 轴）的静矩. 

考虑从 W 到 w + dp 的小扇形（附图中的阴影区 )， 将它 
看成为一个三角形，可见其质心的近似位置离开极点的距离 
是 2 r /3. 这样就可以计算静矩如下 [6, 13] 


MP ) = 


• 2 : 
. 0 


2 r 


cos(p - 士 r 2 d(p 


•27 C 

r cos (p d(f 

. 0 



4 a 


a 3 (l + coscp ) 3 cospdp = —^ 




/v 

r~2 

(3 cos 2 cp + cos 4 ( p ) dcp 

Jo 


4^4-2 2 
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然后再计算曲线包围的图形面积 （ B 卩《习题集》 §4.5 的习题 2419) 如下: 


S 


2 


r 2 dip 


o 


r2n 


0 


a 2 (l + cos ^)^ dip 


2 




2 

2 a 2 (1 + cos 2 cp ) dip 

.0 


371 

T " 


a 2 . 


设密度为1，则 S 就是图形的质量，而图形对 T Oy 轴的静矩等于 5 x / i x 

2 I 


因此即可求 


山质心的横坐标仏 


f 7 ^ 3 * W 


6 


a . 


□ 


习题2515求半球面: r 2 + y 2 + / = a 2 (z ^ 0) 的质心的坐标. 


解注意本题的几何体是半球面而不是半球体. 

从对称性可知质心在正半02轴上，记其 z 坐标为 / iz . 考虑球面上到 xOy 平面距 
离同为 z 的点集，它是半径为的圆.用平行平面 Z = = z + 截球面 

得到的面积为 2 ny /^^ ds t 将它乘以\然后对2从0到 a 积分，这样就得到该球面 
对于: cOy 坐标面的静矩为 

2 兀 zv^a 2 — 2 2 ds. 

.0 

计算 ( V ^~^ y = / ~ z — 即可得到弧长的微分为 

Va 2 — z z 

ds = — 2^― 2 = / o 0 -" o' 心， 

V CL - Z z Va 2 - z 2 

这样就得到静矩为 

2nazdz = na 3 . 

.0 

再除以半球面积 27 m 2 就得到 a = •口 
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§4.10 力学和物理学中的问题（习题 2516-2530) 

内容简介本节是积分学在力学和物理学中的一些;、 V: 用，根据问题的具体背景，应 
用有关的物理定律，将问题归结为积分计算或者简申的微分方程求解.在具体归结中一 
般均可用微元法. 

习题2517把质量为 m 的物体从地球（其半径为开）表面抬升到高度为/ I 的地方， 
需要对它作多少功？若物体远离至无穷远处，则功等于多少？ 

解1作功是为了克服地球引力.在地面附近，只要将重力 
F = mg 乘以提升的高度 / i 即可，但本题的力则需要用万有引力定 
律来确定，即 

F = kMm 

r 2 7 

其中 A : 为万有引力常数， M 为地球的质量， m 为题设的物体质量, 
r 是地球中心到物体的距离.这里将物体简化为一个质点. 

如附图所示，取地球中心为原点，取02：轴垂直向上.设物体 
当前的位置为 X ，考虑将其从高度 x 提升到 x + dx 时需要作的功. 
从万有引力定律可知，所要作的功为 

dW = 

利用3 x = R 时有 F = mg , 丁•是有 

kMm _ 

—^2 — 

从而可以得到.由誉=可知有 

W { x ) = - + C . 

X 

然后再利用 W ( R ) = 0,就可以求山待定常数 C = mgR , 丁•是功 W { x ) = 

用高 rr =只+ / i 代入，就知道将物体从地面提高/ I 所需要做的功为 

轉 + /0 = — - 击)= rng -^. 

这个答案在 h 《 R 时也就与 mgh 差不多. 

对于/ I 为无穷远的情况，只要令 /I -> + OC 取极限，就得到将物体抛至无穷远处所 
需要作的功为 mgR . 

若令 mgR = 则就得到这就是将地面上的物体送到无穷远处 

所需要的初始速度.它与物体的质量 m 无关，一般称之为第二宇宙速度，记为〃 2 .取 
p = 9.8 米/秒 2 ,丑= 6.38 x 10 3 千米，可计算出的《 11.2 千米/秒 •口 

解2在求山誓之后，只要利用 IV ( R ) = 0就可以用定积分计算 如下： 



习题2517的附图 
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W{R^h) 


R-\^h . —^ a 



W \ x)dx 





mgR 


dx 


mgR 2 〈 


R+h 


m 9 R 2 { i - RTh)= mg 


Rh 


R h 


而当/ ^ — +00 时则可直接计算广义积分 如下: 


W^f-l-cx)) = lim 

/i->+oo 


rR+h 


mgR 


2 


dx 


+oo 


mgR 


2 


r 十 , 

= 二 ^ -dx 

. R 






mgR. □ 


注以上两个解法无本质差别，都是从 

dW = 
dx ~ 


mgR 


2 


山发求未知函数 W { x ). 一般而言，若取: c 为自变量， y ( x ) 为未知函数，则将 

F ( x ， y ，"^ ') = 0或者 I = ，( x ， y ) 

称为（常）微分方程.若后一式的右边不出现 y ， 则就是求不定积分.它是最简申的微分 
方程，本题就是如此. 

从不定积分知道，其中山现待定常数.如解 1 所示，根据条件 W(R) = 0 可以求山 
这个常数，从而得到完全确定的解.这在微分方程理论中称为初始条件. 


习题2520 求水对竖直放置的半圆形挡板的压力，该挡板的半径为 cz ， 而水面位于 
挡板顶部直径的位置. 


解1如附图1所示，将原点置于水面， Oa : 轴垂直于 
水面指向下方. 

考虑挡板在水深为: r 和 x + da: 之间的部分（即附图 1 
的阴影带 R )， 深度 rc 处的压强为 pgx, 其中 p 为密度，可 
取为1， g 是重力加速度.为简明起见，下面略去这个常数 
因子.将深 x 处的压强乘以阴影带冈的面积，近似地得到 
dF = 2xy/a 2 — x 2 dx. 将它对 a: 从 0 SU a 积分得到 



习题2520的附图1 



ya 2 — x 2 dx 


2 

3 


(a 2 -x 2 ) T 


o 



□ 


解2如附图2所示，考虑挡板在角 p 到(^ +扣之间 
的扇形部分.可以将它近似地看成为一个三角形，它的质 
心离幵原点的距离为 2 a /3. 水对这个扇形的压力等于扇 
形面积乘以水在质心处的压强.这就是 


^-acosy? x 舍 a 2 d(f = -g-a 3 cosp dip. 



y 


利用对称性，将它对 T p 在10, f 1 上积分并乘以 2, 就得到 



吾 a 3 j 2 cos (p d(p 


h 3 - 


□ 
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注这里需要解释一下，在解2中作用在一个小扇形上的水压力为什么等于其面积 
乘以在其质心处的压强？ 

为此只要注意水的压强值（在忽略常数因子后）等于深度 rr , 也就是到 Oy 轴的距 
离.由此可见，这样的计算可以类比于 §4.9 中的静矩公式，而上述扇形的静矩就等丁-面 
积乘以其质心到02/轴的距离.因此解2的做法是合理的. 


解3既然本题等价于计算附图中的半径为 a 的半圆关于0?/轴的静矩，那么它就 
等于半圆的面积乘以半圆的质心到原点的距离. 

将这个距离记为 / io ：， 由于半圆围绕 Oy 轴得到的是半径为 a 的球体，而半圆的面积 


为 | t ^ 2 , 利用古尔丹第二定理就有 

4 


从而就得到~ 


4 q 

3^* 




2 


2兀^工， 


r 是静矩以及所要求的水乐力就是 


Mx x ^2 na 


f fl3 * 


□ 


习题 2523 半径为 R 而密度为 <5的均质球体以角速度 a ; 绕其直径旋转，求此球的 

动能. 


解对于由质点叫 （i = 1,…， n ) 组成的离散系统，绕固定轴旋转的动能为 

71 

T \ ^2 m i v h 其中％是质点 rrii 的速度，若旋转的角速度为 则叫 = nw ， 其中 n 
是质点到旋转轴的距离 ， i = 〗，••• ， n . 这样就得到力学中计算动能的公式为 

T = y ^ rriivl = 士 o; 2 Emirf = ⑵ u; 2 , 

t=i t=i 

其中 M (2) 是质点系的转动惯量.对质量为连续分布的系统，只要将上述用微分代 
替，将求和改为求积分即可得到. 

由于在 §4.9 的习题 2504.2 中己经求山了本题的球关于直径的转动惯量为 M ( 2 ) = 
jfR % 因此本题的答案就是 

T =备 W = ^-R b 5uj 2 . □ 

Z 10 


习题2524线密度 mo 为常数的无穷 
直线以怎样的力吸引距此直线距离为 a 而 
质量为 m 的质点？ 

解1如附图所示，将该直线（棒）置于 
Ox 轴上，考虑微元 dx 对点（0, a ) 处的质点 
的引力. 


2/a 



微元 d : r 的质量为 / i 0 dx , 它到点 (0, a ) 的距离是因此根据万有引力定律 
知道该微元对质量 m 的质点的引力是其中,为常数，力的方向从点 
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(0，岣指向点 （ x ，0). 利用对称性，合力在 a : 方向的分量为0,在2/方向的分量小干 0. 因 
此只要将上述 F 投影到 Oy 轴方向再积分即可. 


这样就列山积分公式 如下: 


/ c " o 爪 | 


a 


X 2 + a 2 y/x 1 + a 2 


dx = 2 ka / j，om 


dx 


(x 2 -fa 2 ) 2 


作代换 


atan ^ 就得到 


2kafiom 


dx 


2kuom 


(x 2 + a 2 ) 


3. 


a 


sec 2 t 
sec 3 1 


d 亡 


2kuom 


a 


n 


cos t dt 


2kunm 


a 


□ 


解 2 从微分方程角度来看，可考虑在 Ox 轴上位于区间 [~x,x] (x > 0) 上的细棒 
对 （0， a ) 处质点的引力.从对称性知道只要计算在 Oy 轴方向的合力的值.显然它是 x 
的函数，记为 

当细棒两端分别增加长度 dx 时，就可以如解1所示得到 F ( x ) 的微分为 


dF = 2 kafiom 


1 


(x 2 + a 2 ) 2 


dx , 


以下即求 F(x) 并令 x — + oo , 如解1所示，这可合成为广义积分的计算， 从略.口 


习题2527旋转体容器;、 V :该具有什么形状，才能使液体从容器底部流山时，液体上 

解如附图所示为容器的一个截面.设想该容器是用 
xOz 平面内的曲线 2 = z(x) 围绕 Oz 轴旋转得到，其中设 
z{0) = 0,曲线在第一象限中. 

假设容器中液体的流山孔开在底部原点处，则根据托里 

拆利定律，液体从容器中流出的速度为 

v = Cy/2gh^ 

其中 g 为重力加速度 ，& 为孔上方的液体水平面的高度, 
c = 0.6 为实验所得系数. 

如附图所示，液体水平面的高度是时间的函数，记为 z ( t )， 则在时间 dt 内2⑴下降 
时容器内减少的液体体积就等于流出的液体量. 

用托里拆利定律，就得到液体的流出量为 

vdt = c 々 2gzdt, 

而液面高度从 z + dz 降到 z 时的液体体积可从旋转体的生成知道是 nx 2 dz . 丁•是就有 

丄 

nx 2 dz = cy/2g z 2 dt, 


表面的下降是均匀的? 



习题2527的附图 


也就是微分方程 
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dz 

dt 


Cy/^9 


根据题意要求 f 为常数，因此就得到 2 = Cx\ 其中 C 为常数 


□ 


习题2528镭在每一时刻的衰变速度与其现存的量成正比.设镭的量在初始时刻 
0为 Qo , 经过时间 T = 1600年它的量减少了一半.求镭的衰变规律. 


解本题中的规律对于化学中的放射性元素普遍成立，一般称题设的时间 T 为该 
元素的半衰期. 

从初始时刻 t = 0开始起算，设在时刻 O 0时的量为 Q ( t ), 则就有微分方程为 


dQ _ 
dt ~ 




其中&为待定的正常数. 

由于上述微分方程己经表明 Q ( t ) 的导数小于0,因此 Q ⑷ 为 上的严格申调 
递减函数，从而就有反函数 t = t ( Q )， 且得到其导数满足的微分方程为 


dt _ _ 
dQ ~ ' 

这已经成为一个求不定积分的问题.丁•是就有 


W ， 


t = ~\jQ dQ = ~T lnQ ^ a 

将初始条件，即 f = 0时 Q (0) = Qo , 代入后就可以确定山常数为 c = 七 InQo . 丁•是得 


一 T ln 备 

又利用半衰期为1600年，取时间的笮位为年，则就有1600 
解山 




T ln 2 


+ In 2 ，丁是 


k = — ± — In 2 
1600 


最后即得到所求的袞变规律为 


Q ( t ) = Q 0 e 


1600 


tin 2 


Qo ( e ln 


1600 


Q 0 2 一 TW . 口 


补充 

在 §4.6 的习题2454中需要知道悬链线的方程为 y = a cosh f . 在该题的注 2 中指 
出，悬链线是指一条两端悬挂着的均匀柔软的细绳在平衡状态时^取的形状.由于对这 
一点的讨论恰好属丁•本节的主题，闵此在这里给出证明，作为对本节的补充（主要取材 
- T - [17] 的第一卷第二分册 §5.5 的第三个例子). 
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命题 4.16 悬链线的形状为 y ( x ) = a cosh 


证如附图所示，用曲线代表绳子的形状，在其所在平面上取坐标系，其中的 Ox 轴 
沿水平方向， Oy 轴沿垂直方向.考察绳子的一小段 MMl 设这一段的弧长为 ds . 作用 
在这一小段绳子上有三个力：作用在点 M 的张力: T , 作用在点的张力和这段绳 
子本身的重量 pds , 其中 p 是绳子的密度. 

由于绳子是柔软的，因此张力方向是沿着曲线的 
切线方向.在点 M 和处的切线的倾斜角分别记 
为 a 和 a + da . 

由于上述三个力达到平衡，因此在水平方向就有 
T cos a = Ti cos(a + da ) = Tq , 

其中 T 0 对全段绳子为一个常数.在垂直方向则有 


pds -\-T sin 
合并两个等式就得到 


T \ sin(a + da ). 



悬链线的示意图 


pds -{- Tq tan 


To tan(a + da ). 


设曲线方程为 2 / = y ( x ), 即未知函数，则有 tana = y \ x ), ds = \/1 + [ y 《 x )] 2 dx 和 

tan(a + da ) = 2/’(x + dx ) = y \ x ) + y n ( x ) dx . 

将它们代入前面得到的等式，于是就得到微分方程为 


y 


d(〆) 

dx 




这是一个二阶微分方程，但其中不山现 y ( X )， 因此可以先求山 〆 (4,然后再积分求山 
y ( x ). 又由丁•其中也不出现自变量 X ，因此与习题2528类似，只要将方程改写为 


dx 


d(2/’) 


To 

P 


VI 


就可以积分得到 


y + y/l 


其中 c 为待定常数. 


利用反双曲正弦函数 arcsinhx = ln(x + \/l + x 2 ) (见§3丄8的 (3.11)), 就可将上 


述等式改写为 


^ = sinh(^ 


x + C - 


再积分一次，则得到 


V 


n 

p 


cosh + Cl ) + 。 2 , 


其中含有 Ci 和 C 2 两个待定常数，它们可以根据悬挂点的位置或其他条件来确定.若记 
= To / p , 并取 Ci = C 2 = 0,则就得到前面所述的悬链线方程为 


y 


a cosh — . 


可以看山，取不同的 a 只相当 于相似变换，而取不同的 G 与 C 2 则相当于曲线在水 
平方向和垂直方向的平移 .口 
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§4.11 定积分的近似计算法（习题 2531-2545 ) 

内容简介 由丁•大量的被积函数的原函数不是初等函数，如何对积分作近似计算 
就成为一个重要的问题.《习题集》在本节介绍了三种最为基本的积分近似计算方法, 
它们是计算数学中的数值积分内容的起点（可参看 [22]). 

现在简述这些计算方法的来历（参见下页的示意图).设要计算 /( x ) 在 [ a , b ] 上的积 
分.对 [ a , 6] 取 n 等距分划，并取 

h = ^ ~ Q , Xi = a -f ih , y { = y ( Xi ) (z = 0 , 1 , ••- , n ). 

IL 

前两个方法来自丁•取特定的黎曼和，并按其几何形象命名为矩形法和梯形法.对 
每个子区间取其左端点为介点，就得到矩形法的计算公式.若对每个子 区间 

取高度为（仏 + yi )/2 的矩形，即相 a 于用直角梯形取代曲边梯形，则就得到 
梯形法的计算公式.这两种方法很直观，但过于简申，实际效果一般不是很好. 

较有实用价值的是第三个方法，即抛物线法，也称为辛普森法.这时取 n = 2 A :， 然后 
在每个子冈间 [x 2 i- 2 ,x 2 i] (i = 1 ， … ， A;) 上，用经过三个点 Or 2i _ 2 ， y 2i _ 2 )， ( x 2 t - i , 2 / 2t - i ), 
( x 2 i , y 2 i ) 的抛物线来代替 2 / = f ( x ), 这也就是对上述的每个子 R 间用 §4.7.1 的习题 
2460中的辛普森公式（俗称万能公式)，然后相加求和，这样就得到抛物线公式（也称辛 
普森公式). 

为方便起见将这几个方法列表如下（其中统一取 /I = 


矩形 公式： 



y(x) dx = 

fl 

h[yo + 2 /i + •.. + 2/ n - i ) + 

其中 

V4# 

Rn = 

^ 2 ^ 2/ (0 (a < ^ ^ b); 

梯形 公式： 



、b 

y(x) dx = 

n 

九( 2 + 2/1 - +2/ n — i )+^ n ， 

其中 




Rn = 

- {b ~^ h2 -y ,, (0 (“ ⑷)； 

抛物线公式（辛普森 公式沁 设 n = 2A :， 


、b 

y{x) dx = 

d 

[(2/0 + V2k) + 4(2/1 + 2/3 + • • • + V2k-l) 



+ 2 ( 2/2 + 2/4 + • • • + 2 / 2 /C- 2 )] + Rn ， 

其中 

Rn = 

(m ⑷⑹ (“ “卟 


(4.21) 
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注在很多教科书中提到的矩形法与这里所说不同（例如见 [15] 第二卷的§9.5)，即 
对每个子区间取其中点为介点，以下称之为改进的矩形法.其计算公 式为: _ 

改进的矩形公式： 

£ y(x) dx = + … 切 ( H + 〜 

其中 

Rn= (a ^ ^ b). 




近似求积法的示意图 ：（ a ) 矩形法， （ b ) 梯形法， （ c) 辛普森法， （ d ) 改进的矩形法 




下面主要讲解用辛普森公式的几个习题.这时 n = 2 A : 均为偶数，即将积分区间等 
分为 A : 个子 R 间，在每个子区间上用万能公式.所用到的函数值共有 n + 1 = + 1个. 

JL 

习题2537利用辛普森公式计算积分 I * 2 ^ dx (n = 10). 


解记 f ( x ) = 并补充定义/(0) = 1，又记 /i = 

0 , 1 ,..* , 10 , 则就有 


泰， 2/i = /㈣，< = 


S = y [(l/o + 2/io) + 4(yi + 2/3 + 2/5 + 2/7 + 2/9) + 2(y 2 + 2/4 + 2/6 + 2/8)]. 

如在第一册的 §1.1.5, §1.2.3 (习题 72) 和 §2.10.3 中所示，除了方法本身的误差之外，在 
每一步计算中还可能有舍入误差.对本题的上述公式的计算采用10位计算器，这样就 
较好地控制了舍入误差.计算得到 2 /g = 1,其他的队 （i = 1， • •. ， 10) 列表 如下： 


參 

1 

Xi 

Vi 

D 

Xi 

Vi 

1 

0.157079 633 

0.995 892 735 

6 

0.942 477 796 

0.858 393 691 

2 

0.314159 265 

0.983 631643 

7 

1.099 557429 

0.810 331958 

3 

0.471 238 898 

0.963 397762 

8 

1.256 637061 

0.756 826 729 

4 

0.628 318 531 

0.935 489 284 

9 

1.413 716 694 

0.698 646 585 

5 

0.785 398163 

0.900 316 316 

10 

1.570 796 327 

0.636 619 772 










最后得到的结果是 


1.370 762 947. 

为了知道其精确程度，可以用辛普森公式的误差佔计公式 

这里要计算4阶导函数的界限，计算量较大，我们只列山最后结果为0 < y ⑷ ( x ) < 
0.2, x e [0，|].这样就得到本题的误差估计为 

-1.06 x 10~ 6 < Rn <0. 

由此可见，用辛普森公式计算的结果的小数点后的前5位都是精确的. 

用 Mathematica 将本题的积分计算到小数后的10位，答案为 1.370 762168, 可见 

用辛普森公式得到的结果在小数点后的前6位都是准确的 .口 

注作为三种方法的比较，我们可以用以上的数据讲 ， i = 0， l ，... ，10代入矩形法 
和梯形法的公式中，并利用相;、 V: 的误差估计公式，看用相同的数据所得到的结果与计算 
方法的关系. 

用矩形法，即得到 

矩形 = + yi + .. • + 2 / 9 ) a 1.398， 

其误差公式给出的范围为丑 10 e (-0.05,0), 可见在矩形公式得到的结果中取前2位数 
字 1.4 是精确的. 

用梯形法，即得到 

$梯形= ^沒 10 + 2/1 + • • _ + 2/9) « 1.369 929， 

其误差公式给山的范围为丑 u ) € (0,1.1 x 10_ 3 )，可见在梯形公式得到的结果中取前3 
位数字 1.37 是精确的. 

用改进的矩形法时从误差公式知道其误差是梯形法的一半，但是对 T n = 10需要 
另行计算10个子冈间的中点处的函数值，这里从略.若用 n = 5,则就可以用上述现成 
的数据进行计算，得到 1.372 的近似值，这比 n = 10 的矩形法还要好一些. 


习题2539取 n = 10,计算卡塔兰常数 



arctan x 如 
x • 


注本题的计算与习题2537类似.这里只指山，卡塔兰常数是在数学中的一个特 
殊常数，在 Mathematica 5.0 中举山了它的33个不同的表达式.本题的积分即是其中的 
第一个表达式.这里再给出卡塔兰常数的一个无穷级数展开式： 

c - Y ^ (一 工 ) 71 

J_ + J _ L + ...+ (- 1 ) — ' +••• 

—丄3 2 十5 2 7 2 十十 (2 n + l ) 2 十 • 

目前还不知道它究竟是有理数还是无理数，虽然一般都相信它是无理数，而且是超越数. 
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习题2542精确到10_ 4 ,计算 f { e x - l)ln 

. 0 


i dx - 


解（概要）本题的困难在 T ， 虽然积分是常义的，然而被积函数从一阶导数开始直 
到4阶导数在 x = 0右侧都无界，因此不可能用现成的辛普森法的误差佔计公式来确定 
nl 、 V : 该取多少. 


有各种方法可以克服这个困难.这里我们推荐用分部积分法消除在样数中出现的 
上述奇性.为此有 ® 




dx 


这时的被积函数是可以在冈间 [0,1] 上佔计得到它的 4 阶导数在 [0.2,0.5] 之 
间.利用辛普森法的误差公式，从而只需要满足不等式 


h^_ 

180 


•0.5 < 10* 4 , 


右侧解山 /I < 0.435. 由 T 冈间长度为1，而辛普森法中的 n 必须为偶数，因此取 


h = 0.25，即 n = 4. 

以下的计算是简申.的，即用公式 

S = 舍 [( 2/0 + 2M) + 4(yi + 2 / 3 ) + 2y 2 ] 

求得 S = 0.317908917,而本题积分的10位精确答案为 0.317902151, 可见实际上 
n = 4的效果非常好② .口 


习题2543精确到0.001，计算概率积分[ + °° e -^ 2 dx . 

Jo 

提示本题的困难在于积分 冈间 无界，因此需要先用变量代换将它转化为常义积 
分.在《习题集》的老版中本题有提示：用 x = 当然还可以用其他代换 .口 

习题2544近似地求出半轴为 a = 10及6 = 6的椭圆的周长. 


解1在 §4.6 的习题2453己经得到了椭圆周长的积分公式.按照该题的注中的公 
式，本题的椭圆的离心率为0.8,周长为 


S 


40 


n 

0 


Vl — 0.64 sin 2 x dx . 


由 ？ 本题没有提山计算的精度要求，我们就用 n = 4 的辛普森公式来计算，并与更精确 
的答案比较，以了解计算的效果如何. 


①在这里的分部积分计算中，利用一个函数的原函数可以相差一个任意常数的事实，在选取# - 1的原函 
数时，用的是 e x - x - 1 , rfQ 不是简单地取 e 1 - x . 这是为/保证右边的第一项为有 限数. 这种技巧在 §3.6.2 
的习题2143的解2中已经见到（参见该题的注). 

⑦从以上对/ I 的选取可知，若取 n = 2和 /I = 0.5,效果应当不错.这就是三点辛普森公式（即力能公式). 
计算得到 S » 1.318 008,与准确值比较，误差为 1.06 x 10- 4 .即比题设的要求稍稍大丫一点. 
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记 y { x ) = \/1 — 0.64 sin 2 x , h = 兀/8, 
Xi = ih , 贝 lj 先计算得到 2/ i ，< = 0,1，…，4, 
列表如右，然后按照辛普森公式得到 

S = y [( 2/0 + 2 / 4 ) + 4(2 /i + y 3 ) + 2y 2 ) 

« 1.276474 456. 

再乘以 4 a 即得椭圆周长 s « 51.058 978 26. 


# 

% 


Vi 

0 

0 

1 

1 

0.392 699 081 

0.951984 333 

2 

0.785 398163 

0.824 621125 

3 

1.178 097 245 

0.673 591 738 

4 

1.570 796 327 

0.6 


用 Mathematica 计算得到 51.053 997 73, 可见用 n = 4的辛普森公式得到的结果中 
的前4位数字是精确的 .口 


解2由于在许多问题中需要求椭圆周长，因此出现了不少只需要少量计算即可得 
到椭圆周长近似值的公式.经常使用的有以下不等式（见 [34] 的例题 11.3.3): 

7t(a -f 6) ^ 5 < ny/2a 2 2b 2 . 

对丁•本题就是 16 tc « 50.265 < 5 < 4y/l7n « 51.812. 取两边的算术平均值就得到 
51.038,可见前3位数字是准确的，相对误差已小于0.03%. 

若进一步使用 [34] 中的近似公式 （16.7), 即 

s »7C(|(a + 6) + yj 2 a 2 + 26 2 — 音 V ^)， 

则对于本题就有 

s » tc (18+ 香\/17 一 -|\/ I 5) « 51.054 336， 

可见前5位数字都是精确的，它比解1中取 n = 4的辛普森公式的结果还要好一点 •口 
本节的最后一题涉及又一个特殊函数——正弦积分. 


习题2545取描点作山函数 

?/ = T dt{0^x^ 2n) 
Jo t 

的图像. 


注一般将本题的函数 
记为 Si ( x ), 称为正弦积分函 
数，其定义域为 [0，+ oo ) •在 
附图中作山它和被积函数 

的图像供参考. 

^从图中可见 Si (: r ) 有水 
平渐近线以= f ,这来自于 
在今后会学到的广义 积分： 



①这个积分的计算见 §5.4.5 末的例题3,更一般性的讨论则见 §7.3.2 的习题 3812.1 (狄利克雷积 分). 






第五章级数 


内容简介 这一章的前六节介绍无穷级数理论本身，从数项级数、函数项级数直到 
幂级数和傅里叶级数，后五节则是无穷级数的应用，其中有级数求和、积分计算、无穷乘 
积、斯特林公式和连续函数的多项式逼近. 

关丁•本章的参考书，除了 [15, 34, 36] 中有关级数的章节之外，还推荐级数方面的两 
本名著[5, 20]. 

§5.1 数项 级数. 同号级数收敛性的判别法（习题 2546-2655) 

内容简介 本节除了无穷级数的一些基本题之外，主要是学习对同号级数的多种 
敛散性判别法，但 §5.1.2 则不限丁•同号级数.最后的 §5.1.7 为余项佔计. 

以下先从级数定义开始对于敛散性判别法作一个浏览. ^ 

级数的敛散性是通过数列的敛散性来定义的.根据定义，对无穷级数 fci n , 在定 

义其部分和数列 n=1 


Sji -- d\ ciji (ti -- lj 2) •. •) 

之后，该级数收敛（或发散）等价于部分和数列 { S n } 收敛（或发散)，而在收敛时，就将 
部分和数列的极限定义为级数的和. 

特别是，当级数收敛时，在联系级数通项与部分和的等式 

= Sn — S n —i {ti ^ 2 ) 

中，令 n 4 oo 就得到 lim = 0. 因此级数通项收敛丁 • 0是级数收敛的必要条件.反 

Tl—^OO 

之，通项所成数列 { a n } 不是无穷小量就成为级数发散的充分条件. 

n=l 

此外，对于给定的一个数列 〜 （n = 1，2,…），只要令以= xi ， = x n - x n -i (n = 
2, 3, • • •）， 就可以得到一个无穷级数 f cin ， 它的部分和数列就是原先给定的数列 { x n }. 

因此可以说，在敛散性问题上，级数与研究数列是等价的.例如， 从关子 数列的 
柯西收敛准则就导出无穷级数的柯西收敛准则，从数列的单调有界收敛定理就导山同 
号无穷级数收敛等价于其部分和数列有界. 

对丁•初学者也许始料未及的是，无穷级数的敛散性还有许多更为深入细致的判别 
法，它们在数列理论中是看不到的.只就同号无穷级数而言，就有着许多种来历不同和 
深入程度不同的敛散性判别法.这反映了无穷级数这个主题的重要性和深刻性. 

为方便起见，除了上面已经提到的一些基本方法之外，再将本节中主要的判别法列 
表如下（其中级数通项非负或大于0的条件均可放宽为从某一项起如 此)： 



比较判别法 I : 若0彡〜彡 6 n (n = 1,2, • • •）， 则有 


收敛 




收敛， 乞‘发散 


£ ‘发散 


等价量判别法（即比较判别法的等价量形式)：若 aTl > 0, 6 n > 0 (n = 1，2, 

且 a n 〜 6 n (n 4 oo), 则有 


J 2 b n 收敛（发散) 


f>n 收敛（发散); 


比较判别法II ( 以 p 级数 n 为比较级 数): 


9 丄 

若 a n 〉0 (n = 1，2,…），且 O* 则有（记号 O* 见 §1.6) 

oo 

(a) 当 p > 1时级数^ a n 收敛， 

n=l 

(b) 当 p 彡1时级数^ a n 发散； 

71=1 

达朗贝尔（比值）判别法：若‘ 〉0(n=l，2, …），且 lim ^± L = q ^\ 

n->oo OL n 

(a) 当 g < 1 时级数收敛， ( b )^ q > l 时级数 发散； 

柯西（根值）判 别法： 若如彡0(71=1，2，...），且11111 # = 则有 

n—►(» 

(a) ^ ^ < 1时级数收敛， (b) a 9 > 1时级数发散； 

拉比判 别法： 若〜>0(71=1，2，...），且11111 = p , 则有 

n—>oo \ Cln+1 / 

(a) 当 p 〉1时级数收敛， （b) 当 p < 1时级数 发散； 

高斯判别法: 若如>0(71 = 1，2,…），且 


q , 则有 




^n+1 


入+ 


E . °n 

n n 1+e 


其中I心 I < C, e > 0,则有 

(a) 当人〉 1 时级数收敛， （b ) 当人< 1时级数发散， 

(c) 当X = 1时，在/X > 1时级数收敛，而在 M < 1时级数发散 
柯西积分判别法：若 f { x ) {x ^ 1) 为非负单调递减函数，则有 


J 2 f ( n ) 收敛（发散) 


+ OC 



/(rr)dr 收敛(发散). 


注1关于同号级数的判别法还有很多，除了在本节后面的 §5.1.5 之外，还可参看 
[34] 的 §13.2 的前三个小节和该书的第十三章第二组参考题中有关判别法的题. 

注2在上面列举的判别法中，从达朗 W 尔判别法开始，除了柯西根值判别法之外， 
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都要求级数的通项所成数列 { a n } (至少从某项开始）单调，否则就不可能成功地使用它 
们.但是柯西根值判别法则不受这个限制，而且还可以将 lim G ^ = q 推广为上极限 
形式（即 §5.1.3 的习题 2594): n ^°° 


lim ^/ a n = q . 

n—>oo 

由于数列的上极限必定有意义，这对于有无限多个缺项（即存在无限多个如= 0) 的无 
穷级数特别合适. 

下面大致按照所用的主要方法的不同分成若干小节进行介绍，对部分习题还会用 
多种方法来进行讨论. 


5.1.1 级数敛散性的基本题 (习题 2546-2570) 

本小节的习题除了按照基本定义作敛散性讨论或求和之外，还包含少量的证明题. 
首先看能够从部分和数列山发直接判定收敛且可求和的几个习题.这里的第一步 
就是要将部分和& Q +心+…+ a n 写成为所谓的封闭形式，然后求其极限. 

这可以通过无穷级数中的第一个重要级数，即几何级数（也称为等比级数 ） a + + 

clq ^ -+-•••-!- aq n + • • • (a # 0)，来解释 • 

从代数运算可知，几何级数的部分和在公比 g # 1时，就可以写成为 

S n = a aq ~\ - h aq Tl 一 1 = a ( l -\- q -\ - h q n ~ l ) = —— 

丄 一 g 

这时&中所含的级数的项数 n 变成为上述右边表达式中的参数，从而可以研究 a 
n -> oo 时它是否有极限.我们一般就将这种表达式称为封闭形式. 

利用这个封闭形式就可以知道，除了公比 g = 1时几何级数明显发散之外，当 
< 1时极限存在且等于,而当 M > 1或 g = -1 时极限不存在. 

丄 一 9 

然而能够如此写成封闭形式的部分和并不很多.这里可以回顾 §1.2.1 的习题 55-56, 
它们恰好代表了两种不同的方法.前者以几何级数为基础，再加上其他技巧.下面看一 
个典型例子. 


习题2548 直接证明级数+ + f f +…+ - +…收敛并求其和. 


解1 


根据级数收敛的部分和定义，这就是要求 



这在 §1.2.1 的习题55已用代数方法求出为 3. □ 


解 2解1所提到的代数方法也可以直接用于级数求和.首先，引入参数 x e [0,1), 
考虑级数 

x + 3 x 2 + 5 x 3 + .. • + (2 n — l ) x n + • •. ， 

可以用某种判别法，例如达朗 W 尔比值判别法或者柯西根值判别法，知道它是收敛的， 
因此可以将它的和记为函数 5( x ), 其中 a ; G [0, 1). 然后利用收敛级数的代数运算就有 


S(x) = x + 3x 2 4- 5x 3 + ••• + (2n — l)x n -f 


• • • 


xS{x )= 

将两个级数相减，就得到 


x 2 3x 3 4- 5x 4 4 - 


b • m 


+ (2 n - l ) x n+1 + …， 


(1 — x)S(x) = x + 2(x 2 + x 3 + 


• • • 


+ x n H - ) = x + 


2x 2 


丁•是就求出了和函数的表达式为 

s ( x ) = 1 



2x 2 


(1 -汁 


x(l -f x) 
(1 - x ) 2 


令 a : = l / 2 代入就得到本题的级数和为 S = 5(1/2) = 3. □ 

解3除了以上两个解法所用的代数方法之外，也可以用微分学方法求和 


将级数的部分和如下分拆为 两项: 


士 +吾 



¥ 


+ 


2n 


• • • 


2 n 


I 4 ■含+吾+ 


1 + y + 7 + 



2 n 

*2^ 


• • • 


+ 


n 


)- (音 + 



¥ 


+ 


• • • 


+ 




¥ 



¥ 


+ 


+ 


*2^ 


上式右边的第二项的和是 1 - 




，当 n oo 时的极限等于 1. 对于右边的第一项，则 


可用微分学工具求和，这也就是在 §2.1.4 的习题 1024( a ) 中对的计算.即先写山 


+ X 2 + • • • + ： E n 


71+1 


然后求导得到 


1 + 2 x 4- • • • + nx n ^ 1 


—(n + \)x 


n+1 



(1 - x ) 


2 • 


用 


= 1/2 代入，并令 n 4 oo 就得到极限为 4. 
合并以上两项的计算可得本题的答案为3 .口 


解4解3中的方法也可以用于一般的级数求和，只是这里会出现新的理论问题. 

首先将级数分拆 如下： 

S ( x ) = x + • • • + (271 — l ) x n + • • • 


• • • 


2 x (1 + 2 x + 


这时右边的第二项的级数之和为 


+ nx 71 — 1 H - ) — (x + x 2 H - h x n H - )， 


逐项求导得到的级数: 


— x 


，而第一项中括号内的级数，就是第二项的级数 




+ 


■ •帶 


+ rr n + 


• • • 


㈣ + ㈣ +…+ ^ +… 




1 + 2x + 


• • • 


+ nx n 一 1 + 


(5.1) 


如果这一步运算是合理的，则就得到 

S(x) = 2x •- 


dx 


2x 

(1 -x) 


( t ^ 


x(l -h x) 
(1 - a ;) 2 


即可得到与解 2 相同的答案. 
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然而 (5.1) 不能从求导数运算的线性法则形式地推出，因为其中涉及无限项求和与 
求导数两种运算的交换顺序，而它们都是极限运算.这个问题要在学习了函数项级数和 
幂级数之后解决，见后面的 §5.4 和 §5.5. 目前我们只能说，在 （5.1) 成立的前提下，解2 
中的级数和 Rx ) 可以用微分学方法求得 .口 

求部分和的封闭形式的另一种方法较早体现在 §1-2.1 的习题56中，这就是裂项消 
去法下面看一个例子. 


习题2552 直接证明级数 H ( V ^ T ^-2^/^ n +^/^)收敛并求其和. 


解如下即可求山部分和的封闭 形式： 

n 

S n = ^(vTT2 - 2y/kTl + Vk) 



+ 2 — y/k -h 1) — + 1 — Vk ) 


k 


k 


(\/n + 2 — \Jn + 1) — (v^2 — 1) 


1 




\J n + 2 + \/Vi + 



V2. 


令 n — oo , 即可见其极限，也就是级数和为 1- V ^. 口 

oo 

习题 2553 研究级数 Esinnrr 的收敛性. 


解1这里的: r 是参数.若: c 是71的整数倍，则级数的每一项为0,因此级数收敛. 
比较困难的是余下的情况，即 x 不是 7 C 的整数倍的 情况. 这时可以证明级数的通项 a 
n -^ oo 时不是无穷小量，因此级数发散. 

用反证法.若对某个 x ^ kn ( k € Z ) 级数收敛，则有 lim sinnx = 0. 这时也有 
lim sin(n + l)x = 0. 于是即可得出 

n—>oo 

sinx = sin[(n + l)x — nx ] 

= sin(n -f l)xcosnx — cos(n + l)xsin nx - > 0 (n —> oo ), 

然而当 X ^ kn 时左边的 sinx / 0, 引出矛盾 .口 

解 2 [6] 若对某个 x ^ kn (k e Z ) 级数收敛，则有 lim sinnx = 0. 丁是对 7 


€ 


- Si ^ ~ — , 存在 iV, 当 n 〉 _/V 时，有 |sinnx| < ! S -^-— • 由此可推知有 | cosnx| > 


这样就可如下引山矛盾: 


sin(n + l)x| = | sin nx cos x + cos nx sin x 

彡 I sinx| - I cosnx| — | sinnx| - | cosx 


> - 7 T-1 sin x — 


4 


sinx 


T 


sinx 


£. □ 


①裂项消去法也称为连锁消去法，在英文中有时将这种方法形象化地称为 telescoping , 即可以像望远镜 
那样将很长的表达式 缩短. 在这样的意义上， §1.1.6 之2的习题 10( a ) 的解2中也已使用了这个 方法. 
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下面几个题与加法运算的结合律能否推广到无限项求和有关. 

oc 

习题2554 证明： 若级数收敛，则把该级数的各项在不变更其先后次序的 
情况下分别组合起来，所得级数 

OO ( Pn+1 — 1 \ 

〉: -^n ( 其中 = 〉 : 叫 （Pi = 1， Pi < < • . • ) j 

n=l \ i=Pn / 

也收敛且有相同的和.反之不真.举出例子. 


解记& = ai +•_• + 〜（n = 1,2,..-) 为级数 ^ a n 的部分和数列，则有 

71=1 

乂 1 = ai + . •. + a P2 _i = 5^ 2 _1 ， •. • ， 乂 1 H - + Ai = ai + - V a Pn+1 _i = 5 Pn+1 _i, •. . ， 

可见组合所得的级数的部分和数列为 


^P2 ~ 1 J 


J *^Pr» + l - 1 J 


它是 { S n } 的一个子列.根据子列的基本定理（见 §1.2.6 的习题89)，可见气 { S n } 收敛 
时，这个子列也收敛，且有相同的极限.因此本题的前半题的结论成立. 

反之，则结论不能成立.见下面的习题2556 .口 


习题2555 证明： 若级数的各项是正的，且把这级数的各项分别组合而得 

71=1 

OO OO 

到的级数;^ 收敛，则原来的级数 E a n 也收敛. 

n= 1 n=l 

提示这时原级数的部分和数列 { S n } 为申调数列，因此只要引用 §1.2.6 的习题90 
(即申调数列有一个子列收敛就足以保证其收敛）即可 .口 


习题2556研究级数 1-1 + 1-1 + 1-1 + ... 的收敛性. 


解1级数的第 n 项为（- 1) 71 - 1 , 当714 oc 时不是无穷小量，从而级数发散 .口 

解2若将该级数按照以下两种方式重新组合： 

(1-1) + (1-1) + (1-1) + …， 

1 - (1 - 1) 一 （1 — 1) - (1 - 1) + …， 

则分别得到两个收敛的无穷级数，它们的和分别为0和 1. 由此用习题2554的前半题的 
结论，就知道原来的无穷级数一定发散 .口 

小结所谓加法结合律就是在不改变被加项次序时可以采用对和式加括号的方法 
改变求和顺序，即将括号内的数先相加，然后再求和.对丁•有限项求和来说，这是我们早 
就熟知的定律.它使得有限项求和有确定的意义，且可以在很多情况下简化计算.然而 
以上三个习题告诉我们，对丁•无限项求和来说，只有 a 求和有意义（即级数收敛）时，加 
法结合律才一定成立.反之，加括号后的无限项求和有意义时，去掉括号后可能没有意 
义.习题2556的解2就是最为明显的例子. 
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然而，习题2555则表明，对丁•正项级数来说，加法结合律无条件成立.当然，这对丁 • 
其他的同号级数，其中包括非负项级数、负项级数和非正项级数，也是如此. 

对丁 • 《习题集》以下的习题2557-2565,其中的级数敛散性判定比较容易，只举一 
个例子，并试用在本节幵始的列表中举出的各种判别法. 


习题2559研究级数 1 + + + 去 + ... + ^1^ + …的收敛性. 


解1 (比较判别法 I )利用1〉|, +〉士，…，则有 

又=1 + 丄 + … H --- > 丄 + 丄 + … - I ———= —[ 1 4- — -4- ... 4- 

71 十3十 十 2 n — 1夕2十4十 十十2十 十 

然后利用调和级数发散（见 §1.2.5 的习题88)，可见本题的级数也发散 .口 

OC 

解2 (等价量判别法）从调和级数发散可知 H 也发散，然后再从 

n=l 

2 n - 1 〜去 （ n — °°)， 

即可知本题的级数发散 .口 


解3 (比较判别法 II )从调和级数发散， 然后从 a n = H 即可知道 

a „ = o *( 士)，可见本题的级数发散. □ 

解4 (高斯判别法）可以通过代数运算得到 

a n _ 2n + 1 _1_ n 

a n+ i ~ 2n — I ~ n n 2 2n — l ' 

即有 x = l ^ = l,e = l , O n = 有界，因此级数发散 .口 

解 5 (柯西积分判别法）取函数 f(x)= 则就可以从 

f+OO 1 、 +°° 

」 2 ^T = T 111 ^- 1 ^ =+ °° 

推知本题的级数发散 .口 


注本题还有很多其他解法，习题88的四种解法丁•此也都有效.例如用柯西收敛 
准则等.这里只指山，初学者也许不会想到的是，在本节开始列表的判别法中，达朗 W 
尔比值判别法、柯西根值判别法和拉比判别法 对干本 题都不能作山结论.实际上对 r 



( n = 1,2,-..), 我们有 


lim 巧冗七 1 = 1, lim = 1, 

n—>oo d n n—yoo 

因此上述三种判别法都失效. 


lim n( 0/71 

n—>cx) V a n +i 



以下是几个基本的证明题. 

oo oo 

习题 2566 证明： 若级数 ( A ) 和 f 6 n ( B ) 皆收敛，且 Q 彡 6 n (n = 

71=1 n=l 

1，2,…），则级数 ( C ) 也收敛.若级数 （ A ) 与 （ B ) 皆发散，问级数 （ C ) 的收敛性如 

71=1 

何？ 
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解1 (用柯西收敛准则）根据级数 （A) 和 （B) 收敛，对它们用柯西收敛准则的必 
要性，对任意给定的 e 〉0,存在 TV , 使得当 n 〉 TV 且 p > 0时，同时成立不等式 
\cin-\-l + . . . + a n -\- p \ < 5 和 |6 n +i + • • . + b n ^. p \ < £. 由这两个不等式和题设的条件 
$ c n < b n = 1，2， •..），^55^ 有 

—S < + • • . + a n +p 彡 G n +1 + • • • + G n +p 彡 &n+l + • • . + ^n+p < 6 ， 

即得到 | c n+1 + • • • + c n+p | < 再用柯西收敛准则的充分性，就推出级数 （ C ) 收敛. 

反之，若级数 （ A ) 和 （ B ) 发散，则不能对级数 （ C ) 作出任何结论.为此只要举一个 
例子： 设对所有的 n 令 a n = -1 彡 6 n = 1,则级数 （ A ) 和 （ B ) 都发散，而这时对于级数 
( C ) 仅仅知道对每一个 n 有 | cn | < 1,这当然不可能推出什么结论了 .口 

解2 ( 用非负项级数的比较判别法）（只解前半题）利用条件将两个收敛级数 （ B ) 

oo 

和 （ A ) 逐项相减，得到一个新的收敛级数 ^(6 n - a n ), 而且它是非负项级数. 

利用题设条件有 n 

0 ^ 一 a n < b n 一 ci n {ti = 1 ， 2 ， • • •). 

根据比较判别法，可见非负项级数 J 2 (Cn - a n ) 收敛.再将这个收敛级数与收敛级数 

71=1 

OC 

( A ) 逐项相加得到级数 E 可见它收敛 .口 


习题2568 证明： 若级数 ^ a n ( a n 彡 0) 收敛，则级数也收敛.逆命题不 
成立，举山例子. 


解由于这时有 a n 4 0 (n 4 oo )， 因此存在 M 〉0,使得0 < < M (n = 

1,2, . 于是就有 

0 ^ ^ Ma n (n = 1，2, …）. 

OO oo 

从 E Ma n 收敛和比较判别法，即可见级数收敛. 

n=l n=l 

反之，则从7收敛，然而 E 士发散，可见逆命题不成立 .口 


注可以指出，虽然无穷级数与只含一个奇点+00的广义积分有许 

多相似之处，然而，还有不能类比的方面 • 本题就是如此.例如，在 （ l ， too ) 上，对每个 
正整数 n 于 （ n , n + 1] 上定义非负函数 


/㈤ = 



n < x < n -\- 




^ x ^ n + 1, 
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则就可以验证 


f ( x ) dx 收敛，然而 


r+oo 


习题2570证 明：若 


则级数发散. 


f 2 ( x ) dx 发散① 


lira na n = a ^ 0, 

n—>oo 


解由条件可知存在 TV , 当 n >7 V 时瓜^与^同号，这表明对 E 〜可以用同号 

71=1 

级数的判别法.然后由 条件〜 = o *( i ), 用比较判别法 II 即可见结论成立 .口 


5.1.2 柯西收敛准则的应用（习题 2571-2577) 

无穷级数的柯西收敛准则直接来自数列的柯西收敛准则（见 §1.2.5), 后者是实数系 
基本定理之一（参见丨 34] 的第三章). 

对于本节开始的各种判别法追本溯源，可见它们 来自于 笮调有界数列的收敛定理. 
这表明对 T 同号级数的敛散性判定来说，一般不必用柯西收敛准则.本小节的部分习题 
不是同号级数，方法上除了柯西收敛准则之外也还有其他方法可供选择. 

下面是关于正项级数的一个证明题，它与广义积分的 §4.4.3 的习题2387几乎相同. 

OC 

习题2571 证明： 若各项为正且其值单调递减的级数 fan 收敛，则 

71=1 

lim na n = 0. 

n—^oo 

解 1 根据柯西收敛准则，对任意给定的 e > 0, 存在 7 V ， 使得当 n > 7 V 时有 

0 < ajv+i + o ， N-\-2 + … + a n < 音. 

由丁•通项单调递减，因此上述和式的每一项都大于等于〜， 于是有 

0 < (71 — N ) a n < 

取 ？1 > 27 V , 则有 | < n — iV ， 因此得到0 < ~^ a n ^ 即是0 < na> n < e •口 
解2模仿习题2387的解2 (参看该习题的附图)，定义一个新的 数列： 

n 

bn = > : _ (71 = 1，2, • • • )， 

k=l 

则从 

bn — b n 一 1 = cifi — Tidji "j" (ti — l)d n _i = (71 — 1)(o*n—l — > 0 ， 

n oo 

可见 {6 n } 为单调递增数列.又因 ^ 可见数列 { k } 又有上界，因此 

fc=l k=l 

收敛. 

①与此有关 的是： 级数收敛时其通项必定是无穷小量，然而广义积分 J ^°° fix ) dx 收敛时， /(+ DO ) 可以 
不存在.见 §4.4.3 的习题 2384.1 (还可参考习题 2384.2 的分析及其后的命^ 4.13). 
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71 


由此即可从 6 n 



na n (n = 1，2,…）推出存在极限 lim na n = A . 再利用 


k 


n—^oo 


§5.1.1 的习题2570的结论，即可知 A = 0. □ 

注本题给出了极限 lim 打〜存在的充分条件.可以举例说明，去掉级数通项甲.调 


71-^00 


递减的条件后，这个极限可以不存在.下面就是这样的一个正项级数，它也见于 §5.1.3 
的习题 2585( b ) 中. 


定义数列 { a n } 如下: 


a 


n 


n 


n 


2 


n 为平方数， 
n 不是平方数 


则正项级数^〜收敛（其和不超过 t - V 的和的两倍)，然而却有 

n=l n=l 


lim na n = 1, lim na 

71 — HX) ^ 


n 


0 


n—>oo 


因此极限 lim na n 不存在. 

n—>cx) 


习题 2576 (调和 级数） 利用柯西准则，证明1 +音+女+…+ 士 +…发散. 

注此题与 §1.2.5 的习题88重复，其中的解2则是直接证明其部 分和当 n -> oo 时 


为无穷大量. 


习题 2577( a ) 利用柯西准则，证明级数1 +士 — + + + + + - + + 发散. 


用柯西准则证明级数 E 〜发散的方法是：证明存在某个印〉0,使得无论 


n 


取多大的％总存在 m > n > N , 使得 | a n+ i + • • • + a m | 彡 e 0 . 

对本题来说，分析5^ - S 3 n 即可.为清楚起见，对这个差采取加括号的方法如下 


Sen — Ss 


n 


_ 3 n + 1 


371 + 2 


3 n + 3 




• 3 n + 4 


3 n + 5 


3 n + 6 


+ ••• + 


. 6 n — 2 


6 n — 1 


6 n 


> 


1 


3 n + 1 



1 


3 n + 4 


• • • 


+ 


6 n — 2 


> n 


6 n 


6 


可见本题的级数发散 .口 


解 2 (概要）用相同的方法直接佔计部分和即可得到 


^ 3 n 〉1 + 了 + Y + 
可见本题的级数发散 .口 


• • • 


+ 


3 n 


1 ^2 > 音 ( 1 + + + 去 + … + 


n 


解3如果利用欧拉常数 C 的知识（见 §1.2.3 的习题 146), 则可对部分和有更确切 


的 了解: 




n 


1 + i + i + 


■ • • 


2 


• • • 


3 n 


C + 1 h( 3 tI) + £Sn — (C + In 71 + £n) 〜 In 71 (ji ― 、 oo) 


□ 
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5.1.3 达朗贝尔比值判别法和柯西根值判别法 (习题 2578-2597) 

从教科书知道，这两个判别法都是以几何级数为比较级数而得到的，因此不是很强 
(例如见 §5.1.1 的习题2559的注)，但由于使用简申•，因此属于最常用的判别法之列. 

利用 §1.2.7 的习题141，即可知道理论上只要达朗 W 尔比值判别法有效，则柯西根 
值判别法也必定有效（这就是本小节的习题 2593). 然而实际计算中也许往往用达朗 W 
尔判别法更为方便. 

对 T 级数通项中出现阶乘的情况,初学者会觉得难以使用柯西根值判别法.其实这 
是由 r •不知道沃利斯公式和斯特林公式的缘故，为此下面以命题的形式给山这两个公 
式，这对于本章的许多问题都可能有用.沃利斯公式的证明还可参考 [34] 的 §11.4.2, 斯 
特林公式的证明见 §5.9.3 的习题 3104. 


命题 5.1 (沃利斯公式） 关于双阶乘 （2 n )!! 和 （2 n — 1)!! 之比有 


(2n)!! 


(2n- 1)!! 


y/nn (n oo ). 


(5.2) 


证 


写山积分不等式 

n_ 

2 sin 2n4 " 2 xdx < 
.0 


JL 


2 

0 


sin 2n+1 xdx < 



并用 §4.2.6 的公式 (4.9) 代入，就得到 

(2n+l)!! n (2n)\\ (2n - 1)!! n 

(2n + 2)!! 飞 (2n +1)!! (2n)!! 2 . 

将上式加以整理就得到与 (5.2) 直接有关的夹逼不 等式： 


然后令 n -> oo 即得. 


(2n + I) 2 
2n(2n + 2) 


< 


□ 


(2n)!! ] 2 

(2n- 1)!! ■ 




2n + 1 
2n 


注这里给出的沃利斯公式 （5.2) 是一种便于使用的形式.在一般文献中较常见的 
沃利斯公式为 

1 . 1 ( ( 2n )!! \ 2 = A 

2n+l V(2n-1)!! ) ~ 2 5 

它与 （5.2) 等价（参见《习题集》 §5.10 的习题 3103). 


命题 5.2 (斯特林公式） 关于阶乘有 


n! 



y/2nn(^ 


e 


(n oo ). 


(5.3) 


注《习题集》中将与斯特林公式有关的计算题单独列为 §5.10. 应当 指山， （5.3) 
还只是斯特林公式的最简单形式，更多的内容见 §5.10.2 中的补充材料 • 

下面的习题中，除了达朗贝尔比值判别法和柯西根值判别法的成用例子之外，还包 
含一些理论上的讨论和应用. 


习题2580研究级数早+县+县+…+ 


2 2 


3 3 


》•••的收敛性. 


解1本题用达朗贝尔比值判别法较为方便，从 


^ n+l 


(n + 1)! 
(n + l ) n+1 


n n 

n \ 


+ 


— 7 ( n ^ oc ) 


即可见级数收敛 .口 


解 2 若用斯特林公式 (5.3), 则用柯西根值判别法也是很方便的.从 


即可见级数收敛 .口 


^^ = 导^\ (n — oo )， 


獅 题只卿 的 习题威 论^命 

它称为斯特林公式的弱形式. 


e 就足够了.有时将 


习题 2585( b ) 研究级数 f 如的收敛性，其中 a 


m 


n 


， n ^ m 


( m 为正 


整数)， n = 1，2, 


解记级数的部分和为& ( n = l ， 2,…），则有 




可见〜收敛 .口 


注本题的级数已见于 §5.1.2 的习题2571的注2中.无论是达朗贝尔判别法 


还是柯西判别法在这里都失效.对于前者，只要取 n = m 2 - 1,即有 a n+1 


m 


(m 2 - 1) 


，因此可见 


又可以看山有 lim 

n—>oo 


lim - —- = + oo . 

n—>oo CLn 

因此柯西判别法也失效 


w W 

习题 2585( c ) 研究级数 Y, nx H 


sin 2 ka 


+ x 2 + cos 2 ka 


的收敛性. 


提示这是同号级数，各项符号与: E 相同. X = 0 时显然收敛 • 只需讨论 X 〉0•记 


通项为 a n ， 则有 


0 ^ (in ^ bji 


nx 


(l + x 2 ) n 


以下讨论的敛散性已 不难. □ 
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习题 2589( d ) 研究下列级数的收 敛性: 


\/2 -|- \ J 2 一 + \j 2 _ \/2 + - \1 2 — ^2 + \/2 + + • • 


解1观察通项 a . 






2- V 2 +--- + \/2 ( n = 1,2,..-), 发现它与 §1.2.4 的习题 


重根号 


81 ( 或 §1.5.7 之5的习题 637.1) 的通项 rr n 






2 + V 2 + ••• + v / 2 (n = l ,2,-..) 之间 


重根号 


有密切关系 a n = y/i - x n . u (n = 另一方面， hn } 有与上式类似的递推式 


X 


+ 这样就有 （ n 〉 1) 


CLri ( 


X^ l _ l = y/4 一 （2 + X n _2) = V 2 ~ x n- 


2 = a n _i 


丁•是就可以用达朗 JM 尔比值判别法，同时利用习题81的结论 lim 〜= 2,得到 

n—>oo 


lim 

n—¥oo 


Qn+l 

CLn 


lim - 

n->oo X n +i 


2 


可知级数收敛 .口 


解 2( 概要）《习题集》对本题有 提示： v ^ = 2 cos ^. 实际上这相当于习题81 


的解4中的方法.这时有 


x 




2 + \/ 2 4~ • • • ~h V ^2 = 2 cos 2n-hi (打 = 1 ’ 2, • •.) ， 


重根号 


丁•是就得到本题的级数通项为 


a n = y /2 — 1 =2 sin 


K 


2 n+1 


(n = 2,3，".）， 


然后可用达朗 W 尔比值判别法或柯西根值判别法，从略 •口 


习题2590证明：若 


lim 

n—^oo 


^ n-f 1 


q ( a n > 0) 


则 a n = 0(的)，其中 〉义 


解定义数列 6 n 

lim ¥ 

n—>oo On 




> (n = 1，2，"0 .由于 

HI 

lim - ^-) = lim 

n->oo \ gf 卞 a n / n—►oo 


Qn+1 

a n 


q 


Qi 


Qi 


< 1 ， 


所以根据达朗贝尔判别法知道级数收敛，因此其通项趋于0,即有 


lim b 


lim 与 

n—>oo Qi 


0, 


这就是 a n = o ( q ^) (n -> oo ). □ 



习题2592 (广义达朗贝尔比值判别法）证 明：若 TI 5 




q < I ( a n > 0), 


则级数 fan 收敛. 


逆命题不成 1^1，研究例子 j y + ^3~ + • • •. 

注本题是达朗贝尔比值判别法的一种推广，证明可参考教科书中该判别法的证 
明方法.逆命题不成立的例子也已见于习题 2585( b ). 

注意这只是达朗贝尔比值判别法在导出收敛结论时的推广.对于发散情况，则其推 


广形式 为：当 lim 


g 〉1时级数 ^ a n 发散. 


习题 2593 证明： 若对于级数 t 

n=l 

lim = q ( B ) 也存在 • 


( a n > 0) 存在极限 lim 


q (A), m 


逆命题不 成立： 若极限 （ B ) 存在，则极限 （ A ) 可以不存在.研究例子 


E 


3+(- l) n 
~~ 2 n+1 "" 


注如本小节开始所说，本题的前半题已经包含在 §1.2.7 的习题141中. 

习题2594 (广义柯西根值判别法） 证明：若^ g ( 〜彡 0), 贝 lj ⑷当 

n—>oo 
oo 

q < l 时级数 y ^ a n 收敛； （ b ) 当 g 〉 1 时该级数发散. 


注证法与原来类似.由于上极限总是存在的，因此只要 g 一 1,问题就解决了 .口 


OO 

习题 2597( b ) 研究级数^ 


1 + cos n 

2 + cos n 


2n—lnn 


的收敛性. 


解本题要直接用达朗贝尔比值判别法或者柯西根值判别法都有困难，因为其中 
的极限是否存在都很不清楚.然而用习题2594提供的广义柯西根值判别法则相当方便， 
因为上极限总是存在的，何况只要给山它的估计就可以了. 


由丁 • cosn e (-1,1)，利用函数 f ( x ) 


1 + x 

2 + x 


在 (-1,1) 上严格单调递增（从 


尸⑷ 


(2 + x ) 


2 


> 0可知)，因此就有 


又利用 2 — ^〉1，就有 


n 1 + cos n 

2 + cos n 3 


In n 


0 < 




1 + cosn 

2 + cosn 


1 + cosn 2 l 

2 + cos n 3 


可见 Ti 5 因此级数收敛 •口 
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5.1.4 拉比判别法和高斯判别法（习题 2598-2606) 

这两个判别法是达朗 W 尔比值判别法的发展.实际上在高斯判别法中（见本节开始 
的列表)，如果〉0 (n = 1，2, • • •）， 且有以下分 解式： 


a . 


^n+l 


入+ 


E 

n 


On 


n 


1+6 


(其中 I 心 I < C , e > 0), 


则当人 > 1 或人 < i 时就是达朗 w 尔判别法，而当人=1时，在 m 〉1时或 M < 1时就 
是拉比判别法.高斯判别法所额外提供的是在 x M = 1时，级数发散①.前提是能够作 
山满足以上条件的分解，即使得 e > 0,且〜有界， 

这里可以补充一点，即除了在不少情况可以利用沃利斯公式或斯特林公式之外，下 
个命题所提供的结论在许多问题中也是很有用的. 


命题 5.3 设 p # 0不是负整数，则成立 

p ( p + l)“.（p + n - 1) - 

n \ " 


O 



v 


)(n -> oo ). 


(5.4) 


证若 p = 1，则左边是 1, 已成立.对其他情况，可分析 如下: 

1 -v 


取正整数 m ， 使得当 A : > m 时有 


k 


< 1，则当 n 〉 m 时有 


p(p + 1 ) … （p + n - 1) 

n ! 


[l-(l-p)].[2-(l-p)] 




[ n - (1 - p )} 


•2 


n 




k 


n 


C \ exp EK 1 


k=m 


p 


k 


k=m 



n 


n 


Cl exp - (1 - p ) ^2 \ + ◦( 


k=m 


k = 77l 


k 2 


m 


其中 a m ：= 1 时取 G = 1, 否则取 Ci 




n(i- 


p 


k 


)， 它是与 n 无关的常数. 


利用 ln(l — t ) 1 


2 


k 


(t -> 0), 可见指数中的第二个和式中的与 1/ k 2 


n 


之比是与 A : 无关的有界量.由丁•级数 E +收敛，又利用 +与 Inn 之差为有界量 
(见 §1.2.3 的关于欧拉常数的习题 146^" k 样就可从上式得 


p(p + 1 ) … （p + n - 1) 

n ! 


Cl eX p [-( l - p)lnn + C 2 + o ( l )] (其中 为常数) 


C 


n 


i—p 


(其中 C 为非零常数) .口 


注命题 5.3 的公式 (5.4) 是个很有用的结果，由此即可得到二项式系数(其中 
m 不是0和正整数）的相 ;、 V : 公式： 


® 高斯判別法的这一部分的证明见 §5.9.3 的习题 3102. 
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C 


n 

m 


m(m 一 1) • • • (m — n + 1) 

n \ 


(-i) 


n 


(— m)(—m + 1 ) … (—m + n — 1) 

n ! 


O 


本 


n 


m+l 


[n —)• oo ). 


公式 （5.4) 的证明方法很多，上述证明取自 [34] 的例题 13.3.2. 在该书的例题 13.4.1 
和 13.4.4 还给出了两个证明，其中的工具即本书 §5.9 的无穷乘积和伽马函数的无穷乘 
积定义（见后面的 §5.9.3 的习题3105及其注 2). 


习题2598研究级数(士) 


2 




••- 的收敛性 


解1由通项 a n 


/ (2 n - 1)!! 
V (2 n )!! 


( n = 1，2，...），可对比值 a n / a n + i 分析如下 




^ n+l 


/ 2 n + 2 \ p 

V 2n + 1 ； 


1 



2 n + 




P 


2 n 


+ °(^2-) (几 ->—， 


由高斯判别法可见，当 p 〉 2 时级数收敛，而当 p < 2时级数发散 .口 


解2利用沃利斯公式 （5.2) 就有 


a 


n 


/ (2 n - 1 )!!、p 

V (2 n )!! 


y/nn 


O 


本 


n 


f 


(n —> oo ) 


即可得到与解 1 相同的答案 .口 


习题2599研究级数 | 

a ， b，d 均大丁 0. 


a(a + d ) 

b\b + d ) 


a(a + d)(a -f 2 d ) 

b(b + d)(b + 2 d ) 


+ •… 的收敛性，其中 


解1由通项 a 


n 


di^CL + c?) • • • (a + (71 — l)d) 
b{b + dy -( b ^( n - l ) d ) 


，可对比值如/如 +1 分析如下 


a 


n 


^ n +1 


b + nd 
a + nd 



b — a 
a + nd 


1 



(b — a) 
d 


n 


+ °(^") ( n — °°)， 


由高斯判别法可见，当 （& - a)/d > 1时级数收敛，而当 （6 - a)Id ^ 1时级数发散 .口 
解2利用命题 5.3 的公式 (5.4), 存在非零常数 Ci 和 C 2 , 使得成立 


a 


a (a 


+ 1 


• • • 


CL I -i 

d+ n — 1 


Cm ! 


n 


a 


n 


6 

d 


. • 



+ 1 


• • • 




C 2 n \ 


O 


* 


b—a 


(n — oo ) 


n 


音 


n 


即可得到与解 1 相同的答案 .口 


习题2600研究级数 H 


n ! e n 

n n +P 


的收敛性. 


n 


角？ 1对比值 a n / a n + i 可分析如下: 


§ 5.1 数项级数.同号级数收敛性的判别法（习题 2546-2655) 
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^71 

^ n +1 


=i. = exp [(… ) ln ( 1 + i)- 1 ] 

= exp 


exp l( p ~i)i + °( 


n 


2 



1 + p 


n 


+ o 


(去) 


由高斯判别法可见，当 p > I 时级数收敛，而当 p < | 时级数发散 .口 


解2用命题 5.2 的斯特林公式 （5.3) 就有 

= \/27 C • 


a n 〜 y / 2 nn - 
即可得到与解1相同的答案 .口 


7l p 


P_ T 


(n -> oo ) 


n 


(n 4 oo ), 


OO 

习题 2606 证明： 对于正项级数 fan (如 > 0)，若在 n 4 oo 时成立条件 


Qn 

^ n +1 



(n oo ), 



其中 e > 0 是任意小量；并且若 P 〉0,则当 n 4 oo 时 a n i 0,即从 n 彡 n 0 幵始， a n 中. 
调递减，且在 n 4 oo 时 a n —>• 0. 


解只要证明 a n nP -" 0 (n oo ). 采用命题 5.3 的证法，有 


a n n p 


e 


ai 



k 


Qfe +1 

dk 


+ 






a\e 


6 n 


其中 


〜 = 卜- e ) ln G + 士) - ln 


dk 


k 


fl / c+i • 


n i ： Vo ⑷)一(卜⑷): 

k=l 


一 ⑴). 

k=l 

由 e > 0和正项级数的等价量判别法可见有 6 n ―- oo (n — 00 )，即 — 0 (n 4 oo ), 
因此得到所要证明的 a n n p ~ e = 0. 

当 p 〉 0 时，从关的条件可知当 n 充分大时有 dn > an + i , 即单调递减.又 

^n+l 

由于 £> 0 可取任意小，只要取 £ < V 即可见 a n -> 0. □ 

注对本题的 £> 0 为任意小量作一些解释.这与 §1.6 的习题 651( e ) 的 

Inn = o ( n e ) (n — > oo ) 

相同，即其中 £ >0无论取什么正数总是成立的，但若对 e o > 0 成立，即可推出对 
也成立，因此要强调的是 e 可为任意小量，但不为 0. 
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5.1.5 正项级数敛散性的其他判别法（习题2614-2615, 2622, 2624- 

2625) 


为方便起见，将《习题集》中以习题的形式提供的其他判别法集中在这个小节内. 
又为了解释这些判别法如何使用，在每一个判别法后举一个例题，其中只用两个简笮的 

oo oo 

级数 ： E 4和 E 注意： 对于它们来说，达朗贝尔比值判别法和柯西根值判别法 

n=l n=l 

都失效. 

下面的判别法可以看成是柯西根值判别法的进一步发展. 

oo 

习题2614 (热梅判别法） 证明： 对丁•正项级数 ( a n 〉0)，若当 n 〉 n 0 时 

n=l 

( 1 - 

贝 1 J 此级数收敛；若当 n 〉 n 0 时 


(1_ ^ 1 


则此级数发散. 


解对前半题，可以 直接佔 计通项如下: 




p\nn 


n 


exp 


nln ( 1 


plnn 


n 



exp 卜 (- P = n + O( & 2 n )) = exp[—plnn + o(l)] 




可见级数 £ 如收敛. 

n=l 

对后半题，用相同方法得到 


^ ( 1 


Inn 

n 


exp 


nln 


2 


0 - 


Inn 


n 



exp 

\ n \ n 


In n 
2~ 



exp [— Inn + o(l)] 


可见级数 E ‘发散 .口 


nP 


(n -> oo ), 


n 


(n —>* oo ), 


例题 i 用热梅判别法讨论级数 t ^ 和的敛散性. 

n=l n=l 

解对通项〜= l / n 2 , 将离散变量 n 改为连续变量: r ， 可计算 如下: 


lim 

x— ^ + 00 


X 


^2 J In x 


lim ( 1 

x—>+oo 


lim 

x—>*+oo 


2 ^ 


X 


X 


2 In 


lnx 
2 lnx 

X 


lim ( 1 — e 

X —^ + 00 


X 


Inx 


of 


In 2 


x 


\ X 


2 



X 


lnx 


2, 


可见 级数1： + 收敛. 
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对于通项〜= 丄， 利用不等式1 - e - 1 < rc 于 : r > 0时成立，即有 

77/ 

oo 

可见级数 E 丄发散 .□ 

^ n 

n=l • 


In 


1 


习题2615 (对数判别法） 证明： 若存在 a > 0,使当 n 彡 no 时 




In 


> 1 + 


( a n > 0), 则级数 ^2 收敛；若 n 彡 no 时 


In 


1 


In 


彡1，则此级数发散. 


解利用对数函数的申调性，当 n > no 时，对前半题即有 a n < ,因此级数 

收敛； 对后半题则有 a n > 1,因此级数发散 .口 

Tb 

注对数判别法不要求级数通项申调，这与柯西根值判别法相同.此外，对数判 
别法与拉比判别法的关系恰如柯西根值判别法与达朗 W 尔比值判别法的关系（见 [341 
§13.2 的练习题 12). 

OO OO 

例题2用对数判别法讨论级数•和 yi 的敛散性. 

n z ^ u 


解对通项 a 


1/ n 2 , 有 


In 


In 


Inn 


In 


2,可见级数 


收敛 


In 


1 


对通项 a n = 1/ n ， 有 


Inn 


Inn 

Inn 


!，可见级数 E 去发散 • □ 


习题 2622 (柯西凝聚判别法） 证明：设正项级数 E 〜的通项单调递减，则级数 

71=1 

fy n 与级数£ 2 n a 2 n 同时收敛或同时发散. 


解利用通项单调递减，对丁 • A : > 1有不等式 


2 知 ^ Oi2 k ^ + l + ®2 fc ~ 1 +2 + • • • + 江 2 知 < 2 & ^ CL2k-i . 


(例如，对于 A ： = 1，2,3即是勿 ^ CL 2 ^ CL \^ 2«4 ^ ^3 + a 4 ^ 2( X 2 ， ^ a 8 ^ ^5 + a 6 + 

^7 + a 8 ^ 4fl4.) 

取 A : 从1到 n , 将所得的不等式相加，就得到 

n n— 1 

音 > : 2^a ， 2k < Cl2 + a3 + • • • + a 2 n < 〉: ^0>2 k • 

k=l k=0 

可见题中的两个正项级数的部分和同时有界或者同时无界，因此结论为真 •口 



252 


第五章级数 


注这个判别法的一个特点是不需要用比较级数.在 [29] 中就是以这个判别法为 
基础来导出许多基本结论. 

oo oo 

例题3用柯西凝聚判别法讨论级数 E ^和 E 1的敛散性. 


解对通项 a 


1/ n 2 , 有 


〉: 2 n a2 n 



2 n 


( 2 n ) 




它是收敛的几何级数，因此推山级数 n 收敛 


对通项 a 


1/ n ， 有 


E2 


<22 




_级数 E 去发散 • □ 


习题2624 (叶尔马科夫判别法） 证明： 若 f ( x ) 为申•调递减的正值函数，且 

lim = K 

x-^+oo f(X) 
oo 

则级数 E f ( n ) 在 X < 1 时收敛，在 X 〉 1 时发散. 


解不妨设函数 f ( x ) 在区间 [ l ,+ oo ) 上满足题设的条件.丁•是从柯西积分判别法 


知道，级数 t /( n ) 与广义积分 


f { x ) dx 同敛散. 


取 xi = 1, X2 = e , • • • 7 x 
利用积分的变量代换，就有 


Pn — 


S •• •，则数列伏严格申调递增趋于正无穷大 



f ( x ) dx 




f { x)dx (作代换 x = e t ) 
/( e 1 ) e l dt . 


若入 < 1, 则有人 < 根据题设条件，存在 M > 1，当 t 〉 M 时，成立 


W ) <爭/⑷， 


因此充分大时就有 



f ( x ) dx < 


+入 


f ( x ) dx 


这就证明了级数 



/ Or ) d : r 收敛（根据达朗贝尔判别法).由于/为正值函数，因 


此上述级数收敛已经保证了广义积分 


f ( x ) dx 收敛. 


§ 5.1 数项 级数. 同号级数收敛性的判别法（习题 2546-2655) 


若入〉1，则从题设条件知道存在 Mi ，当 rc 〉时，成立 e x f { e x ) > f ( x ). 因此从 


前面的积分代换所得的等式可推出当 n 充分大时有 



f ( x ) dx 




dx , 


因此正项级数 E p +1 f ( x ) dx 的通项当 n 充分大时为单调递增，当然发散 .口 

一 1 J 工 n 


例题4用叶尔马科夫判别法讨论级数 f 


和 E 


的敛散性 


解对通项 a 


1/几 2 ,取 f ( x ) = l / rr 2 , 于是有 


lim 

X— H-oo 


lim ^ 

X—> + OQ 6 


可见级数 E 
对通项 a . 


收敛. 

1/ n ， 取 f ( x ) = 1/ x , 则有 


lim 

x—>+oo 




lim 


+oo 


可见级数 H 


发散 .口 


习题2625 (罗巴切夫斯基判别法） 证明： 若正项级数 t 


的通项羊调趋于0, 


则此级数与级数 t p m 


同时收敛或同时发散，其中是满足不等式 


^2 


(n = 1，2, 


yPm ) 


的项如的最大的 序号. 


解首先要考虑数列 Pm (rn = 0,1 ， 2, • • • ） 的定义是否合理.从题设条件可见，如果 


ai 彡1，则 Pm 从 


0起就有定义.但无论如何至少从某个非负整数 m Q 开始， 


有 


定义.若 mo > 0,则级数;^ 


•2 


在 m < mo 时的项可以认为都是 0. 为简单起见, 


以下设 Pm 从 


0起就有定义.此外，可看出 


单调递增，但未必是严格单调的. 


从定义可以看出，当 n 彡 


时， a n 彡 2~ m ; 而当 n 〉时，有 a n < 2—. 于是对 


于 Pm < P m + 1 的情况，在两个级数之间存在下列不等式 


Pm+l 


+ 彡 a Pm + i + a Pm+2 H - l - a p . 



Pm+1 一 Pm 


为了利用上述不等式，对于级数 


的部分和作如下变换: 
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M 

E 


•2 


Po + 


Pi 


+ ••• + 


Pm 

2 m 


枷+(扒-网) + 宁+甲+... + 心 ^ - 詼 


然后就可以得到在两个级数的部分和之间的不等式关系.一方 面有: 


£ a 


Po 


a n + ( a Po +i + ••• + a Pl ) + 


• • • 


+ ( a PM-i+! + 


• • • 


+ a p M ) 


Po 




Pm - 1 


Po 


M 


J 2 a 


2 P ° + ■ 2_m ， 

m=0 


另一方面有: 


M 


.2 


m 


^ 2(ai + 


• • • 


+ a Po) + 2(a Po+ i + 


• • • 


+ a pi ) + 


P M 


+ 2 ( a P M -l+ 1 +•••+% 


2 S a 


可见两个级数的敛散性是等价的 .口 

oo oc 

例题 5 用罗巴切夫斯基判别法讨论级数 E J ^和 I ] 1的敛散性 


解 对通项如= l / n 2 , 要使得 


fl n = ― 7 T ^ 


2 ^ 2 m ， 


则 n 的最大值可从 n 2 < 2^解出，即得到 v 


m 


[2 2 ]. 于是可见有 


=(汝) 


因此 E Pm • 2- m 收敛，从而推山 H i 收敛. 


对通项 a n = 1/ n , 要使得 


n 



2 m 5 


则 n 的最大值可从 n < 2%解出，即是只 


2-. 于是可见级数 I Pm • 2 


是每一项 


等于1的级数，从而推山发散 .口 

■ ^ TT / 


5.1.6 杂题（习题 2607-2613, 2616-2621, 2626-2654) 


这些习题主要是级数敛散性的判定，其中所用的方法除了达朗贝尔比值判别法和 
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柯西根值判别法之外，更多的是使用本节开始的判别法列表中的比较判别法 II ，即用 

oo 

(俗称为 P 级数的） H 为比较级数.这就是以 n 4 oo 时的+为一阶无穷小量，然 

后求山级数通项的小量的阶数.此外，还有不少使用柯西积分判别法的例子. 

下面举一些例子，有的只给出提示. 

习题2612 研究通项为 a n = e - (1 + 士^ P 的级数的收敛性. 

提示 利用 §2.9.1 末的习题1359,令其中的 ：r = 1/ n , 即可确定本题的方括号内的 
表达式当 n 4 oo 时为一阶无穷小量，于是〜就是 p 阶无穷小量，从而当 p 〉1时级数 
收敛，而当时级数发散 .口 


习题2617 研究通项为‘ = n , 1 Nlnn ( n > 1) 的级数的收敛性. 

(In lnn) mn 

解 若将通项的分母写为 n - W , 于等式# = ( lnlnn ) ln - 两边取对数即有 x\nn = 
Inn • In In Inn , T 是得到 x ( n ) = In In In n . 这样就将通项改写为 


里然这个指数 ：r = : r ( n ) 与 n 有关，但可以利用当 n 4 oo 时 x ( n ) 趋于正无穷大，可见 

存在使得当 n > 7 V 时，有 x ( n ) > 2,从而使得〜因此级数收敛 .口 

n 

习题 2619( a ) 利用柯西积分判别法，研究通项为知= ~ r ^~ (n > 1) 的级数的 

n ln ^ n 

收敛性. 


解 1当 n — oo 时己知对任何£ > 0都有 Inn = o ( n £ ), 因此这里不能确定通项 
a7l (n = 1，2，...）趋丁 • 0的确切阶数，然而用柯西积分判别法却可以将本题的级数的敛 
散性等价地转换为广义积分|* + °° — g —的敛散性. 

j 2 x\n y x 

a P = i 时，有 


dx 


2 


x\nx 


lim 

6— >+oc 


rb 


dx 


可见积分发散，从而级数 Tp 


2 x\nx 
1时也发散. 


In \nx 


b 


2 


+oo 


当时，有 


dx 


2 


x\n p x 


lim 

6 — >+oo 


r6 


dx 


lim 


2 X \n P X 6-)*+oc 1 — p 


In 1 


x 


b 


2 


即可知道当 p 〉 i 时积分收敛，而当 p < 1 时积分发散，从而级数也是如此 .口 


解 2用 §5.1.5 的习题2624的叶尔马科夫判别法.这时 f ( x ) = 因此有 


e J /(e") e"[ln(e J )]P _ \ n v x 

f{x) ~ 1 _ xP- 1 

x\n p x 

r 是就知道当 p 〉 i 时级数收敛，而当时级数发散 .口 
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习题 2620( b ) 研究级数£ ^- 的收敛性，其中 u { n ) 为数 n 的位数. 


提示主要是如何表达 u ( n ). 对于 n 的十进位制表示（取其他进位制也一样)，有 

10—)- 1 ( n < 10咖)， 

丁•是即可得到 v ( n ) = [ lgn + l ]. 以下从略 .口 


习题2621设 、 （n 

fx 2 的收敛性. 




1,2,...) 依次是方程 tanx 


x 的各个正根，研究级数 


提示观察正切函数 y 


tanx 的图像（见第一册附录一的习题289和 378) 


与直线 y 


x 的交点，可见方程 tanx = a : 的从小到大的第 n 个正根在区间 
[(n - 1)71 ， (n - 去)兀]内，这样就可以得到估计 K 2 < ( n z\^ n 2 (n = 2,3,… ）• □ 


习题2630研究级数 f 的收敛性. 

71=1 

解1 [6] 在 A : > 3时有 InA : 〉1,因此有不等式 


n 


若 a <2, 
若 a 〉 2, 


0 口、 j 月 m/c ;>丄,内见另1、 守八 

1 ^ Inn! = In 2 + In 3 + ... + Inn 彡 (n — 1)Inn. 

S'+I 66 ^ Inn! 、 n_2 Trr Ain Mr ^ i 


则用左边的不等式就有 k 

n 

则用右边的不等式就有 

n 




可知原级数发散. 
( n—y In 71，可知原级数收敛 

TL 


□ 


解2 (概要）因通项的分子可写为 ln 2 + • • • + lnn ， 可以用施托尔茨定理（见 §1.2.7 


之习题 143) 分析极限 


ln ( n !) 


lim 


n ' 


lim 




ln ( n !) 

n«-P 


可证明当 a - p < 1 时为非正常极限 + oo , 而当 a - p 〉 1 时极限为 0. 然后用比较判别 
法 II 推山当2时级数发散，而当 a 〉 2时级数收敛 .口 


习题2633研究级数 t(n 


+ 1 


-1) 的收敛性. 


提示将通项写成为 e 


In n 

n 2 + l _ 


1，然后用 # 一 1 〜 x ( a : -> 0) •口 


OC n 3 

习题 2636 研究级数 f ( cos -^) 的收敛性. 


提示 若 a = 0 则通项等于 1. 对于 a # 0,可将#写成为 e n2lnc ° s ^, 然后计算 
它在 n->oo 时的极限 .口 
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习题 2638研究级数 



的收敛性. 


提示对通项的分子，利用 W 〜 1 ^ (见 §1.2.7 之习题 142 或用 §5.1.3 的命题 5.2 

0 

1 1 Inn 

之斯特林公式)，又对通项的分母有 ( n ^) 71 = nv ^= eV ^ — >1 (n oo ). □ 


习题 2639 研究级数 g 的收敛性. 

1 2 

提示用柯西根值判别法，对分子有=6^ -^1 ( n ^ oo ). □ 

OO I 丄丄 

习题 2640研究级数 E ( a ^ - 6 n -±- g - n -) ( a 〉0,6〉0， c 〉0) 的收 敛性. 

n=l 

丄丄丄 2 

提示对于 al ， 6:和 c "^ 利用 a ® = 1 + xlna + 号- In 2 a +0(: r 3 ) ( a ;0) 等泰 
勒公式 .口 


习题 2641研究级数 J ]( n nQ - 1) 的收敛性. 

71=1 

提示只有当 a < 0时通项趋于 0. 将通项写成为 e n ° lnn - l , 然后用# - 1〜 

x (x —> 0 ). □ 

OO 

习题 2643研究级数 [ a - (blnn+cln2n) ( a 〉 0) 的收敛性. 


解（概要）在时，将 a 写为 e lna ， 就可以将通项改写为 

n _ ^ln n(— 6 In a—c In a In n) — _1_ 

an — c — 几 6In a+cIn a Inn ’ 

然后分 c = o 和 c # o 讨论即可.也可用 §5.1.5 的习题2615的对数判别法等解决. □ 

Eln^ 

习题 2652研究通项为〜= -^-5 —的级数的收敛性. 

n 

提示由通项分子的表达式可考虑用施托尔茨定理研究其阶 .□ 


5.1.7 级数的余项估计（习题2623, 2655) 

oc 

对于收敛级数来说，理论上总可以用其部分和来近似级数的和.设级数收 
敛，取其前 n 项相加得到部分和&，它与级数和的差就是余项 U 
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oo 

= 〉: 

/c=n+l 

从定义可见，余项只对收敛级数才有意义，而且必定有 lim Rn = 0. 

71— >00 

问题是在给定精度要求时需要计算多少项数.为此要对余项作尽可能确切的佔计. 


习题 2655( a ) 对于级数 E - V ， 大约应取多少项来求级数的和方可精确到10- 5 ? 


解1 


本题的余项可佔计如下: 












T 是为了仏< 10~ 5 ,需要取 n > 10 5 . 

用 Mathematica 可计算出本题的级数和的前7位精确数字为1.644 934,而取级数 
的前10 5 项得到的部分和为1.644924,可见上述余项估计是比较准确的 .口 


解 2 利用 f ( x ) = -V 严格单调递减（参见示意 
图)，对 T A : 〉1有 



取 A : 从 n + 1到无穷大，并将这些积分相加，就得到 
余项的积分 估计： 



也就是有以下从略.口 



习题 2655( a ) 解2的示意图 


注本题的级数求和在数学史上以巴塞尔问题著称.当时的许多著名数学家，其中 
包括莱布尼茨和雅各布 • 伯努利等，都尝试过求其和.巴塞尔问题最后为欧拉解决. 

下面按照 [10] 简要地介绍与此题有关的历史.如前所述，级数的部分和当 n 增加时 
收敛的速度非常慢.可以计算出*5 10 « 1.549 77, 5 ioo « 1.63498, S 100 o - 1.643 93, 其 
中最后一个也只有准确到小数点后的两位.由此可见，要从这样的数值计算来猜测级数 
和究竟等于什么是太困难了. 

欧拉也从数值实验开始.他利用了函数项级数逐项积分的方法求出了上述级数 
和的另一个无穷级数表达式，只需计算其14项就得到 S « 1.644 934. 然后欧拉又 
利用类比法求出了级数的准确和为 S = 这样一个看似平凡的级数的和居然会 

D 
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与圆周率有关，实在是谁也没有想到的.虽然欧拉当时所用的方法还不严格，但由于 
71 2 /6 ^ 1.644 934 067, 前7位与欧拉的数值实验完全相同，因此其正确性是无人怀疑的. 
还值得提到的是，欧拉本人在当时还不能将他的方法完全严格化，于是他在后来又想山 
计算该级数和的其他较为严格的方法，得到相同的结果®. 

从欧拉的上述工作可以联系到欧拉的下列 名言： 

“数学这门科学，需要观察，还需要实验”， 

它应 a 是我们学习数学的座右铭. 

OO 

习题 2655( b ) 对于级数 H 大约应取多少项来求级数的和方可精确到 

n=l v ’ 

10 一 5 ? 


解利用 §1.2.3 的习题72中的余项佔计方法，就有 



2 k 


(A: + l)! 



2 n+1 


(n + 2)! 



2 

n + 3 



2 2 

(n -f 3 )(n + 4) 




2 n+i 


(n + 2)! 


2 


n + 3 


2 2 

(n + 3) 2 



= 2 n+1 _1 = 2 n+1 , n + 3 

一 （n + 2)! i 2 (n + 2)! n +1. 

n + 3 

由此即可计算出当 n = 10 时有 Rn <5 x 10- 6 < 10_ 5 . 因此取级数的前 10 项即可满 
足要求. 

学过泰勒级数的读者不难看出本题的级数和为_ 3)，其7位精确数字的近似 
值为 2.194 528, 而取级数前10位计算得到的近似值是2.194 523,因此上述误差佔计是 


比较准确的. □ 


注对比以上两个题，可以看到在部分和数列收敛速度很快的情况下，只需要计算 
级数中不多的前几项相加 f 可能对于所要求的级数和得到相当精确的近似值.对 T 习 

题 2655( c ) (即关丁•级数£ {2 n - l )\ 的和的近似计算）用同样的方法可以知道，只需 

要取级数中的前4项就得到误差小于10- 5 的好结果. 

这里顺便可以提到，在写给中学生的科普读物 [19] 中介绍了不少无穷级数求和的 

OC 

知识，其中的最后一节“级数的渐近值”所讨论的问题就是前面的习题 2655( a ) 
中的近似计算. 


①关于欧拉所用的类比法可以参看 [34] 的例题13.4.3,在其注3中介绍/欧拉当时的思路.在本书的 
§5.4.5 的例题2中给出/巴塞尔问题的一种解法.此外，还可以利用傅里叶级数展开式求得巴塞尔问题的解， 
见 §5.6.1 的习题2942, 2961( a ) 等. 
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§5.2 变号级数收敛性的判别法（习题 2656-2705) 

内容简介本节的习题分为两个小节.第一小节是对于变号级数的敛散性判定，第 
二小节则是与条件收敛级数所具有的特性有关的习题，其中包括证明题和近似计算的 
习题，有的题对于第一小节的敛散性判定有指导性意义，还有一些题有相当的难度. 

5.2.1 变号级数的敛散性判定（习题 2659-2661, 2664-2689, 2691- 

2700) 

如果在一般项级数中只有有限个正项，其余均为非正项，或者相反，则在敛散性判 
别问题上与同号级数无差别.因此本节所关心的变号级数主要是指既有无限多个正项 
又有无限多个负项的级数.又将相邻项为一正一负的变号级数称为交错级数. 

如教科书所说，这里需要考虑将级数的每一项取绝对值后得到的新级数.为方便起 
见，将这个级数称为原级数的绝对值级数.如果它收敛，就称原级数为绝对收敛. 

绝对收敛的级数必定收敛，这是一个基本定理（希望初学者能够写出其证明). 

在判定一般项级数是否绝对收敛时，考虑的是绝对值级数，因此可以对它应用 §5.1 
中的所有判别法. 

如果绝对值级数的通项不趋于0,或者用达朗 W 尔比值判别法和柯西根值判别法判 
定绝对值级数发散，则同时就知道该级数的通项不趋丁•()，因此原来的级数必定发散.然 
而除此之外，若用 §5.1 中的某个方法判定绝对值级数发散时，并不能推出原级数是发散 
还是收敛（这时若收敛就是条件收敛). 

判定一般项级数收敛的方法，在多数教科书上，除了柯西准则之外，主要是莱布尼 
茨判别法®、阿贝尔判别法和狄利克雷判别法. 

在判定 T 般项级数敛散性时，要注意两点： （1) 不能随便使用同号级数的等价量判 
别法（参见 §5.2.1 的习题2670, §5.2.2 的习题2701 等)； （2) 在判定某级数为收敛后，不 
能贸然断定它为条件收敛. 

;、 v : a 注意，在一般项级数中，绝对收敛的级数和条件收敛的级数有许多根本性的差 
异，见 §5.2.2 的习题 2702.1. 又可以对比 §5.1.7 的习题和 §5.2.2 的习题2703,这表明在 

近似计算的余项佔计方面，绝对收敛级数和条件收敛级数是完全不同的.因此对于收敛 
的一般项级数来说，判定它究竟是绝对收敛还是条件收敛是个重要的问题. 

除了上述几个判别法之外，在一般项级数的收敛性判定中往往还需要其他的方法 
和技巧，例如加法结合律的使用等. 

回顾 §5.1.1 中的习题 2554-2556, 可见对于收敛级数的加法结合律成立.反之，在 
加括号后的级数收敛时，对于同号级数来说，原来的级数也一定收敛.然而，对丁 •一 般项 
级数，则原级数未必收敛.这时下列命题（以及习题 2657) 往往有用. 

® 又常称满足莱布尼茨判別法条件的级数为莱布尼茨型级数,这也就是通项绝对值单调递减趋于0的交 
错级数. 
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命题 5.4 如果级数 J 2 a n 的各项重新组合后得到的级数收敛，且每一个 

n=l n=l 

A n 所包含的原级数的各项同号，则也收敛. 

71=1 

证记原级数的部分和数列为 {5 n }, 又设 po = 0,记 

= a Pfc _ 1+ i + • • • + a Pfc (fc = 1，2, . • • )， 

OC 

则组合后的级数 E 的部分和就是原部分和数列 { S n } 的一个子列 { S Pn } n ^. 

n=l 

丁•是从组合后的级数收敛可知数列 { s n } 有一个子列收敛.又由于每一个中所 
包含的原级数的项同号，因此当 n = 1,2, …， Pl 时，部分和&处于0 与、 之间，而当 
n 〉 Pl 时 ，则& 处于子列的相继两项之间.由此可见数列 { S n } 收敛.口 

习题2659 证明级数 1 - 香+ | 一吾+…收敛并求其和. 

提示从通项〜= ( ~ 1) n 2 nl 2 i n ~ 1} 可证明它满足莱布尼茨判别法的条件，因此 
收敛.其求和可参考 §5.1.1 的习题 2548 中的方法 .口 


习题2661证明级数 + + ++ - + + ••• 收敛并求其和. 

解1用莱布尼茨判别法即知其收敛.利用与欧拉常数有关的调和级数部分和的公 
式（见 § 1 . 2.3 的习题 146 ): 

1 + H - h 丄 = lnn + (7 + o ( l ) (n -> oo ), 

jL Tb 


就有 



= ln (2 n ) — Inn -f o ( l ) — > ln 2 (n —> oo ). □ 

解 2 求和的另一个方法是利用卡塔兰恒等式，即从解1的推导中可得到 





+ 去 ） _2 (士 + 


+ 


2 n 



这样就将问题归结为 §4.2.2 的习题2220,也就是 §1.2.3 的习题 147. □ 

习题 2665( b ) 研究级数1 + | + + - + — + — + + + + 皆+皆一 .. 的收敛性. 

解1将每项取绝对值后的级数发散，因此本题的级数不可能绝对收敛. 

可以将这个级数看成为下列三个莱布尼茨型级数之和： 
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1-- -I — - ... 

4 十 7 , 




由丁•其中每一个级数都收敛，因此本题的级数收敛，且为条件收敛 .口 

解2 (概要）本题可从头开始将每三项加括号得到一个新级数，然后用莱布尼茨判 
别法推山其收敛.最后可以用命题 5.4 ( 或 §5.2.2 的习题 2657) 推出原级数收敛 .口 


习题2666设在 ^(- l ) n 6 n 中> 0,且当 n 4 oo 时 6 n — 0. 由此是否可知该 


级数收敛？考察例子 


E(-!) n 


2 + (—l) n 


n 


解本题的目的是要说明，在莱布尼茨判别法中， 6 n 羊调趋 于0的条件不能减弱为 
仅仅是 6 n — 0 (n — oo ). 所举的例子很简单，它是交错级数，但从其通项的如下 分解： 


就可以从 E 


-l) n 2 


2 + (-!)- = (- 1)^2 , 1 
' } n n n ' 

收敛和调和级数发散推山该级数是发散的 .口 


习题2667研究级数 E 


In 


100^ ^ 

sin $的收敛性. 


解1将各项取绝对值，且只看其中 n = 4 A : -f 2的项，则有 

I ln 100 (4 fc + 2) • (4 k + 2 )tc I ln 100 (4 fc + 2) 、 


ln 100 (4 /c + 2) 丄 (4 A : + 2 )n 
— ~ 4 fc + 2 — ~ Sin 4 

就可见原来的级数不可能绝对收敛. 


4 k + 2 




1 

4 /c + 2 


由 T n 为4 的倍数时的级数项为0,因此可以将该级数看成为下列三个级数之和 


广 OO 

#E(-d 


k =0 


E(-i) 


k =0 


ln 100 (4 fc + l ) 


4 A : + 1 

ln 100 (4 A : + 2) 


4 fc + 2 



(- 1 ) 


fc ln 100 (4 A ; + 3) 


k =0 


4 k + 3 


然后对 f { x ) 


x ^ z：ii r // 




^ 求导得到尸 (X) 


(100- lnx ), 可见当 n 充分大时上述 


个级数都可用莱布尼茨判别法判定为收敛，从而原来的级数收敛，且为条件收敛 .口 


解 2( 概要）如上利用 /( x ) 


In 100 x 


证明通项的第一个因子当 n 充分大时单调 


递减趋子0,注意到第二个因子关于 n 为周期8的数列，且在一个周期上的和为0,这样 
就可以用狄利克雷判别法知道级数收敛.然后利用解1的方法或者 
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sin^ ^ sin 2 ^ 


nn 


1 nn 
2 COS ^~ 


就可以证明本题的级数为条件收敛（参见本小节后面的习题 2696( a )). □ 


习题2668研究级数 1) 


S1 


in 2 


的收敛性. 


解先利用 


(一1广 


sin 2 


将原级数分解为条件收敛的级数 j t 


(~i) n 

2 n 

(-i) n 


(~i) n 

2 n 


cos 2 n 


n 


与级数 


(— l) n cos 2 n 


之和. 


w ^ 

对第二个级数，可以证明 5^(-1)^ COS 2 A : 关于 n 有界.为此只要仿照 §2.1.4 中的习 

k=l 

题 1024( a ) 的方法，利用2 cos 1 cos 2 k = cos (2 A : + 1) + cos (2 A : - 1)， 就有 
2 cos 1 [— cos 2 -f cos 4 — ••• + (— l) n cos 2 n ] 


— [cos 1 + cos 3] 4 - [cos 3 + cos 5] — 
(— l) n cos (2 n + 1) — cos 1， 


• • • 


+ (— l ) n [ cos (2 n — 1) + cos (2 n + 1)] 


可见 ^(— l ) fc cos 2 A : 彡 




COS 


r . 丁•是从狄利克雷判别法知道第二个级数收敛，从而原 


级数收敛. 


将原级数的各项取绝对值后，可利用 


sin 2 n 


-^(1- COS2n) , 将绝对值级数分解 


为发散级数 


n 


与 m —个级数士 E 亨之秕然后用类似的方法证明第二 


个级数收敛，从而知道原来的级数为条件收敛 .口 


(-l) n 


^ 2670 ~ 5^(-1) 


的收敛性. 


解1由于将通项的分母去掉（-1广后所得的级数收敛， 于是可 作分解如下: 


E 


(-i) n 
\/^+ ( _1 ) 


(一1) 


71=2 


-E 

71=2 


\/n{y/n + (― l) n ) 


这时右边第二个级数为同号级数，且从比较判别法的等价量形式知道它与调和级数一 
样是发散的，因此本题的级数发散 .口 


解2从头幵始对每两项加括号，则得到一个新级数 


▲ ▲ 

\/2 +1 — v /3- 1 


+ ••• + 


▲ 

y /2 k + 1 


2fc + 1 


其通项为 




y/2k^l 


5FTT- 1 


y /2 k + 1 - y /2 k - 2 


{y/2k + l)(y/2k^l- 1 ) 


< 0 , 
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因此是同号级数.从 


乂 fc 


-2 + o ( l ) 
2k 


1 /k (k oo ) 


可知该级数发散，从而（根据 §5.1.1 的习题 2554) 原级数也一定发散 .口 
解3 [6] 将通项的分子分母同乘 以^- （-1广，就可将原级数分解 如下: 



(— 1 ) 


2 


v/^+(-l) n 



(- l ) n v ^ 


2 


n 



2 


n 


1 • 


由于第二个级数发散，而又可用莱布尼茨判别法知道第一个级数收敛，从而知道原级数 
发散 .口 


注本题的级数通项显然等价于 


(- 1 ) 

y/n 


(n ->• oo )， 而 ^ 


可见对于变号级数不能随意使用 §5.1 中的等价量判别法. 


2 


-l) n 

y/n 


却是收敛级数 


习题 2671研究级数 ^ S in (7 Cv /^ T ^) 的收敛性 • 


解（概要）利用 sin(x - nn ) = (- l ) n sinx , 可对通项作如下分析: 

sin ( tc \/ n 2 k 2 ) = (— l) n sin [ ny / n 2 + k 2 — nn ) 


(-1 广 sin 


nk 2 


y / n 2 -f k 2 + 


n 


然后利用 Sinx a | x | 充分小时申调，可见当 n 充分大时可以用莱布尼茨判别法知道级 
数收敛.将通项取绝对值后，可以从比较判别法的等价量形式知道级数发散.因此本题 
的级数为条件收敛 .口 


习题 2672研究级数 f 的 ㈣ 性 • 


解（分析法）从级数的第一项起，将相继的同号项组合（即加括号）而得到新级数 


，其中 


k 




1 


2 


3,也 一 4 + 5 + 6 + 7 + 8, 


• • • 


(一咐 



k 2 -h 


+ 


+ 


(友 + 1) 


2 


如果能够证明 | Afc | 单调递减趋 T 0,则就可以用莱布尼茨判别法知道新的级数收敛.然 
后再用命题 5.4 就推出原级数收敛.它当然是条件收敛. 

利用积分估计（参见 §5.1.7 的习题 2655( a ) 的示意图)，就有 

• K ) 2 dx < ， Ak < (^十 1 ) 2 - 1 dx _ 

k 2 x k Ji 


因此为了建立 |^ fc + i | < | Afc |, 只要证明 

. 「( ㈣ 2 - 1 心 r (^) 2 dx (< ^ fc|) 

1 ^ 9 . X 


(I 火 fc + i | <) 


(A ： +l) 2 — 1 
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求山中间的两个定积分，并利用下列等价 关系: 

( A : + 2) 2 


In 


4 ) 


< In 


(fc + 1) 2 

k 2 


(k + l ) 2 

fc 2 [(fc + 2) 2 — l] < (A ： + i) 2 [(A ： + l) 2 - 1] 
k 4 + 4A: 3 + 3k 2 < A; 4 + 4k 3 + bk 2 -f 2k, 


可见关于 £ Ac 为莱布尼茨型级数的猜测成立，因此本题的级数收敛 .口 


k 


习题 2675研究级数 f ㈠ 」: -1 的绝对收敛性和条件收敛性. 

n=l 

解（概要）这是一个基本题.容易看出，当 p > 1时级数绝对收敛，而当 p < 0时级 
数通项不是无穷小量，因此发散. 

对丁•余下的情况，即0 < p < 1，从莱布尼茨判别法知道级数收敛，而取通项的绝对 
值后，可知道级数发散，因此原级数为条件收敛 .口 

习题 2677研究级数 fin [1 + 的绝对收敛性和条件收敛性. 


解只有当 p > 0 时级数的每一项才有意义，因此不需要讨论 p 彡 0. 


从丨 ln(l +圳〜 | x | (:r — 0) 可知 p 〉1是级数绝对收敛的充要条件. 

对于0 < p < 1可以釆用组合方法.记级数通项为 ari ，从 n = 2起将每两项加括号， 


则对于 n = 2 k 有 

^2fc + ^2/c+l = In 1 + 

_ 

= In 1 + 


(2ky\ + n 卜一 (2k + i) p 

(2fc + l) p — （ 2fc)P — 11 
~ (2k)P(2k H- l) p_ J ， 


丁•是 1 p = 1 时 a 2 k + a 2 k-\-i = 0, 可见 + a 2 fc + i ) 收敛.用 §5.2.2 的习题 

fc=l 

2657 的结论可见原级数条件收敛. 

由于在0 < p < 1时， 

(2 A : + l ) P -(2/ c ，= (2 fc，[(l + *) P - l ]〜^^ ( A ： oo ), 

因此它是无穷小量.于是对于 n = 2 A : 有 


fln + <^71+1 


rsj — 


n 2p 


(n —> oo )， 


因此级数 ^( a 2fc + a 2fc+1 ) 是同号级数.于是当 }< P <1 时收敛，而当0 < p 彡士时 

k=l 

发散.从习题2657可推出当 j -< P < l 时原级数条件收敛，而从 §5.1.1 的习题2554可 
推山当0 < p < j 时原级数发散 .口 
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习题2683研究级数的绝对收敛性和条件收敛性. 

71=1 V 

解用莱布尼茨判别法知道级数收敛.然后利用因子 单调有 

^ l0 ^/n n + 1 

Th— 1 

界，就可以用 阿災尔 判别法知道本题级数收敛.若记通项为 a n , 则有 | a n | 〜 - T #, 因 
此该级数为条件收敛 .口 


习题2691研究级数 H sinn 2 的收敛性. 


解（与 §5.1.1 的习题2553类似 .） 用反证法.若级数收敛，则有 lim sin n 2 = 0 


这时也有 lim sin ( n + l ) 2 = 0. 丁•是就有 

n—>oo 

sin (2 n + 1) = sin[(n + I ) 2 — n 2 ] 


sin(n + l ) 2 cosn 2 — cos(n + l ) 2 sin n 2 — > 0 (n -> oo ) 


由此可见也有 lim sin (2 n - 1) = 0. 于是又可推山 

n—>oo 

sin 2 = sin [(2 n + 1) — (2 n — 1)] 




sin (2 n + 1) cos (2 n — 1) — cos (2 n -f 1) sin (2 n — 1) —> 0, 


这与 sin 2 # 0 相矛盾.因此原级数发散. 口 


习题 2692 设 

p/ \ _ Ojqx p 4- a\x p ^ 1 + • • • + dp 

X box q 4 - b\x q ~ l + ••• + & 

为有理函数，其中 a 0 笋0, 6 0 — 0,且当 a : 彡 n 0 时 \b 0 x^ + b ^- 1 + . • • + \|〉 0. 研究 
级数 

E (- 1 ，，） 

TX =^ Tl () 

的绝对收敛性和条件收敛性. 

解用等价量判别法，从 | 丑 ( n )| 〜 M n p -^ ( n ^ oo ) 可见当 q - p> l 时级数绝 

1^01 

对收敛，而当 g - p < 0时级数发散. 

由于分子分母都是多项式，余下只有 q = p+l 需要讨论. 

如上所述，这时绝对收敛是不可能的.由9 = 0+1可见有丑 (+ oc ) = 0. 又可以 
证明当: c 充分大时函数 R(x) 严格单调（见 §2.7.1 的习题 1282), 因此数列 R(n) (n = 
no , no + 1， • • •） 当 n 充分大时严格单调（递增或递减）趋于0,从而用莱布尼茨判别法知 

OO 

道级数 E (~1)"^(71)收敛，且只能是条件收敛 .口 


§5.2 变号级数收敛性的判别法（习题2656- 2705) 
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习题2693 研究级数 


l p 


2^ 


3 p 


49 



5 p 




+ 


• • • 


的收敛性. 


解容易看出 a min { p ^} > 1时级数绝对收敛，而当 min { p , q } ^ 0 时级数的通项 


不是无穷小量，因此发散. 


将级数写为 E ( - 2 n i 1) v 与乙~^之和，就可以看山当 0< g < 1 <9或 

0< p < l < q 时， ug 1 个级数中一个另一个发散，因此原来的级数发散. 

余下的是0 < p，g < 1的情况.又不难发现， ^\0 <p = q ^ l 时级数为条件收敛. 
最后，对于 0< p ， g 彡1但的情况，可以直接计算级数的前 2 n 项之和.将它 
记为 S 2n 、 则有 


S 2 


1 + 


3 p 


• • • 


+ 


1 


(2 n - 1 )p 


)-( 


2 g + 7 


+ 


• • • 


+ 


(2 n ) 


—)， 


不难用积分来佔计这两个和式: 


1 + 


3 p 


+ 


• • • 


+ 


(2n- l) p 



dx 


2^ 


4^ 




(2 n ) 


Q 


i (2 x-1)p 
n dx 


(2 x) q 


〜 0*( n 1_p ) (n —> oo ), 
0*( n 1_9 ) (n —> oo ), 


可见在时 ， lim S 2 ti 为无穷大量，因此级数发散 .口 

n—>oo 

注对于不可能绝对收敛的变号级数来说，它能否收敛取决于级数中的正项之和 
与负项之和是否是等价的无穷大量.参见 §5.2.2 的习题 2702.1 及其证明. 


习题 2696( a ) 证明： 级数 


sinx + 


sin 2 x 



sin 3 x 
~~3~ 


+ 


在冈间 （0,7 C ) 内收敛而不绝对收敛. 


解利用恒等式（见 §2.1.4 的习题 1024( b )) 


x 


sinx + sin 2 a : + 


• • • 


+ sin nx 


cos ^ —— cos(n + 


2 


) x 


2 sin 


x 

2 


可见这个和在（固定 ）rr e (0， tc ) 时关于 n 有界，于是用狄利克雷判别法知道级数收敛 


利用 


sinnrr 

n 




sin 2 


nx 


n 


2 n 


cos 2 nx 
2 n 


又与前述恒等式类似地可以建立恒等式 


cos 2 x + cos 4 x -f 


• mm 


+ cos 2 nx 


sin (2 n + \)x — sinx 

2 sinx 


丁•是对 于级数 f ^ 可以同样用狄利克雷判别法证明它在 : C e (0,71) 时收敛，因 

^ n 


此可知级数 t 


sin 2 nx 


n 


发散， T 是原级数为条件收敛 .口 
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习题2699 对于级数 


E(-!) n 


1 (l+p)(2+p).-.(n + p) 


n\n q 


定山： （ a) 绝对收 敛域； （ b) 条件收敛域 . 


解1 若 P 是负整数，则级数只有有限个非零项，当然绝对收敛. 

对其他情况可以用 §5.1.4 的命题5.3,这样就可以对于级数的通项得到 

/ 1 \ 


l a n| =0*( 


l ^ n | — ^二歹 ) ( n °°)， 

可见当 q > p+l 时级数绝对收敛，而当 g < p 时级数通项不是无穷小量，因此发散 

， I. -I - ^ ^ 上 L L-+r vn -r^ / V I . rt_L /^rr hlLL^ -rV- A44 - 门 


对丁 • p < g < p + 1 的情况，由于当 n 充分大时级数为交错，且有 


&TI+1 


(n + 1 + p)n q 
(n-f 1) 9+1 


1 


P + 


1 


—g — 1 





i + 


P-Q 


+0 d) ( n — °°)， 


因此用莱布尼茨判别法就推山级数收敛，而且是条件收敛级数 .口 
解 2( 概要） 可以用高斯判别法代替命题 5.3 给出另一个证明 .口 


5.2.2 条件收敛级数的性质（习题2656-2658, 2662-2663, 2701- 

2705) 

对于一般项级数，首先要正确理解条件收敛和绝对收敛概念的意义.收敛级数 

OO OC 

^a n 为绝对收敛或条件收敛是按照每一项取其绝对值后得到的非负项级数 f|a n | 

Mi (敛还是发散来定义的. n_1 

注意条件收敛级数的一些特点 .（1) 在这样的级数中必定既存在无限多个正项，又 
存在无限多个负项 .（2) 若将上述无限多个正项和无限多个负项分别组成两个无穷级 
数，但不改变各项之间原来的次序，则它们的部分和都是无穷大量.而且如下面的习题 
2702.1 所示，它们（在取绝对值后）还一定是等价的无穷大量.原级数的部分和必定是 
00 - 00 型的不定式 .（3) 如许多教科书中收入的黎曼定理所示，条件收敛级数在重排 
(即更序）后的部分和数列可以达到“要什么有什么”的境地.为读者方便起见，下面列出 
在较一般意义上的这个定理，其证明可在很多教科书中找到. 

OO 

命题 5.5 (黎曼定理） 设条件收敛，则对于给定的 a 和久只要满足条件 

71 = 1 

OO 

- oc ^ a ^ 就必定存在一个重排级数 fcC , 使得它的部分和数列{乂}具 

有下列 性质： "~ 

lim S’ n = a 4 lim S r n = P ， 



§5.2 变号级数收敛性的判别法（习题 2656-2705) 


2 


习题 2656 证明： 可把非绝对收敛级数的各项在不变更其顺序的情况下分别组合 
起来，使所得的新级数绝对收敛. 

解关键是利用级数的部分和数列概念，特别是如何从部分和数列恢复出原来的 
级数. 

OO 

若级数为记其部分和数列为 {5 n }, 则在组合后的新级数的部分和数列就 

是 {Sn} 的子歹看 §5.1.1 的习题 2554). 若将这个子列记为 {5 Pn }, 则从这个子列即 
可确定新级数的各个项为 * S P1 ,S V2 -S V ”…. 于是新级数的绝对值级数就是 

I^piI + l*^P2 - | + \S P3 - 5 P2 1 -f • • • H- \S Pn - S Pn _ 1 1 + ••• • (5.5) 

于是问题就成为，是否能够找到部分和数列 {Sn} 的一个子列 {5 Pn } ? 使得级数 
(5.5) 收敛. 

以下对数列 {S n } 用柯西收敛 准则. 由于该数列收敛，对 e = 1/2,存在正整数 Pl , 
当 m ， n 彡 pi 时，有 | S m - SVJ < 1/2. 这时无论 P 2 〉 Pi 如何取，总能保证在 (5.5) 中的 
第二项 |5 P2 < 1/2. 

然后对 e = 1/4,存在正整数 P 2 〉 Pi ,当 m ， n 彡 p 2 时，有|、 - 乂| < 1/4. 这时无 
论 p 3 > P2 如何取，总能保证 （5.5) 中的第三项 |* S P3 -5 P2 | < 1/4. 

如此继续，就可以取出子列 {5 Pn }, 使得 （5.5) 中的第 n 项 | S Pn - 5 Pn _J < 1/2- 1 , 
n = 2,3,…，从而 (5.5) 是个收敛 级数. 

OC 

这表明，只要在原级数 fan 中按照 {Pn} 重新组合，得到新级数为 

n=l 

(ai + …+ a Pl ) + ( a Pl +i + …+ a P2 ) + …+ ( a Pn _ 1+ i + …+ a Pn ) + …， 

则该级数绝对收敛 .口 

注本题的结论对任何收敛级数都成立，只是对绝对收敛级数不必重新组合了. 

OO 

习题 2657 设有级数，若⑷当 n — oo 时，此级数的通项 a n 趋向 0; (b) 

n=l 

oo 

在不变更其顺序的情况下分别组合该级数的各项，所得级数收敛； （ c ) 在项 

71=1 

Pn + 1 — 1 OO 

A n = Y , 叫 （1=扒<仍<...)中相加 项叫的 数目是有界的，证明：级数是 

l=Pn n=1 

收敛的. 

解由级数£ An 的定义可知，若记的部分和数列为 {5 n }, 则问题即是从 

{ s n } 的一个子收敛如何能够 siii 数列收敛.设上述子列的极限为&则只 
要证明 5 n -> 5 (n ->• oo ). 

将条件 （ c ) 中的项数上界记为 M ， 则对给定的 e > 0,从条件 （ a )， 存在爪，当 

n > 时有 | an | < e/2M. 
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然后从条件 （ b )， 存在 iV 2 , 当 A : > 7 V 2 时，成立 

乂1 + .. • + — < S | = |* S , Pfc+1 _i — 5"| < |. 

丁是 只要取 */V = max { p N2+1 - l , Ni }, 对于 n 〉 iV 的&，就存在 / c 彡 M ， 使得 
Pfc+i 外 + 2 — 1. 这样就有 

\ S n — *^1 = |ai + ••• + a n — 夕| 彡 |ai + … + a Pfc+1 _i — + | a Pfc+1 + ... + a n 

彡 I ^ Pfc + i-i ~ S \-\- M • < e , 

这就证明了 lim S n = S . □ 

n-^oo 

oo 

注如果为同号级数，则其部分和数列申调，因此只要利用 §1.2.6 的习题90 
就可以从其一列收敛推山部分和数列收敛.因此本题结论主要用丁•交错级数. 


习题2658 证明： 若将收敛级数的各项重新排列，使每一项离幵原有的位置不超 
过 m 个位置 （ m 为预先给定的数)，则级数的和不变. 


解设原级数为 fa n ，其部分和数列为& ( n = 1,2,…）.又将重排后的级数的 
部分和数列记为 A ( n = 1,2,...). 

根据条件，当 n 〉 m 时，在 q +…+ a n 中的前 n - m 项，即 ai , •■- , a n _ m , 
一定在&的被加项之中，即没有被更换. 

不妨设&中的其余 m 项在重排后为原级数中的 a ni ，.… , a nm 项所更换，且有 
n < m < • •. < n m . 这是在中的后 m 项完全被更换的情况.于是可以佔计 

\^n — *5nl ^ I a n-m-f-l| + …+ |a n | + |a ni | + …+ |a nm |. 

由于 a n -> 0 (n -> oo ), 对给定的 e 〉0,存在 TV , 当 A: 〉 TV 时有 | a fc | < 令 n > 7 V + m ， 
则就得到 | S n - 义| < 2me. 

除了上述极端情况之外，另一个极端是在5 71 中的后 m 项没有更换（但可以有次序 
变更)，此外还有介于两个极端之间的情况.可以看山，对于所有其他情况，上面所得的 
佔计式仍然成立.这样就证明了两个部分和数列的极限相同 .口 

注本题表明，虽然对于条件收敛级数有惊人的黎曼定理，但级数的和在“有节 
制”的重排干扰下仍然保持不变.换言之，能够改变级数和的重排所必须满足的条件是: 
各项在重排前后的位置之间的距离无界.上述证明参考 了美国数学月 刊的第110卷 
(2003)，57页（中译文见 数学译 林的第23 卷 （2004)，第3期 ， 288页). 


习题2662 ( a ) 已知£ = ln 2. 将该级数的各项重排，得到下列级数 


n 


1 


1 +丄_ 

十3 




• • • 


求此级数的和. 
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解1分析重排级数的前 3 n 项之和 5 3 n . 观察从头开始的每三项一组，就可以看山 


其 规律: 


5 3 


1 + T 一 T + 


• • • 



4 n — 3 



4 n — 1 


2n 



3 




An -3 



4 n 


rHW 


• • • 


+ 


2 n 


4n 






2n) - + i + 


• • • 


+ 



k 


若记 1 + j + • • • + 丄 = a n ， 则从题中提供的已知级数和（见 §5.2.1 的习题 2661) 有 

Zd TL 


i-W 十 


• • 


2n- 1 



1 


2 n 




• • • 








cr 2n - cr n -> In 2 (n -> oo ) 


子是有 


5 3 


n = ^4n — " 2 "^ 2 n 


2 




3 


= ( 〔 4 n - 「 2n) + j(f2n — CTn) — j In 2 (n OO) 
解 2 可以直接用关丁•欧拉常数的公式（见 §1.2.3 的习题 146): 


□ 




• • • 


+ 


n 


Inn + C + o ( l ) ( n -> oo ) 


则就有 


^3n = ^4n — — ^ a n 




ln (4 n ) — 4 r ln (2 n ) 


Inn + o ( l ) 


ln 4 — j ln 2 + o ( l ) ■^吾 ln 2 (n —> oo ). 


□ 


注由于本题中的重排前和重排后的级数和不同，因此如习题2658的结论所示， 
如果将原来处丁•第 n 位置的项在重排后的位置记为 /( n )， 则 |n - f ( n )\ 一 定是无界的. 

例如，对于本题的 n = 2 k 位的项 (- 1 】 2 : - :、 ，有 f ( n ) = 3 k , 可见 |n - /( n )| = A :, 它确 
实是无界的. 


习题2701若级数收敛且 lim -^ = 1,则可否断定级数 V 6 n 也收敛? 

^ n—>oo d n 


n 


n 


■■ 

研究例子： 


n 


(-ir 

y/n 


和 E 


n 


(-ir , 

y/n n 


解如本节开始所述，对一般项级数的回答是不能.为此只要举出反例.除了本题 
中提供的明显例子之外，在《习题集》中还提供了其他例子，例如§5.2.\的习题2670, 

其通项为 y x T-^n ( n > 2 )^级数发散，而用与这个通项等价的为通项构成 

y/n + ( — 1) v n 

的级数却是收敛的（用莱布尼茨判别法) .口 


注再次指出，对于一般项级数不能随意使用 §5.1 中对同号级数的等价量判别法 
这是初学者最容易犯的错误之一. 


习题 2702.1 设£〜是非绝对收敛级数， 




l^il + 叫 


l^il — ai 




证明 


lim 

n—>c» 


N n 


解从定义可见 ，仏 就是题设级数的前 n 项中的非负项之和，就是级数的前 n 
项中的非正项之和再乘以 -1, 因此它们与级数的前 n 项之和 S n 有以下 关系： 


S n = P n - N n . 


由 r 题设级数为条件收敛，因此就有 


lira ( P n - N n ) = S, lim ( P n -f Nn) = +oo 

n—>oo n—^oo 


其中 s 是级数的和. 


由此可见，当 n 4 oo 时，和 iV n 都是正无穷 大量： 

lim P n = lim -^-[( P n -f N n ) + ( P n - iV n )] = H-oo 


n—>oo 


n—yoo 


lim 7 V n = lim -y[(P n -f N n ) - (P n - N n )} = + oo , 

n—^oo n—►oo Z 


然后就可以得到 


lim 

n— kx) 


( I ]) 


lim 


N n -P n 

Pn 


0. □ 


习题 2702.2 证明： 对于每一个 p 〉0, 级数 

(- 1 )… 


tip 


的和在 f 与 i 之间. 

解 1 记级数通项为 dn ， 部分和数列为 (n = 1，2, • • • ），则对每个 n 有 


^2 n 


S2n -3 + Mn -2 + ^n-l = ^2n-3 — (|a2n -2! — |a2n-l|) < ^2n-3^ 


可见 


n — 1 


} 严格单调 递减. 由于 5 i = a x = 1,因此级数和 S = lim S 2n 

71—^00 


< 1 


现在考虑 


ai + y^(a4fe-2 + ^4fc-l + + ^4/c+l)- 


记 f ( x ) = 含，则有 f ’( x ) = - px~ p ~ l 
f ( x ) 为严格凸 sT 数.于是对 A := l ，2，". 有 


，/"( X ) = + l ) ar p - 2 ,因此当 a : 〉0时 


a 4 fc — 1 + 0，Ak + ^4/c+l 


[ Ak-iy 





(4 fc + i)p 


> 


{4 k)P 


(4 k)P 


_ p ， 
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这样就有 


^ n+l > 1 + (- 


1 


令 n oc , 得到 


2P 


2^ 
^2 n - 


4^ 


+ _ 


6 p 



8 p 



• • • 


+ ( — 


1 


(4 n - 2 )p 





(4 n) p 


S ^ l - 


2 p 


S 




2 P 


2 P + 1 


由 TM 后一个表达式是 p o ) 的严格申调递增函数，因此只要令 p = 0 代入即得到 


5〉★•口 


解2 [31] 记级数和为&则有 


S 


2 P 


3^ 


) ( 


1 


(2 n) p 


(2 n + l ) 


v 


• • • 


可见 1. 


另一方面有 


s = G - D + d - 


4 p 




1 


(2 n - l) p 


(2 n ) 


p 


与解 1 一样利用 f ( x ) = 1 /xP 为严格凸函数，于是就有 2/(2 n ) < f (2 n 一 1) + /(2 n + 1) 
也就是 f (2 n 一 1) 一 f (2 n ) > f (2 n ) - /(2 n + 1). 


这样就得到 


2^ 


> 


2P 


3P > 3P 


4 P 


> 


4 P 


5 P , 


1 


(2 n - l) p 


(2 n)P 


> 


1 


(2 n)P 


(2 n + l ) p ， 


因此有 


•5〉(+-+) +( 4P 

=1 一 S ， 


5 p y + … + V ( 2n )P 


1 


(2 n - hl) p 


+ 


所以得到5〉 ^ ■.口 


习题 2703(a) 在级数 f 中疢取多少项来计算级数的和，方可使其精 

t A 2 + 1 


度达到 e = 10一 6 ? 


解对于莱布尼茨型级数 D (- l ) n _1 6 n (即满足莱布尼茨判别法的条件的级数), 
{ b n } 是单调递减趋于0的非负 i 歹 1 U , 因此从 

Rn = (― l^+^n+l — 6n+2 + ^n+3 — …] 

=(― l) n+1 [6 n+ i — ( 6 n+ 2 — &n+3)- …] 

= (― l) n+1 [(6 n+ i — + (^n+3 - 办 n+4) 十…]， 

由此可见有0彡 (- l ) n +1 i?n ^ 6 n + i ， 特别是有|瓜|彡 6 n+1 . 这表明：余项的符号与其 
所含的第一项相同，而其绝对值不超过该项的绝对值.于是对本题就有 


\Rn\ < — . 1 = < 丄 . 

V(n + 1) 2 + 1 n 

可见取 n = 10 6 即可使得 \ R 10 e \ < 10— 6 •口 

注由这个例子可见，对: P 条件收敛级数来说，有可能要取非常多的项相加才能得 
到合乎精度要求的近似值.对本题的级数来说，用计算机得到以下三个结果： 

5 10 4 « 0.440 8675,心沪 « 0.440 912 5, 5 10 6 « 0.440 9170. 

与用 Mathematica 得到的 0.440 917474 比较，可见瓜< 1/ n 的佔计是比较准确的. 


习题 2703( b ) 在级数 


3 \e = 10 一 6 ? 


sinn 


中应取多少项来计算级数的和，方可使其精度达 


解本题是非莱布尼茨型的变号级数，其误差佔计可以用阿 w 尔变换来得到.（阿 
W 尔变换是教科书中导山阿 W 尔判别法和狄利克雷判别法时所用的主要方法 .） 

71 

首先要佔计4 = sin(n + 1) +…+ sin(n 4- k ). 仿照对^ sin k 的求和方法，有 


2 sin = 2 sin y • [ sin(n + 1) H - h sin(n + A :)] 

=( cos(n + y ) - cos(n + H - h ( cos(n + A : — 


) - cos (7 i - k - 音 )) 




cos(n + *) - cos(n + /c + 音)， 


因此有 I 為 b | 彡 


M « 2.086. 


sin 


记级数通项为 an , 然后就可以用阿 W 尔变换佔计如下: 


^n+l + • • • + fln-fp = 


sin(n + 1) 


n + 


A . 

n + 


^2 - 欠 1 
+ 2 


• • • 


+ 


= M 

丁 是就有 


v/nTT 


n + 2 


+ 


• • • 


sin(n + 2) 


+ 2 

Ap — l 
y/rTfp 


A p 


+ 


+ 


sin(n + p ) 

v/n + p 


n + p — 1 


n + p 


•Ap 

n + p 


|a n +i + - h a n +p| ^ 


M 



最后令 P —• OO ， 就得到 | i ^ n | < 


M 
n + 


为了满足题设的精度要求，从 


10 12 . □ 


M 

n + 


< 10— 6 即可解出 n > M 2 • 10 12 « 4.35 x 


注为了观察上述余项估计与实际误差之间的差距如何，不妨将精度要求改为 
10_ fc , 其中取 A : = 1,2,3,然后作一些实际计算.这时不难用 n ^ 4.35 x 10 2fc 计算出级数 
的部分和分别为 
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1.015 25, 1.04610, 1.043 55, 
可见上述余项估计还是比较准确的. 


习题2704 证明： 若把级数 





的各项重排，使依次 p 个正项的一组与依次 g 个负项的一组相交替，则新级数的和为 


ln « 


解将重排后的级数再作重新组合（即加括 号)： 将前 p + g 个项之和记为然后 

OC 

将接下来的 P + g 个项之和记为火2,如此继续下去，则只要求出的和（同时证明 

了收敛性)，然后用前面的习题2657就知道重排后的级数收敛，相同的和（参见习 
题2657的证明). 

由于山 + • • • +人就是重排前的级数 f . (: 1 :: 1 -中的前 np 个正项和前 ng 个 
负项之和，因此就可以计算如下（其中记 a n 和级数的前 n 项之和 )： 


+ • • • + A n = ( 1 + 含 + 



2 np — 


rHW 


+ 


+ 


2 nq 


+ T + T + T + 


• • • 


+ 




2 np 


1 + 2np 


HW+ 

-( W +.. 


• • • 


2 np 


+ 


2 nq 


^2np 


2 


^np 一 


ln (2 np )- 音 ln ( np ) - ★ \ n ( nq ) + o ( l ) 


P 


— y In 2 + 万 • In — {ti ― y oo )， 

2 Q 


其中利用了 〜 


Inn 4 -C + o ( l ) (n ^ oo ), C 是欧拉常数，但并不需要知道它的数 


值. □ 


习题2705 证明： 若改变调和级数 




"2 + "3 


+ t + 


中的部分项的符号，使得 p 个正项之后跟随着 g 个负项 （P / 但不变更原来的顺序, 

则此级数仍是发散的.仅当 p = g 时得到收敛级数. 


解首先作重新组合（即加括号)，将前 p + g 个项相加记为 An 将接下来的 p + g 

OO 

个项相加记为 a 2 , 如此继续，则得到新的级数 E 其通项为 

n=l 
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A n 


1 


( n - l)(p + g ) + 1 


+ ••• + 
1 


1 


( n - l)(p + g ) 


1 


(n- l)(p + g) + p + 


n{p^q) 


P-Q 1 
p + q n 


{n —> oo ). 


可见当 p # ^ 时，以为通项的级数是同号级数，从而由上述等价关系即可推出该级 
数发散.然后从 §5.1.1 的习题2554 (的逆否命题）推出在重新组合之前的级数发散. 

对于 p = q , 可用狄利克雷判别法.由于级数 


1 + 1 + ... + 1 一1 一 1 — + 

~ - -―、 八 Y / 

P 项 P 项 

的部分和有界，又因为当 n — oo 时， i 单调递减趋于0,可见级数收敛 .口 

n 

注对于 p = q 的情况，从级数的第一项开始将相继的 P 项组合在一起，就可得到 
一个莱布尼茨型的级数，因此收敛. 


5.2.3 补注（习题 2690) 

由丁•此题有特殊困难，因此放在这里讨论. 

习题2690 研究级数 f sin n - sin n 2 的绝对收敛性和条件收敛性. 

n 


解 1对通项的分子用积化和差公式得到 


sm n • sinn 


2 


于是即可知道关丁 - n 成立不 等式: 


2 


[ cos ( n(n — 1)) — cos((n + l ) n )] 


sin 1 • sin l 2 + sin 2 • sin 2 2 H - h sinn • sin n 2 1 彡 1, 

因此用狄利克雷判别法知道级数收敛. 

为了判定上述收敛究竟是绝对收敛还是条件收敛，可以对绝对值级数作如下讨 

论①. 

取5〉0充分小，使得 71-25 >3. 于是对每个正整数 A :, 区间（友兀+(5 , （fc + 1) 兀一 句的 
长度大于3,因此其中至少有三个整数（至多也就有四个整数).将它们记为 n - l ， n ， n + l , 
贝 lj I sin(n — 1)|, I sinn |, I sin(n + 1)| 均大于 sin 5. 

接下来可以证明在 | sin(n - 1) 2 |，| sinn 2 |, | sin(n + 1) 2 | 中间至少有一个大于 sin 5. 
用反证法，若这三个数均小于等于 sin 则就有三个整数 k u k 2 , k 3 , 使得 

(n - I ) 2 = kin - I - <5 i , n 2 = 兀 + 占 2 ,（几 + l ) 2 = h 兀 + 〜， 

且有|心| < 5, |心| < | J 3 | < 这样就有 

2 = (fl 一 1)2 + (fl + 1)2 — 2fl2 = ( 允 1 + 知 3 — 2/^2 ) 兀 + ( 厶 1 + 占 3 — 之知 ). 

①在新版的《习题集》中特别指出本题不必讨论其绝对收敛性，但这样一来也就不能判定级数的收敛是 
忾是条件收敛 r . 实际上这个问题早在 [6] 中就解决了，即解 1. 
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由于 | 心+和 - 2 心| < 45,而 J 〉0充分小，因此上式右边或者是个绝对值充分小的数 
(若 h + ks - 2 k 2 = 0 ), 或者是与 7 C 的某个整数倍充分接近的数（若 fci + fc 3 — 2fc 2 一 0 ), 
从而等式不可能成立. 


于是就可以对每一个正整数 A : 找到级数中相继的三项， a n . 1? a n , a n+1? 使得它们 
的下标在区间 （ A:tc + 5 , （fc + 1 )tc — J ) 中，而且满足 

|a n -i| + |a n | + |a n +i | 〉 • 

由此可见，对于正整数就有 



n<(7V+l)JC 


> 


sin 2 S 


N 


n 




1 

n + 1 


可见绝对值级数发散.因此本题的级数为条件收敛 .口 


解 2 只证明绝对值级数发散®. 

在平面的单位圆周上考虑4段短弧，它们的角度为| + = 0,1,2,3, 

其中取 J 满足0<5< 

考虑绝对值级数中的下列 6 项之和 ： Afc = | a 6fc + i | + | a 6fc+2 | + • • • + | a 6 fc + 6|. 将它 
们的下标 n 等同于单位圆上的点 （ cosn ， S inn )， 则可看出，如果有一个下标 n 落在上述 
4段短弧内，则接下来的三个下标一定不会落在这4段短弧 内了. 于是可见在 6 个下标 
中或者前三个下标都不在这4段短弧内，或者总有接连的其他三个下标不在这4段短弧 
内.将它们记为 n — l ， n ， n + l . 这时就有 

| sin(n — 1 )| ^ | sinn | ^ S , | sin(n -f 1 )| ^ S , \ cosn | ^ S . 


丁是有 


A/C 彡 


6 ^-^-0 [ 1 sin(n _ 1 ) 2 | + I sinn 2 | + I sin(n + 1 ) 2 | ]• 


取数 a > 0 充分小，使得满足 6 = \/1 - a 2 cos 1 - asinl > 0 ,则或者 | sinn 2 | 彡 a , 
或者 | sinn 2 | < a . 对于后一种情况，有 


sin(n - 1 ) 2 | + | sin(n + 1 ) 2 | 彡 | sin(n - I) 2 - sin(n + 1 ) 2 | = 2 | cos ( n 2 + l ) sin2n | 

^ 4(| cosn 2 | - cos 1 — I sinn 2 | • sin 1) • | sinn | • | cosn | 


彡 AbS 2 . 

令 C = min { a (5,4 W 2 }, 则就有由于这对每个正整数 A : 成立，这样就己经 
证明了绝对值级数发散 .口 


® 这个解法是刘嘉荃教授提供的. 
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§5.3 级数的运算（习题 2706-2715) 


内 容简% 介本节是级 | [之间的求和运算与求乘积运算. ^ 

级数£ 与级数£ 6 n 的和定义为逐项求和得到的级数 + 在前两 

个级数均时，作为它 ilij 和的第三个级数也收敛，且成立下列 ife : 

OO OO OC 

〉 : a n + 〉: b n — 〉 ： (Q~n + &n). 


关予级数与级数的乘积，则要复杂得多.它有多种定义方式，但在本 
节中只考虑柯积，即定义 " _1 

OO OO OO 

a n • [ Cn, 

71=1 71=1 n=l 

其中 


Cji + 0>2^n — 1 + • • • + 0*71^1 • 

根据梅尔滕斯定理，当两个收敛级数中至少有一个为绝对收敛时，它们的柯西乘积 
级数收敛，且上述等式成立（参见 [15] 第二卷的 389-392 小节). 

习题2706若两个级数， （ a ) —个收敛，而另一个 发散； （ b ) 两个都发散，则关丁•这 
两个级数的和可下何种断言？ 


解 （ a ) 这时可以肯 定：两 个级数的和是一个发散级数 

OO OO OO 

用反证法.例如设 E 〜 收敛，发散，而它们的和 J 2( dn ^- b n ) 收敛，则就有 


n 


fci + …+ 6 n = [(ai + 6i) + … + (a n + b n )] — (a\ + … + a n )， 

OO 

然后令 n 4 00, 由于右边的两个部分和分别有极限，因此就导致级数收敛的结 

论，这与条件矛盾 .口 n ~ 

( b ) 这时它们的和可以发散，也可以收敛. 


前者的例子是级数 


1 — 1 + 1 一 1 + * * * 

与自身相加，所得的和是级数 2 — 2 + 2 — 2 + •…， 仍然发散. 

后者的例子是级数 

1 — 1 + 1 — 1 + ." 与 一 1 + 1 — 1 + 1 — •••， 
它们的和是0 + 0 + 0 + 0 + •…， 即每一项等于0的收敛级数 •口 

①这在 §5.2 中己多次使用（例如见 §5.2.1 的习题 2666 等). 



§ 5.3 级数的运算（习题2706- 2715) 


279 


习题2711 证明： 


(- 1 ) 

n \ 


n=0 


n=0 


解根据级数的柯西乘积定义，有 Co 


• 1 




(- 1 ) 


n 


1 (-ir 


n ! 


2! ( n - 1)! 


+ ••• + 


1 


1，而对 n > 0 则有 


k \ (n — A :)! 


+ ••• + 


n ! 


(-i) 

n \ 
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[c°-ci + ... + (-1)"^ + … + (-ire-]. 


用二项式定理丁•（1-1广，就可以知道 Cn =0. 于是柯西乘积级数为 l +0+0+___ = l . □ 
注根据 §1.5.7 之4的习题 611( b ), 本题的级数乘积等式就是 e • e - 1 = 1. 

习题 2713-2714 涉及两个莱布尼茨型级数的柯西乘积.这方面有下列的一般性命题 
(见间). 


命题 5.6 (普林 斯海姆定理） 设 { a n } 和 {6 n } 均为申调递减趋丁 • 0的数列，记级 
数= a 和 ^(- lr-^n = B 的柯西乘积级数为其中 

n= 1 n=l n=l 

oo 

c n = a . bn ^ a 2 6 n _! + • •. + 则 ^(- lr -' cn 收敛等价丁•下列的两个条件的每一 

n=l 

个： 

( a ) lim c n = 0; 

n—>oc 

( b ) lim a n (bi + ••• + 6 n ) = 0 和 lim (〜+••• + a n ) b n = 0. 

n—>oo n—f oc 

解条件 （ a ) 显然是柯西乘积级数收敛的必要条件.下面证明它也是充分条件. 

将题中的三个级数的部分和分别记为 A n ， B n 和 C n ， 则有 

Cn = Ci - C2 + C3 — …+ (― 

= 0， ib \ — 01^2 + ^1^3 + • • • + (― l) n 1 CLib n 

— Ci2^1 + d2^2 + • • • + (― l) n 一 1 石 n-1 

+ ^3^1 + • • • + ( — l) n_1 a3^i-2 


+ ( _ 1广 l ( L n ^\ 

a \ B n — a2jB n _i + d ^ Bn-2 — ••• + (— l ) n _1 a n 5 i . 


T 是有 


CVi - B \ = I ((Zi B n - 1 + 江3石 n - 




l a n Bi ) 


— (ai — (22 + - … + (- l ) n — l fl n ) 石 I 

= \ o . i ( B n — B ) — ci2 ( B n —i 一 B ) + … + (— l ) n ~ 1 a n (Bi — B )\. 
由 T 级数 f 2(- l ) n ~ l b n 是莱布尼茨型级数，因此其余项估计满足下列不等式① 


71 


①参见 §5.2.2 的习题 2703(a). 


从而就有 


Rk \ = \B - Bk \ ^ bk^i ^ bk ( A : = 1，2, • • •）， 


|(7 n — A n B \ ^ d \ b n + 1 + • • • + a n 6 i = Cn . 

因此若有条件 Cn -> 0 (n ^ oo ), 则就得到 

lim C n = lim A n B = AB . 

n->oo n—^oo 

对于条件 （ b )， 只需要证明它与条件 （ a ) 等价即可. 

若条件⑷成立，则利用 {〜} 和 {6 n } 为宇•调递减的非负数列，就有 

0 ^ CLn(bi + 62 + • • • + bn) ^ CL n bi + CLn— 1^2 + • • • + = Cn 

0 ^ (ai + d 2 + • • • + CL n )b n ^ d\b n + a 2 ^n - 1 + • • • + ci n bi = Cn 


可见条件 （ b ) 成立. 

反之，若条件 （ b ) 成立，则有 

0 彡 C2n = 0 ， ib2n 4- a2&2n — 1 + • • • + 办 n+1 + ^n+l^n + 


• • • 


+ 0,2n^l 


彡 （辽1 + 


• • • 


+ ^n)^n + O^nipl 4 - 


• • • 


+ 6 n )， 


0 ^ C2n+1 = ai 62 n+l + 0^2^2n + 


• • • 


+ a n 6 n +2 + fln+l^n+1 + a n +2^n + • • • + ^2n+l^l 


彡 （ai + ••• + a n ) b n + a n + i ^ n+i + o, n (bi H - + 6 n )， 


可见当 n -> oo 时就有 Cn 0. □ 


习题 2713 证明： 收敛级数 


(- 1 ) 


n+1 


的平方是发散级数. 


解从命题 5.6 的条件 （ a ) 知道，只要证明这时柯西乘积级数的通项不趋于0 


写出 £ cn 的通项为 


°ri = ( _ 1) 


丄 ^_1_^…+ 丄 

yj\，n y /2 • (n — 1) \/ n : 1 


然后用平均值不等式，对于 A = 1，…， n 有 VA ：.( n + l - fc ) ^ 因此得到 


1^1 ^ n * ^ 1, 


OO 


可见级数 fen 发散 .口 


习题 2714 证明： 下面两个收敛级数 




v 一丄 , 

乙 n 


( a 〉0) 及 £ 


- I ) 71 

n 卢 


00 > 0 ) 


的乘积当 a + ^> 1时是收敛级数，而当 a + 卢 < 1时是发散级数. 
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解这时用命题 5.6 的条件 （ b ) 较为方便. 
对于 



1 + 



2戶 


+ 


+ 


n 卢 



若0〉1，则上式括号内的和式有上界，因此当 n->oo 时的极限为 0. 

若卢< 1，则由于 

因此有 

丄+古十… + 古 =0 *(：^) (一 00). 

于是得到 

K 1 + + + … + 3") =0 *(71上 1- )(打- 。0 ). 

综合以上，可见 qj + /3> 1是 lim (l - f - + • •. + - = 0的充分必要 条件. 

n—►oo n \ 2 P n p / 

由对称性可见 ， a + Z 3 〉 1也 + | + + D = 0的充分必要 

条件. — 71 


于是从命题 5.6 的条件 ( b ) 就知道当 a +卢 > 1时柯西乘积级数收敛，而当1 
时柯西乘积级数发散.习题2713就是 a = 0 j 的特例. □ 
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§5-4 函数项级数（习题 2716—2811.2) 

内容简介本节的习题可分为以下部分：函数项级数的收敛域计算，函数序列与函 
数项级数的一致收敛性及其;、 V: 用.在补注小节中介绍一些理论问题和黎曼引理的)、 V: 用. 

5.4.1 函数项级数的收敛域计算 (习题 2716-2740) 

这里的习题仍然是讨论逐点收敛问题，因此与 §5.1 和 §5.2 中的习题在方法上没有 
区别，只是在观念上有所不同.这里的级数通项是某个或几个变量的函数，在收敛的情 
况下，级数的和就成为变量的函数.因此本小节的问题就是确定用无穷级数表示的函数 
的定义域.这与 §5.1 和 §5.2 中含有参数的级数题实际上是一样的，只是在函数项级数的 
通项中也还可以含有参数. 

习题 2717 求函数项级数 E ^ rdrf ) 71 的绝对收敛域和条件收敛域. 

71=1 

解当 x = -1时级数通项无意义，不必讨论. 

记级数通项为 如 ，令 u = 则当 | u | < 1时有 

lim </\a^\ = |u|, 

n—>oc 

可见 3 M < 1 时级数绝对收敛，而当 | u | 〉1时级数通项不是无穷小量，因此发散.容 
易看出 u = - l 是不可能的，而 u = 1对应于 x = 0, 这时级数为条件收敛. 

将不等式 | u | = < 1改写为 | l - x | < | l + x |， 然后两边平方，就可解出 

x >0. 因此就得到 结论： ( f ) x > 0时级数绝对 收敛； (2) x = 0时级数条件 收敛； （3) 其 
他情况级数发散 .口 

习题 2723求函数项级数 f n [ S ^ q X ( q >0,0 <x < K ) 的绝对收敛域和条件 
收敛域. 

解本题除了变量: r 之外，还含有两个参数 p 和 

记通项为 u n ( x ). 当 g 〉 p + 1时，从 \ u n ( x )\ ^ 可见级数在0 < a : < 7 C 上绝 

对收敛. 

当 g 彡 p 时卜 n ( a ：)| 〜 n v ~ q \ smnx \ (n —)• oo ), 不是无穷小量，因此级数发散（参见 
§5.1.1 的习题 2553). 

时，可以仿照 §5.2.1 的习题 2696( a ) 的方法证明级数为条件收敛， 
只是需要证明关 T n 为单调递减.从 p < g 可见当 n -> oo 时它趋于0是没有 
问题的. 

为证明上式的争调性，定义函数/(纟） = 则有 
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m 


{p-q)t p ^ 1 +pt p ~ l 


(1+P) 2 


利用 g 〉 0, 因此当纟充分大时上式的分子中的第一项起主要作用.又因有 p < q , 可见 
at 充分大时有 r ⑷ < 0,因此当 n 充分大时关于 n 为严格申调递减 .口 


习题2724 (兰伯特级数） 求函数项级数^ T 


的绝对收敛域和条件收敛域. 


解当间=1时级数无意义. 

当 N 〉1时级数通项当 n ^ oo 时不是无穷小量，因此级数发散. 


当 | x | < 1时, 


rKj 


x n \ ( n -^ oo ), 因此级数绝对收敛 •口 


习题2732 求函数项级数 E 


x y 


Jx n + y n 


(x > 0,2/ > 0) 的绝对收敛域和条件收敛域. 


解 这是正项级数，有两个变量 x 和2/，当级数收敛时其和为二元函数. 

由于通项关于: c ， y 对称，因此不妨设: r 彡 2 /,即 2 / = min { x , 2 /}. 

若 X = y >0, 则通项为 Un = 昏= 因此当2/ < 1时级数收敛， 而当 ?/彡 


时级数发散. 


若0 < 2/ < : r , 则通项 


r\j 


y n (n oo ) 7 因此当 y < 1 时级数收敛， 


+ 


而 1 时级数发散. 


综合以上，可见当0 < min { x 7 y }< l 时级数收敛，其他情况级数发散 •口 


+ 00 


习题2737 (洛朗级数） 证明： 若级数^ 


: c n 当 re = 2：1 和 rr = X2 (| xi | < \ x 2 \) 


时收敛，则此级数当1^1 < | a :| < | a ：2| 时也收敛. 


解 若级数通项的系数〜丁•下标为负整数时全为0,则就得到幂级数（见 §5.5). !、 V : 

oo 

用教科书中幂级数的基本定理（阿 W 尔第一定理)，当 ^ a n x n 于 A # 0收敛时，级数 

对丁•满足 M < | a ：2| 的 x 均为绝对收敛①. 

除了上述情况外，当变量 x 一 0时级数的通项才有意义. 


+OC 


洛朗级数 H 


a n x n 收敛的定义是以下两个级数 



( A ) E an x n 和 ( B ) E a _ n x~ n 

71=0 71=1 


①为读者方便起见，这里简述其 证明. 从 x = x 2 时的级数收敛，可知 a n xj 0 (n oo), 从 rfli 存在 
M 〉 0, 使得对一切 n 成立 |a n x5| < M . 于是有 |a n x n | = \ a n x ^\ - — < M — • 在 |x| < |a ； 2 | 时， 

3?2 工 2 

— r 是收敛的儿何级数，从比较判別法知道级数 f |a n x n | 收敛. 
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同时收敛.因此洛朗级数的收敛域是上述两个级数的收敛域之交集. 

丁是 当以上两个级数在 rr = 和 rr = a ；2 同时收敛且0 < la^l < | x 2| 时，由前述霸 
级数基本定理可知，当: r 满足 | x | < | x 2 | 时级数 （ A ) 收敛，又将级数 （ B ) 看成为变量 1 /z 
的幂级数，则就知道当 a ： 满足 | x | 〉 |： n | 时级数 （ B ) 收敛，因此当 x 满足 hi < | a :| < | x 2 | 
时这两个级数都收敛，从而洛朗级数收敛 .口 

习题2739 (牛顿级数 ）（ a ) 求的绝对收敛域和条件收敛域，其中 xW = 
x(x — 1 ) … [x — (n — 1)] ① • 

解若 x 为0或正整数，则级数只有有限项，因此绝对收敛. 

对丁•其他情况，用 §5.1.4 的命题 5.3 及其注，就有等价量公式 

奋二 伞- 1 )..#… 1 ) "(古) 

可见3 x >0 级数绝对收敛，而当 x < -1时级数通项于 n -^ oo 时不是无穷小量，因此 
级数发散. 

对 T -1 < x <0, 牛顿级数为交错级数.从上述等价量公式可知其绝对值级数发 
散，而级数通项当 n -^ oo 时趋丁 • 0. 又从级数的后项与前项之比为 

Un+1 _ X — n 

u n _ n + 1 ’ 

可见此时<1,因此用莱布尼茨判别法知道级数收敛，且为条件收敛 .□ 


5.4.2 函数序列的一致收敛性（习题 2741-2766) 

一致收敛性是整体性概念.函数项级数或函数序列的一致收敛性必定是对丁•指定 
的区间而言的.这与函数的有界性（和一致连续性等）概念相类似. 

例如， /( x ) = 在区间 (0,1) 上处处有定义，而且在 (0,1) 内的每一个闭子区间上 
有界，然而却在 ( O ,^) 上无界.与此类似， 一 个函数项级数或函数序列也可能在某个区 
| hJ ( a , 6) 上处处收敛（即逐点收敛)，且在 ( a , 6) 内的每一个 闭子区 间上一致收敛（即所谓 
内闭一致收敛)，然而却在 ( a , 6) 上不一致收敛. 

从无穷级数与其部分和数列的联系出发，可见函数项级数与其部分和函数序列在 
一致收敛性方面也有密切联系.然而从具体研究来看，函数序列的一致收敛性讨论往往 
比较容易.这在很大程度上依赖于本小节下面的第一个习题所提供的方法. 

习题2741 证明： 序列 / n (: r ) (71=1，2,...)在集合久上一致收敛于极限函数/(0：) 
的充分必要条件是 

lim \ sup r n ( x ) \ = 0, 

^°° ^ xex ) 

式中 r n (x) = \f(x) - fn{x)\ (n = 1，2,…） • 


® 这个记号相当于 §1.1.1 的习题5中于 Ai = 1时所用的记号. 
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解分两部分来证明. 

充分性记〜 { sup r n ( x )) (n = 1，2,...)，则有 lim 〜= 0. 闵此对 于给定 

v. X £X J n—^oo 

的任意 e 〉0,存在 7 V ， 当 n 〉 TV 时 a n < 己这也就是 |/( x ) - f n ( x )\ = r n ( x ) < e 于 
re e X 上都成立，因此 / n (: c ) 在 X 上一致收敛于 f { x ). 

必要性若序列 / n ( x ) 于 X 上一致收敛，则有极限函数 /(: r )， 且对给定的任意 
e 〉0,存在 7 V ， 使得对于 n>N 和所有的 xeX 航 1/(4 一 f n ( x )\< e . 于是就有 

sup |/0 r ) — f n ( x )\ < €, 

xex 

也就是 lim ( sup r n ( x)l = 0. □ 

n — 00 L xex J 

注对于给定的集合 X 和在其上有定义的函数序列 {/ n ( x )}, 要用本题的结论 
来验证它是否一致收敛， 一 般的做 法是： （1) 求出极限函数 /(: r ); (2) 求山= 
|/( x ) - / n ( x )| 在 X 上的上确界，如果这个确界能够达到，则就是最大值.本小节的习题 
大多数都是用这个方法来解决的. 


习题2746 研究序列 f n ( x ) = x n ( n = 1,2,..*) 在下列 R 间上的一致收敛性： （ a ) 
0 ^ x ^ - i -; ( b ) 0 ^ x ^ 1. 


M ( a ) 在区间[0, +] 上，函数序列 { x n } 的极限函数为 f ( x ) = 0. 因此就有 


(2 n = SUP |x n | = -Pyfl 

xe[0M2] L 


0 (n —> oo )， 


即可见在 [ o ，+] 上成立. 


( b ) 在区间 [0,1] 上极限函数为 f ( x ) 


0， 0 ^ x < 1, 


x 


因此在[0，1)上 r n (: r ) 
r n ( l ) = 0.于是有 


X 


x n . 而在 a : = 1时有 


sup x . 
e 【 o ， i ) 


V k fn{x)=X n , 



对每个固定的正整数 n ， 都有 a n = 1，因此不满足习题2741 
的条件.这表明序列•(: rl 在丨0, 1] 上不一致收敛 .口 

注1本题有明显的几何意义.如附图所示，阴影 区是 0^ x < l ,0^ y < 
e }. 由于在 a : = 1 处 / n ( l ) = /( l ) = 1，因此 r n ( l ) = 0, 从而不需要考虑 x = l 这一个 
点.然而问题恰恰就出在这个点的左侧邻近. 


2 


习题2746的附图 


从图上可见，无论 n 取多大，只要固定 n ， 当: c 趋于点1的左侧时， r n ( x ) 必定趋于 
1. 因此对每一个正整数 n ， 只要0 < e < 1， f n ( x ) = x n 的图像就一定会越出阴影区 . 这 
表明序列 hi 在丨0, 1] 上不一致收敛，尽管在点2： = 1处 r n ( l ) = 0. 

类似的情况也发生在其他的非一致收敛函数序列中.例如 §4.3 的习题 2326.1( b ), 
用这里的语言来说，序列 { sin n x } 在区间 [0, tc /2] 上不一致收敛（参见该题的附图). 
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注2利用连续函数序列的一致收敛的极限函数必定连续的定理（见教科书)，因此 
从极限函数 f ( x ) 在点 x = 1左侧不连续就可推出 / n ( a :) 在[0 , 1] 上不一致收敛. 

注3由函数序列 { xl 在[0, 1] 上不一致收敛即可推山该序列在[0, 1) 上也不一致 
收敛.用反证法，若对任意给定的 e > 0,存在 7 V ， 使得当 n > N 时对所有 x € [0, 1) 成 
AL \ x n \< e . 那么由于在[0, 1] 上的极限函数 /( a :) 在 [0 ,1) 上等于0, 4 x = 1处等于1， 
而 f 在= 1处恒等于1，从而同时对 rr € [0, lj 成立 

\ x n - f ( x )\ < e , 

这与 （ b ) 的结论矛盾. 

习题 2752 研究序列 f n ( x )= i (n = 1，2, • • •） 在下列区间上的一致收敛 

性： ( a ) 0 ^ x < 1; ( b ) 1 < x < + oo . 


解可以看山在 R 间 [0，+ oo ) 上的极限函数 /( rr ) E0 . 于是有 r n ( a :) = |/ n ( a :) - 

f ( x )\ = /n(x), n = 1， 2,… . 

( a ) 在区间 [0 ,1] 上，利用平均值不等式就有 

nx = Vl - n 2 x 2 彡 1 $ x ， 

且丁 • 1 = nrr 时成立等号，可见 f n ( x ) 彡1，且丁 • a : = 1/ n 时达到最大值 1. 在下面的附图 
中作山了 n == l ,2,4,8&/ n (: c ) 的图像.从图中可见，每一个的图像都有一个峰， 
其高度相同都是 1. an 增大时，这个峰左移.然而这个峰的存在不影响序列 {/ n ( x )} 
在每个点 a : € [0, + oo ) 处收敛丁 • 0. 



习题2752的附图 

丁•是在冈间[0, 1] 上对每个 n 都有 r n ( l / n ) = 1，因此序列 f n ( x ) = 丄_^ 2 (n = 
1 ，2,…）在[0，1]上不一致收敛. 

( b ) 在区间 （ l ，+ OC ) 上的情况则 不同. 如图所示， f n { x ) 在这个区间上是: T 的笮调递 


减函数.这可以通过 




2 n(l — n 2 x 2 ) 
( l + n 2 x 2 ) 2 


< 0 (x > 1) 


而得到证明.这样就可以计算出 




supr n ( x ) 

X>1 


r n(l) = /n ⑴ 


2 n 

1 + n 2 ’ 


从而当 n -> oo 时有 a n 0 . 因此函数序列 f n ( x )= 卜口，…)在区间 

( l ,+ oo ) 上一致收敛 •口 
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注由于每条曲线的峰左移趋于 a : = 0的右侧，可以证明，对任何 (5 > 0,本题的函 
数序列在 [5,+00) 上均为一致收敛，而在 [0,(5] 或者 (0,6} 上均不一致收敛. 

习题2758研究序 列 / nOr ) = e-( x - n ) 2 (n = 1,2,…）在下列区间上的一致收敛 
性： （ a ) -1 < x <1, 其中/ 为任意正数； （ b ) -oo < x < + oo . 

解对每个工均有 lim e _(x_n)2 = 0,因此极限函数 f ( x ) = 0, -cxd < x < - foo . 

n—>oc 

( a ) 给定 Z 〉 0, 则当 n 〉 Z 时就有 

sup \fn(x) - f ( x )\ ^ e _(n - 。 2 0 (n oo ), 

—1< X <1 

因此函数序列 { e - (卜 n )2 } 在 (-1,1) 上一致收敛. 

( b ) 这时对每个 n ，|/ n ( x ) - f ( x )\ = e _( n ) 2 在 a : = n 处达到最大值1，因此函数序 
列 { e _(: r _ n ) 2 } 在 （— oo , - foo ) 上不一致收敛 •口 

习题2760研究序列/^)= (1 +if (n = l ， 2,…）在下列区间上的一致收敛 
性：⑷在有限的区间 ( a , b ) ±; ( b ) 在区间?[- 00 , + oo ) 上. 


解如 §1.5.7 之4的习题 611( a ) 所示，极限函数 f ( x ) = e x . 
( a ) 利用习题 611( a ) 和 （ b ) 中的结果，就有 



-e x 彡 



1 + x + 


X 


2 


2 ! 





V 




^■• elI| + T^nyr nO 


其中假设 n 已充分大使得 n + 2-| x | >0. 

由此可见，对于任何给定的有界区@ ( a , 6), 总可以取到正数 M , 使得上式右边不超 
过 呈， 从而证明了函数序列 (1 + -^) n (n= 1 ，2，".）在区间 (a,b) 上一致收敛. 

7T/ \ Tb / 

( b ) 在区间 (-oo, +oo) 上的情况则不同.实际上 f n (x) = (l + if 是打次多项式, 
当 : c 4 士 oo 时，多项式的性态与指数函数 e 3 " 的性态完全不一样. 


用反证法.若函数序列 / n ( x ) 




在 (- oo ,- hoo ) 上一致收敛，则对于 


6 0 = 1, 存在 N , 使得当 n > N 时对于每一个实数 x 都成立不等式 





e 


X 


< 1. 


然而只要用 X = n 代入，上式就成了 |2” - #| < 1，而这在 n 充分大时就不能成立 •口 


注也可以用习题2741的方法佔计 sup |/ n ( x ) - f ( x )\. 由 T x 的多项式 P (： r ) 在 

xex 

x 00 时必为无穷大量（见 §1.5.3 的习题 408), 同时又有 P { x ) = o ( e x ) (x + 00 )， 因 
此就不仅可以得到 （ b ) 中的结论，而且还可以证明该函数序列在 h + oo ) 和 （- oo ,6] 上 
都不一致收敛. 
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习题2765设函数 /(: c ) 在区间 ( a , 6) 内有连续的导函数尸卜)，且 

U(x) = n /(x++) -/(x)]. 

证明：在闭区间 a 彡 a : 彡0上（其中 a < a < /3 < b ), / n ( x ) ^ /’ ㈤ . 

解从 fn ( x ) 的表达式可见在 （ a ，6) 上的极限函数为 f ( x ). 

取 J 满足 0 < J < 6 — 久则当 n 充分大时，对于 : r G [a ， 列，必可使得 x + 1/n G 
[a,/3 + J] C (a, 6). 然后在区间 [: r，:r + l/n] 上用拉格朗 H 微分中值定理于 /nOr ), 就有 
O n e (0,1 )，使得成立 

i/ n (x)-r(a；)i = |r(x-f-^)-r(x)|. 

利用 f ( x ) 在 [ a ，/? + 上连续，从而一致连续，因此对于给定的 e > 0,存在 ry > 0, 
使得当 xi,x 2 e [ a , 卢 + 5] 且 | a：i 一 x 2 | < ry 时，就有 |/’( Xi ) - f r (x 2 )\ < e. 

最后对于上述 77 和 A 取 iV ， 使得当 n > N 时有 _■ < min {(5, ry }, 则就对于所有 
x G [a, p] 成立 

\ fn ( x ) - f ( x )\ < £, 

这样就证明了在区间 [ a ，/3] 上 f n ( x ) =4 f ( x ). □ 

n 

习题2766设 f n ( x ) = ；^丄 + 丄)，其中 f [ x ) 为 (一 oo ，+ oo ) 上的连续函数. 

」 TX \ TL / 

证明：序列 fn ( x ) ( n = l ,2,.. l ~) 在任何有限闭区间 [ a , b ] 上一致收敛. 

解从 / n ㈤ 的表达式和 / 连续可见极限函数为 〆 4 = £/(x + t ) dt . 这样就可 
佔计 如下： ° 

\ fn ( x ) - ^(x)| = [士 dt 

i=l 0 

n _L 

^ H T-l /( X+ 含 )- ,( X + 0 卜 . 

名 - ™ 1 

然后利用 / 在区间 [ a , 6+1] 上连续，从而一致连续，于是对于给定的 e 〉0,有 J 〉0,当 
xi , x 2 e [ a , 6+ 1] 且 h - a ； 2 | < <5时，成立 |/( xi ) - /( x 2 )| < e. 

最后取 7 V ， 使得当 n 〉 TV 时有 1 /n < J . 丁•是对 : c e [ a , b], 在区间 t e [x -\- 
ki ， a : + 丄]时，就有 \ f(x + 丄 ） -/(re + 01 < h i = 1，2,…， n . 从而就得到 

77/ Th TX 

\ fn ( x )~ g { x )\ < £, 

即已经证明在 [ a ，6] l / n (: r )=^( a :). □ 

5.4.3 函数项级数的一致收敛性（习题 2767-2791) 

oo 

设函数项级数 E u n (x) 在集合 X 上有定义，又记其部分和函数序列为 S n (x) (n = 
1,2，...），则根据定 I / 该函数项级数在 X 上一致收敛等价于上述部分和函数序列在 X 


§5.4 函数项级数（习题 2716-2811.2) 
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上一致收敛.于是上一小节的习题2741提供的方法也有可能用丁•判定函数项级数在 X 
上的一致收敛性.本小节开始的几个习题 2767-2773 就是这方面的练习题. 

然而对于大多数函数项级数来说，我们很难通过对其部分和序列的一致收敛性讨 
论来判定原来的函数项级数的一致收敛性. 

回顾 §5.4.2 中的主要工具，即习题2741,这里首先需要求出函数项级数的和函数 
S(x), xeX (如果函数项级数在 X 上处处收敛的话 )， 而这往往不一定做得到.例如， 
和函数可能不是初等函数，其至根本不属于已知的函数范围. 其次 ,如何求山函数项级 
数的余项序列 Rn(x) = S(x)~ S n (x) 的封闭形式又往往是个困难问题最后，如何求 
山在 X 上的函数序列 | i ^( x )| 的最大值或上确界，也可能不容易. 

因此，利用类似于 §5.1 和 §5.2 那样的一致收敛性判别法，在不需要求和函数的情 
况下就判定函数项级数的一致收敛性，乃是一个合理的选择.实际上，在一致收敛时至 
少可以对丁•和函数作近似计算.因此在许多情况下为了判定一致收敛性而先要求山和 
函数实在是不太合理的，因为后者是性质完全不同的另一个问题，而且往往要困难得多. 
在《习题集》的 §5.7 中将专门讨论级数求和问题. 

《习题集》在本节开始列举了函数项级数的各种一致收敛性判别法，其中最基本 
的是柯西一致收敛判别法，最为常用的则是魏尔斯特拉斯判别法，也称为强级数判别法. 

oo 

还值得指山，正如级数通项不收敛于 0 时的级数必定发散一样，由于 E^ n (x) 在 

X 上一致收敛即可推山通项在 X 上一致收敛于0,因此其逆否命成为利用 
通项特性得到的（关于非一致收敛性）一个简单的充分性判 别法： 

OO 

U n (： E ) 在 X 上不一致收敛于0 => ^2 在 X 上不一致收敛. 

71=1 

OO 

习题2767研究级数 fa 在下列区间上的一致收敛性： （ a ) M A 其中 (7 < 1; 

n=0 

( b ) W < 1. 


解 1 (用习题2741的方法）这个几何级数的收敛域为 |： r | < 1，在 : r / 1时有 

S n (x) = l-\- x X 2 -\ -(- x n ~ l = \ -， 

丄 X 

且可由此得到和函数 S(x) = -r^—. 

丄一 - X 

于是可以用习题2741的方法来讨论一致收敛性. 


( a ) 当卜| < g (< 1) 时，有 

5(x)| = 

OO 

从而可见当 n -> oo 时就有 sup \ S n ( x )- S ( x )\ —0, 即级数^，在区间 |: r | < q (< I ) 

\ x \ <( i n=0 

上一致收敛. 

①当然这并非求 \ Rn ( x )\ 的上确界或最大值的必要 条件. 
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( b ) 当 | x|<l 时，在 I 乂 ( x )- S ( x )| = 


X 


1 


X 


的表达式中，令: r 4 1 - 0就只能得 


到无穷大量，可见级数 t x n 在区间 (-1,1) 上不一致收敛 •口 


0 


解2 (用判别法 ）（ a ) 用强级数的一致收敛性判 别法. 

oo 

，卜| < g (< 1) 时，有 < q n ( n = l ,2,...), 因此只要用 ^ f 为强级数，即可 


0 


得到函数项级数 E ： c n 在 | x | < g (< 1) 时的一致收敛性. 


0 


( b ) 利用通项的特性. 

由 §5.4.2 的习题 2746( b ) 知道函数序列 {#} 在[0, 1] 上不一致收敛，且可由此推山 
它在[0, 1) 上不一致收敛于0 (见该题的注 3). 于是它在 (-1,1) 上也不一致收敛于0,这 
样就知道以为通项的函数项级数在 (-1,1) 上不一致收敛 .口 

OC 

习题 2768( b ) 研究级数 2 | 在区间 (0, + oo ) 上的一致收敛性. 

n=0 

解1 (用习题 2741) 从 §1.5.7 之4的习题 611( b ) 知本题的级数和为 e ' 利用带拉 
格朗 y 型余项的泰勒公式（见 §2.10.3 的习题 1394( a )), 就有 

aOx 


Rn{x) 


(n + 1)! 


X 


n+1 


其中 0<6>< 1. 

由这个表达式可以看山，在0 < z < + oo 上，只要令$ = n +1 代入，就有 
Rn ( x ) > 1. 因此根据习题2741可见本题的级数在 （0，+ oo ) 上不一致收敛 .口 

解 2( 利用通项）可以证明本题的级数通项在 （0，+ oo ) 上不一致收敛孓0, 丁•是由 
此即可推出级数在该区间上不一致收敛的结论. 

用反证法.若级数通项在 （0，+ oo ) 上一致收敛于0,则对丁•印=1,存在 7 V ， 当 
n 〉 TV 时，对丁•所有 x > 0成立不等式 


x 


n ! 


< 1. 


而这个不等式对于每一个 n 都不能在 （0，+ oo ) 上成立 .口 
注可以将解2中的方法用于证明更为一般的下列结论. 

OO 

若级数的通项 Pri ( X ) 为多项式（其次数无限制)，则称为多项式级数.可 

以证明，若-^多项式级数在无界 区间 上一致收敛，则存在 7 V ， a n 〉 7 V 时 p n ( x ) = 0. 
因此这样的级数的和函数只能是多项式（见 [34] §16.3.6 的练习题 8). 特别是可推山，含 
有无限多个非零项的幂级数在 (- oo ,+ oo ) 上一定不一致收敛. 


习题2773 研究级数 E ~~ 7 T- ― r 

(1 + x)(l -f 2 x ) … （1 + nx ) 

性（其中 e > 0): ( a ) 0 ^ x ^ e ; ( b ) e ^ x < + oo . 


在下列区间上的一致收敛 
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解 （用 习题 2741) 利用通项 u n ( x ) 的裂项分解: 


U n { x ) 


1 


1 


(1 + x)(l + 2 x ) • • • (1 + (n - l ) x ) 


(1 + x)(l -f 2 x ) … （1 + nx ) 


就可得到部分和函数序列的封闭形式: 


^n(^) = Wi(X) + 


并得到级数和为 S ( x ) 


. + u n { x ) = 1 

x e (0, + oo )， 


1 


(1 + x)(l -f 2 x ) … （1 + nx ) 


0 ， x = 0. 


( a ) 在区间 [0， e ] 上，有 

sup \ S ( x ) - 5 n ( x )| 

xe[0 } e] 

可见级数不一致收敛. 

( b ) 在区间 [ e , 4-00) 上有 


sup 

€(0, e ] 


1 


(1 + x)(l + 2 x ) … （1 + nx ) 


1， 


sup \ S ( x ) - S n ( x )\ 

€[e，+ocj 


1 


(1 + e)(l + 2e) •••(!-}- tie) 





n \ e n 


i 可用达朗 W 尔判别法知其收敛，因此 


0 (也见 §1.2.2 


由于级数 E 

的习题 6 lJTA 而知级数在 [ e ，+ oo ) 上一致收敛 .口 

注其他方法：对于 （ a )， 可以利用和函数于点 x = 0右侧不连续而推知级数不一 

OO 

致 收敛； 对于 （ b )， 可以用⑷为强级数. 

n=l 

习题2774含12个小题，均可以用强级数判别法.下面只对其中几题指出方法. 

习题2774 利用魏尔斯特拉斯判别法，证明下列函数项级数在所指定区间内的一 
致收 敛性： 


⑷ E 


x 2 + n 2 


， —OO < X < -foo. 



& 0< +，剛 f ： 去耀通. 

n=l 


□ 


⑷ e t 


nx 


+ n 5 x 2 


, | x | < + oo . 


立 


解（概要）利用平均值不等式即可有 n 2 


x = 


vl - n 5 x 2 ^ 


土 ^ 5 - ，可见对于 


所有 x 成立 


nx 


1 + n 5 x 2 




_3 

2n2 


< 


n 2 


因此可以用 H 


n 


3. 

2 


为强级数 .口 


⑴ f >( 



X 


2 


2 


nln 2 n 


) ， |x| < a 
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解（概要）利用 f 彡0时有0彡 ln(l 就有 


因此可以用 Y 



0 < In (1 + 




nln 2 n 




^ 为强级数（参见 §5.1.6 的习题 2619( a )). 


( k ) ^ x 2 e ^ nx , 0 x < + oo . 

n=l 

解（概要）对函数 x 2 e — 求导即可知级数通项在 [0, + DO ) 上的最大值为 

n 

oo 

因此就可以用 4 e _ 2 y 为强级数. 口 

— n 2 

n=l 

总结以上几个例子，可得到下列命题，它刻画了魏尔斯特拉斯判别法的有效范围. 

命题 5.7 能够用魏尔斯特拉斯判别法判定函数项级数于集合 X 上一致 
收敛的充分必要条件是下列非负项级数收敛： 

OO 

> : 

n=l 

其中 an = sup \ u n { x )\ (n = 1, 2,…）. 


证充分性是明显的，由于非负项级数收敛，从其通项的定义可见这个级数 

就可以用作为强级数. " =1 

必要性.如果能够用魏尔斯特拉斯判别法证明题中的函数项级数于 X 上一致收敛, 

OC 

则存在强级数 E 6 n ， 它是一个收敛的非负项级数，且对每个 n 和 x G X 满足 条件： 

71 = 1 

l^n (^)| ^ 

这就表明对每一个 n 有0 < = sup \ u n ( pc )\ ^ b n , 因此根据比较判别法就知道级数 

xGX 

收敛 .口 

n=l 

注1用强级数方法判定在 x 上的级数一致收敛时，该级数还必定在 x 上处处绝 
对收敛.命题 5.7 只是给出了强级数方法能够成功应用的充分必要条件，但并不是函数 

OO 

项级数在 X 上绝对一致收敛的充分必要条件.若命题中的级数发散，则命题只 

表明不能用强级数方法，然而该级数仍然可能在 x 上绝对收敛致收敛.下面的习 
题2786就是如此. 

读者还可以将命题 5.7 与 §5.4.2 的习题2741作比较，可以看到它们在表面上有相 
似性，但结论不同.特别是不能从魏尔斯特拉斯判别法的不成功推山不一致收敛的结论， 
因为它只是充分条件. 
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同样，在函数项级数的一致收敛性问题中常用的阿 W 尔判别法和狄利克雷判别法 
一 般也只是充分性判别法①.为了判定函数项级数在指定数集上为非一致收敛，除了利 
用通项特性的（不是很强有力的）方法之外，主要的工具还是柯西一致收敛判别法. 

oo 

习题2775研究函数项级数 H 在下列区间上的一致收敛性： ( a ) e ^ X ^ 

n=l 

2 k - £,其中 £ > 0; ( b ) 0 ^ x ^ 2 k . 


解利用 §5.2.1 的习题 2696( a ), 已知本题的级数在 [0, 2n] 上处处收敛，且在 
x + 0, tc ,2 k 时条件收敛，因此不可能用魏尔斯特拉斯判别法. 

( a ) 在区间 [ e , 加 - e ] (这里要求0 < e < 7 C ) 上有估计 


sin a; + sin 2a; + … + sin nx \ ^ -； ——- 




sin 


sin 


因此用狄利克雷判别法就知道级数在 [£, 27 C - 上一致收敛. 


( b ) 利用对偶法则（参见 §1.2.5 的习题87及其注或参考 [34] 的 §1.4), 从关于函数项 
级数的柯西一致收敛准则的下列 形式： 

OC 

E u n (: c ) 于 X 上一致收敛 W 对任意给定的 e 〉0,存在 AT ， 使得对 n > N , 


就可得到 


p 〉 0 和: r € X ，成立 |Ti n+ i(x) + • • • + u n+p {x)\ < e, 


Y , udx ) 于； S ： 上不一致收敛 w 存在某个印〉0,对任意给定的 N ， 存在 n > N , 


p > 0 和 x € X ，成立 | u n + i ( x ) + • • • + u n ^ p ( x )\ ^ £ o - 

由于对每一个给定的 TV 要同时确定 n ， p 和 a : 是比较困难的，以下固定取 p = n (参见 
§1.2.5 的习题88的解1)，于是对于本题就要求成立不等式 


sin(n + l)x 


n + 


+ 


• • • 


+ 


sin 2nx 
2n 


彡 £：0. 


若取:则在上式左边的绝对号内的每一个分式的分子都大于 sinf = f ， 因 

此这 n 项之和就大丁 ■ n • — • 

根据以上分析，取定 Q = 今、 则对任意给定的#，就可取 n = p = N + 1， 
这时就得到 


sin(n + l)x 


n + 1 


+ 


• • • 


+ 


sin 2nx 
2n 


> 




+ 


+ 


• • • 


+ 


2n 


> 


vl 


n 

2n 


£o- 


①己经证明，在广义积分、数项级数和函数项级数中同名的这两个判别法不仅是充分条件，而且在被积函 
数或级数通项存在所要求的乘积形式分解的意义上也是必要条件（参见 [34] 的 §13.3.1 最后的注)，但目前还 
没有看到这样的必要性在判定不一致收敛上的 应用. 


294 


第五章级数 


这样就证明了函数项级数£ 在 [0,2 tc ] 上不一致收敛 .口 

71=1 

注今后将会知道本题的函数项级数的和函数于 : r = 0,27 t 处不连续，从而即可推 
出 （2) 中的结论（参见 §5.4.5 的例题1和 §5.6.1 的习题 2941). 

00 

习题2776研究函数项级数 f 2 n sin ^ 在区间 0 < a : < + oo 上的一致收敛性. 


解利用当 o : > 0时有 | sina :| <凡可见本题的级数通项满足不等式 


| 乜 n ( 工 )| < 3 n x ， 

因此在区间 （0，+ oo ) 上级数处处绝对收敛.然而虽则 u n (: r ) 于 (0,- foo ) 上处处收敛丁 • 
0,但在该区间上却并非一致收敛于 0. 利用 §5.4.2 的习题2741，只需写山 


sup 


2 n sin 


3 n x 



就可见对每个固定的 n ， 由于 x >0 可取任意小，此上确界是 2' 它当然不趋于 0. 因此 
本题的级数在（0，+00)上不一致收敛 .口 


习题2777研究函数项级数 


OO 

E 

71=1 



在 R 间0 < 2： < +00上的一致收敛性. 


解由于对每个 x >0, 级数均为莱布尼茨型，因此在 （0，+ oo ) 上处处收敛.又由于 
该级数处处为条件收敛，因此不可能用魏尔斯特拉斯判别法. 

记级数的部分和为级数和为 5(4, 则可以利用莱布尼茨型级数的余项 
Rn ( x ) 的绝对值不超过 \ u n +1 ( x ) l 于是就有 

队 ㈣ < x + i+i ^ ^ nr ， 

可见此级数于 （0，+ oo ) 上一致收敛 .口 

注本 题当然 也可以用狄利克雷判别法或者阿贝尔判别法得到相同的结论. 

OC 

习题2786 证明： 绝对收敛且一致收敛的级数 1), 其中 

n=l 

{ 0， 0彡 x 彡 2_( n+1 )， 

士 sin 2 (2 n+1 7cx), 2~( n+1 ) < x < 2-' 

0 , 2 n ^x^ 1 , 

不能用非负项的收敛数项级数作为其强级数. 

解可以看出对丁•区间 [0,11 中的每一个 z , 级数中至多只有一项不等于 0. 因此 
级数在 [0,1] 上处处收敛.记级数和为 S ( x ) (参见附图中的和函数的示意图)，部分和为 
5 n ( x ), 则余项 
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Rn{x) = S(x) - S n (x) = / n+ 1 (X) + /n+ 2 ㈤ + … 

也具有类似的性质，即对丁•每一个 X ，在瓜(2：)的上述和式中至多只有一项不等丁 •() .由 
丁•又有0 < ^( x ) ^ 因此可知此级数于 [0, 1] 上一致收敛. 

A6 JL 


若存在强级数 ^ a n , 则就在 [0,1] 上对每个 n 成立 
0 ^ / nO 1 ：) <由 f n ( x ) 的表达式可见必有〜> 1/ n , 而 

oo 

调和级数 y i 已经发散.因此这样的收敛正项级数是不 

j n 

可能存在 口 

注可以构造更为 简申的 例子.如附图所示，只要使级 
数通项 / n (： r ) 在区间 (2-(^1), 2-) 上取常数值 1/ n 就足够 
了.本题的取法则使得 / n ( x ) 在[0, 1] 上连续. 



习题2786的附图 


习题2788 证明： 幂级数在全部 位于其收敛冈 间内的任何闭区间上是绝 
对收敛且一致收敛的. U ~° 


提示本题是幂级数理论中的基本内容，其证明见教科书.这里要对初学者指山， 
如一个幂级数的收敛域是含有端点的区间，则该幂级数在端点上未必绝对收敛.这影响 
到本题的结论和所用的方法 .口 


5.4.4 和函数与极限函数的性质 (习题 2792- 2811.2) 

本小节的习题接触到函数项级数的核心内容，其中的主要问 题是： 函数项级数的和 
函数的三个基本性质，即连续性、可微性和可积性，能否从级数的通项所具有的相;、 V :性 
质推出？若可以，则和函数的导数和积分能否通过函数项级数的逐项求导和求积分得 
到？（对丁•函数序列也有同样的问题，即其极限函数的连续性、可微性和可积性能否从函 
数序列所具有的相 1、 V : 性质推山？若可以，则极限函数的导数和积分能否通过函数序列的 
求导和求积与求极限运算交换顺序得到?） 

历史上为解决这些问题曾经提出过多种工具，一致收敛性概念就是其中之一. 

由于这里有较多的理论问题需要讨论，我们将有关内容集中放在下一个补注小节 
中作介绍.建议初学者在做本小节的习题前先浏览其中的内容. 

oo • 

习题2792 证明： 函数 f ( x ) = 在区间 — oo 〈: c < + oo 内连续并有连 

续的导函数. 

OO 

解 由于级数的通项 u n ( x ) 连续，且有强级数 E - V ，因此级数在（- 00 , + OC ) 上 

n 

一致收敛，从而 f ( x ) 在此区间上 连续. n ~ 



为研究 / 的可微性，将级数对: r 逐项求导得到级数 f 


cos nx 


. 由于这个级数在 


(- oo ,+ oo ) 上可以用强级数2 


n 


保证其一致收敛，且为连续函数，从而就知道对于 


f ( x ) 的求导数运算和级数的求和运算可交换，于是可通过对级数的逐项求导得到 


m = (E- 


sin nx 
n 3 


E 


cos nx 


从而知道 fix ) 在区间 （_ oo ，+ oo ) 上连续可微 .□ 


注初学者必须注意，在教科书的逐项可微定理中，为了级数的和函数可导且其导 


数可以通过逐项求导得到，即有 

_ d _ 

dx 


u n ( x ) = 


du n ( x ) 

dx 


关键条件是上式右边的级数，即逐项求导所得到的级数，在所论 R 间上为一致收敛.这 
一 点与和函数的连续性定理以及逐项积分定理完全不同. 

习题2796设0 = 1，2,…） 是区间 [0,1] 内的全体有理数，证明函数 


/⑷= E 


X - Vk 


(0 ^ x ^ 1) 


具有下列性质： 1) 连续； 2) 在无理点处可微而在有理点处不 可微. 


解 


1) 由于级数的每一项在 [0,1] 上连续，又有 H f 为强级数，因此从连续性定 


理可知级数的和函数 /( a :) 在[0, 1] 上连续. 

2) 因级数的各项在点 x = r k 处不可导，因此不能用现成的逐项可微定理. 

设 X 。€ [0, 1] 为无理数，则存在5 > 0,使得邻域 O 5 ( x 0 ) c [0, l ]. 直接写山差商 


f{xo + / i ) - f ( xo ) 

h 


OO 


E 


\ x 0 + h - r k \ - \ x 0 - r k 


3 k h 


(5.6) 


并利用三点不等式 || a :| - M | 彡 |x - y |， 就有 


Xq + h — rk \ — \xq — r/t 


<1， 




敛. 丁是 /i 4 0 的极限运算可以与级&的求和运算相交换，这样就有 


lim 

h — ►O 


f ( x 0 + / i ) - f ( x 0 ) 


㉟ 丄 


\ x 0 + h - r k \ - \ x 0 - r k 


3 k h 


E °° ( \xo + h — r ； c | — | a：o — Tk 

V / i ™ 3 k h 


E 碧 
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其中利用了函数 | x - r ,| 在无理点仰处可微.在最后一个级数的各项的分子中，当 
xo > r k 时取正号 ，当 x 0 < r k 时取负号. 

由于最后一式的级数绝对收敛，因此就证明了 f ( x ) 在点 x = 处可导. 

现设 z G [0, 1] 为有理数，则存在唯一的知，使得 x = r fco . 这时可以将 f ( x ) 的级数 
表达式分解如下（其中设知〉1,对于知=1的情况讨论是类似 的)： 

= ^- (5.7) 

fc=l k=k 0 -\-l 

这时等式右边的第一个和式只有有限项，且在点 x = 7^处均可导，而第二个和式则与 
前面吻为无理数的情况一样可以证明在点 : r = r fc ( D 处可导.然而 （5.7) 右边的第一项在 
点 x = r fc (1 处不可导.这样就证明了 /( x ) 在 [0,1] 内的有理点处均不可导 .口 

习题2797 证明： 黎曼 （ 函数 

C ⑻=£ + 

n=l 

在区 M 〉1内连续，且在此区间内有各阶的连续导函数. 


解由正项级数的柯西积分判别法（或其他判别法)，可知 C (4 在 x 〉1时有定义. 
对任意点 xo 〉1，取占〉0充分小（例如令5 = (1 + xq )/2), 使得有 [xo — J，xo + <5] C 


( l ，+ oo ). 在这个闭区间上有强级数; 


因此从魏尔斯特拉斯判别法知道级数 


4 [ x 0 - 6, + S ] 上一致收敛，从而和函数在点 X 0 处连续.由于 : To € (1， + OC ) 的任意 

性，可见 C ( X ) 在其定义域内处处连续. 


对级数逐项求导得到 

oo 

E — Inn 

n x • 

n=l 

对任意点 Xo 〉1,与前面同样地取 J > 0,使得[仰 -^,x 0 +(5] C (l,+oo), 则在这个闭 
区间上有强级数因此从魏尔斯特拉斯判别法知道上述逐项求导得到的级 

数在卜- 5, x 0 十 71 ^] 1 上一致收敛，从而知道 C ( ㈨ 在点吻处可导，且成立 

c^o) = E^. 

71=1 

由丁 ‘Xo G (1,-f-oo) 的任意性，可见 C (4 在其定义域内处处可导，且其导数可以从原来 
的级数逐项求导得到. 


以下可以用数学归纳法证明 C (4 在其定义域内处处有任意阶 导数. 从略. 口 


注由丁•以上出现的所有函数项级数都在 X = 1处发散，因此它们在 （ l ,+ oo ) 或任 
何有界 K 间（1，4)上均非一致 收敛. 由于连续性和可导性都是函数的局部性质，因此只 
要用一个充分小的 K 间将所讨论 的点吻 包含于其内部，然后就只需对这个小区间来验 
证所需要的一致收敛性条件 即可. 本题的讨论在这方面具有典型意义. 




习题 2799( b ) 确定函数 f ( x ) = ^2 


n 2 + x 2 


的存在域并研究它的可微性. 


解1级数在点 


0处显然收敛，且/⑼ 


0. 当 : r / 0时，通项 u n ( x ) = 


O 


\) (n^oo), 因此收敛.于是函数/ ㈤ 的定义域是 (-OC, +oo). 

T\j / 

由于/为偶函数，以下先研究在 : c e (0,+ oo ) 时的可微性. 


在: r 〉0范围内对级数逐项求导，由于 


n 2 + x 2 


y 


n 


n 2 — x 2 
( n 2 + x 2 ) 2 




n 2 + x 2 
( n 2 + x 2 ) 2 


n 2 + x 2 


( n 2 + x 2 ) 2 


，且有 


可见逐项求导得到的级数在 （0,+ oo ) 上一致收敛.对点 X 0 > 0可作一个闭区间 
[ a , b ] C (0,+ oc ), 使得 xo e ( a , 6). 对丁•此 R 间 [ a , 6] 用逐项可微定理，就知道 /(: r ) 在点 
xq 可穿. 由丁〉0的任意性，可知 /(： r ) 在 （0，+ oo ) 内处处可导，且有 


f \ x ) = £ 


n 2 — x 2 


( n 2 + x 2 ) 2 


， x G (0, +oo). 


由丁•上式右边的级数于 x = 0 收敛，且 T [0, + oo ) 上一致收敛，因此取 a : -> +0的 
极限可以与级数求和交换顺序，这样就求山了导函数 f { x ) 在点 x = 0 处的右侧 极限： 


/ ; (+ 0 ) 


^ o /，(x) 


Y n 2 — x 2 
^ x'i+o (n 2 +x 2 ) 2 


E 


2 


n 2 


其中最后一个等式见 §5.1.7 的习题 2655( a ) 及其注. 


由子 f ( x ) 在 : r = 0处连续，根据单侧导数极限定理（见 §2.6.4 的习题1258.1)，即有 


/ ； (o) = n+o) 


K 2 


最后，由丁 • /为偶函数，因此也就知道它在 (- oo ,0) 内处处可微，且有 


/，㈤ 


E 


n 


( n 2 + x 2 ) 2 


, x G (― oo, 0). 


又由于/是偶函数，因此就有/；(0)= 一广⑼®，于是从/；(0) ^ 0就知道 f ( x ) 于点 
x = 0 处不可微，即在该点存在两个不相等的单侧导数 .口 

解2 ( 概要）可能更为简申.的方法是将级数各项的共有因子问提出到求和前，得 


到函数/( X ) 


々 Or), 其中 〆 a:) = ^ 


n 2 + x 2 


,然后分别讨论两个因子即可得到与 


解1相同的结论 .口 


习题2802试确定参数 a 取何值时下列命题 为真： ⑷序列 / n ( x ) = n% e n (n = 
1,2,...) 在闭 K 间[0, 1] 上 收敛； （ b ) 该序列在 [0,1] 上一致 收敛； （ c ) 可在积分号下取极 
限求 

lim / n ( x ) dx . 

7l ^°° Jo 

①这里可以参考 §2.1.4 的习题1027,即当/为可微偶函数时，尸必是奇函数 • 
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解 （ a ) 在 a : = 0处总有 / n (0) = 0,因此函数序列收敛于 0. 在0 < 彡1时，若 
a 彡0,则也有 lim f n ( x ) =0. 若 a > 0,则从 §1.2.2 的习题60就知道极限也是0.因 


71— >00 


此，所给的函数序列对参数 a 的任何值在[0, 1] 上都收敛于极限函数 f ( x ) = 0. 

( b ) 通过求导不难确定 f n ( x ) 在点 1/ n 达到极大值 

max fn(x) = n a — ie _ i ， 

因此只要用 §5.4.2 的习题2741中的充要条件，就知道于 : c G [0，1]上 f n { x ) ^ 0的充分 
必要条件是 a < 1. 

( c ) 由于已知极限函数 f ( x ) = 0,因此若 n — oo 的极限运算能通过积分号，则结果 
就是 0. 


直接计算积分得到 


fn{x)dx 


xe 


dx 


n 


-2 


一 2 


+ n a 


可见成立 


▲ 

lim fn{x) dx 
n->oc Jo 

的充要条件是 a <2 .口 


lim / n ( x ) dx 


f ( x ) dx 


注当 a e [1，2) 时，本题的函数序列 {/ n (0} 在 [0,1] 上虽然并不一致收敛，但积 
分与 n — oo 的极限顺序却仍可交换（参见后面 §5.4.5 的命题 5.8). 

习题 2811.1 设 f ( x ) (-00 < x < + oo ) 是无穷多次可微的函数，且其导数 
f M { x ) (n = 1，2，...）的序列在每一个有限区间 ( a ,6) 上一致收敛丁‘函数 ^ p { x ). 证明: 
ip ( x ) = Ce 1 , 其中 C 为常数. 

解这时在每一个区间 （ a ，6) 上，序列 {/ ( Tl ) (: c )} 和 {/ ( n +1 )( x )} 都是一致收敛，因 
此就知道对每一个: r 成立 


_ d _ 

dx 


lim 


/ ㈨㈤ ) 


lim - r - 

n—^oo dX 




lim f {n+l \x) 
■ % 


\ w w r ， -罗, ^ 一一 —— w ^ - —— 

这样既有 / (n) ⑷ =t ^ p ( x ), 又有 /( n +1) ( x ) 4 ( p ( X ), 因此上式就是 


d ( f ( x ) 

dx 




p ( x ). 


由此即可得到 = Ce x (参见 §4.10 的习题 2528) .口 

习题 2811.2 设函数 / n (： c ) ( n = 1，2,…）在 （- oo ,+ oc ) 上有定义且有界，在任何 
闭区间 [ a , 6] 上 / n ( x ) =4 由此能否可知 

lim sup fn(x) = supc ^( x )? 

Tl—^OO x x 

考察例子 fn(x) = e - (工 ― 71 ) 2 , n = 1,2, •.. • 

解不一定.若取 fn ( x ) 三 c (n = 1，2,…），则也有 = c , 于是题中所考虑的等 
式当然 成立. 
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然而对于题中提出的例子来说，从 §5.4.2 的习题2758可知 ，= 0,因此 
sup^(x) = 0. 然而，对每个 n 均有 supe-^- n ) 2 = 1,因此当 n ^ oo 时其极限只能是1, 

<而得到 " 


1 = lim sup { e - (x - n)2 } ^ sup { lim e — (a： - n)2 } = 0. 


□ 


5.4.5 补注 

这个小节包含两个内容： （1) 对本节内容的理论背景作一个综述， （2) 介绍黎曼引理 
及其若干应用. 


1. 关于函 数项级数和函数序列的补充 


函数项级数和函数序列是数学分析中在微积分的基础上发展山来的研究函数的重 
要手段.这里不仅有许多用函数项级数定义的非初等函数（例如 §5.4.4 的习题2797的 
黎曼 C 函数)，就以初等函数来说，除了有理函数之外，其他函数的计算也都离不开函数 
项级数这个工具. 

作为基础，本节只涉及如何利用函数项级数与函数序列来研究其和函数与极限函 
数的基本性质. 

下面只对丁•无穷级数的情况分别列出主要结果，并指出需要注意之处.将它们转移 
到函数序列上去是容易的. 

OO 

对无穷级数而言，设该级数在集合 X 上收敛，其和函数记为 S (: r ). 

(1) 对于点 x ^ 1 设它是 X 的聚点，则问 题是： 对和函数取时的极限与级数 
求和是否可交换顺序？这也就是问下列等式是否 成立： 


lim S ( x ) = 

X—>Xo 

在 u n ( x ) (n = 1，2, •…） 均于点: Co 处连续时，也就是问和函数 S ( x ) 于点: To 处是否连续. 
如教科书中所说，在级数于 X 上一致收敛时，上述两种极限的顺序交换是正确的. 

这里要指山，一致收敛性只是充分条件，并不是必要条件.《习题集》的 §5.4 中提 
供了这方面的例子，即习题2794.在 [34] 的 §14.2.3 介绍了将一致收敛性减弱为准一致 
收敛性的著名结果，它可从通项连续性条件保证和函数连续性，而且是充分必要条件. 



(2) 设前述级数的通项均为冈间 X = [ a ,6] 上的可积函数，则问 题是： 其和函数 
S ( x ) 是否是 [ a ,6] 上的可积函数？又问：如果 5( x ) 可积，则其积分能否通过对级数逐项 
积分得到？这也就是问下列等式是否 成立： 


u n ( x ) dx , 


这时右边是一个数项级数. 
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按照教科书中的定理，当上述级数在上一致收敛时，以上两个问题的答案都 
是正面肯定的. 

然而这也只是充分条件.在《习题集》中举山了多个例子表明一致收敛条件不是 
必要的.例如上一小节的习题 2802( c ) 等. 

在这方面，相当一般的充分性条件是由下列著名定理给出的. 

OC 

命题 5.8 (阿尔泽拉定理） 设级数 ^ u n ( rr ) 在区间 [ a , 6] 上收敛，其通项和 

级数的和函数 S ( x ) 都在 [ a ,6] 上可积，数的部分和函数序列{乂 ㈤ }在 [ a . b ] 上一 
致有界，即存在 M >0, 使得对每个 n 和每个 a : € [ a , 6], 同时满足 \ S n ( x )\ ^ M , 则成立 

r , oo oo . 

S { x ) dx = ( u n { x ) ) dx = 乜 n ( 工 ) dx. 

Ja n=l n=i」 a 

注在 u n 0 r ) 和 S { x ) 均为 [ a ,6] 上的连续函数时，命题也称为奥斯古德定理.在 
[341 的 §14.2.3 中收入了命题 5.8 的较为容易理解的证明（还可参考 [15] 的第二卷的 
§14.4). 

(3) 设前述级数的通项均 为区间 X = ( a ,6) 上的可微函数，则问题是：其和函数 
S ( x ) 是否是 ( a , b ) 上的可微函数？ 又问： 如果它可微，则其导数能否通过对级数逐项求 
导得到？这也就是问下列等式是否 成立： 

按照教科书，这里的一致收敛性条件是加在逐项求导得到的级数上的.这就是说， 
要求上式最右边的级数 

n=l 

在 ( a , 6) 上一致收敛.注意在条件满足之前，我们并不知道这个级数收敛或一致收敛，更 
不知道它的和函数是否等于 S ^ x ). (参见 §5.4.4 的习题2792, 2796等 •） 

可以证明，只要上述逐项求导得到的级数在 （ a ，6) 上一致收敛，且又已知原来的级 
数在 ( a , b ) 的某一点处收敛，就可以推出它在 ( a ， b ) 上一致 收敛. 初学者容易犯的一个 

OO 

错误是只去验证的一致收敛性，而不知道这既非必要，也不充分.仅仅这一个 

条件满足并不能其和函数可微，在可微时也不能保证可微与求和这两个极限运算 
的顺序可交换. 

在《习题集》的 §5.4 中举出了这方面的例子，如习题2800, 2801等. 

与 （1) 和 （2) 类似，这里对逐项求导级数的一致收敛性条件也是充分而非必要的. 
例子见 [15] 的第二卷的435小节. 

2. 黎曼引理及其应用 

下面看几个例子.它们可以说明很多问题.在此之前先列出其中所用的一个重要工 
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具——黎曼引理.由于在绝大多数教科书的傅里叶级数章节中都有它的证明，这里只列 
为下列命题，证明从略. 


命题 5.9 (黎曼引理）设函数 f ( x ) 在区间 [ a , 6] 上可积与绝对可积①，则有 

「6 rfc 

lim f ( x ) sinpxdx = 0, lim f ( x ) cospxdx = 0. 

P-^°° Ja Ja 


(5.8) 


例题 1 研究函数 S (: r ) = f 


smnx 


的可微性，并求 S ( x ). 


解从 §5.2.1 的习题 2696( a ) 已知级数处处收敛，因此和函数 3(4 在 (- oo ,+ oo ) 
上有定义.又可见 S ( x ) 是周期 2 tc 的周期函数. 

为研究其可微性，将级数逐项求导得到 


E 


sin nx 


y 


cos rr + cos 2 x H - + cos nx H - • 


可以证明这个级数处处发散.为此只要证明对每个: r , lim COS n:c = 0 不能成立. 

n—>oo 

对于 X 是 7 C 的整数倍的情况，有 | COS n : r | = 1. 对于其他 a :， 可以用反证法.若对某 
个不等于 7 C 的整数倍的点 xo , 有 

lim cosnxo = 0, 


则也有 lim cos(n + l ) x G = 0. 丁•是就有 

n—>oo 

sinxo = sin[(n + 1 )xq — nxo ] 


sin(n + l ) a：o cosnxo — cos(n + l)xo sin nxo 0 (n cxd) ? 


这与 sin x o ^0 相矛盾（参见 §5.1.1 的习题 2553). 


然而逐项求导得到的级数处处发散并不表明原级数的和函数一定不可导. 

实际上，我们即将证明，本题的函数 S ( x ) 有非常简单的表达式，从而可以直接看出 
它在 X 不等丁 • 27 C 的整数倍的所有点上的导数恒等于 - I . 

由于 S{x) 有周期2 兀， 且有 5(0) = 5(2 兀 ） = 0,因此只需在开区间 (0, 2 k ) 上求 S{x). 

这时先计算级数的部分和序列如下： 


n 

k=l 


sin kx 

~~k~ 






sin(n + 音 ) t 


2 sin 



①这在 [15] 中称之为傅里叶级数的第一 引理. 对常义积分来说， f ( x ) 可积即可推出 |/( x )| 可积，反之则 
未必，而对广义积分來说， \ f ( x )\ 可积可推出 f ( x ) 可积，反之则未必.由于命题中的积分可以是广义积分，因 
此在条件中同时要求 f ( x ) 可积和绝对可积.此外，当积分区间 [ a ,6] 无界时命题也成立 • 

从公式 (5.8) 还可看出，由于积分号下的被积函数当 p -> oo 时不存在极限，因此这是极限不能与积分交换 
顺序的典型例子. 


§5.4 函数项级数（习题 2716-2811.2) 


由于函数 


2sin 2" 


在 [0, x ] 上的积分发散，因此还不能对最后一式中的积分用黎曼引理. 


利用 別 ” = 0就有公式① 



sin(n + 4 r)t 


dt 


2 sin 




合并以上计算就得到 


Sn(x) 


n — x r 


sin(n + 

2 sin -rr 


di . 


由于 : c e (0,2 tc )， 函数一在区间 [ x , tc ] 上常义可积，因此只要对最后一个积分用 

2 sin - 

黎曼引理，就得到和函数的表达式为 

S ( x ) = lim S n ( x ) = — . 


由此可见，在（0,2兀）上 S ^ x ) = -可，而在 


0,2兀处 S ( x ) 不连续，当然不可导 •口 


下面我们将利用例题1中的和函数 S ( x ) 的表达式以及函数项级数的逐项求积和逐 


项求极限的方法，求出级数 t | 

n z 

题 2655( a ) 及其注). n 

OO 

例题 2( 巴塞尔问题） 证明 E 


解取5 e (0,7 C )， 则在区间 [ e , n ] 上有 


的和，即数学史上的巴塞尔 问题. （参见 §5.1.7 的习 


jjci 
6 • 


n — x _ sin nx 
~~2~ ~ ^ n • 

n=l 

由于上式右边的函数项级数在 [£,7 C ] 上一致收敛，因此在将上式两边于此区间上积分时 
右边可以用逐项积分的方法来计算.这样就有 



dx = J 2 



sin nx dx 


OO 

Ei (- 


cos nx 



E 




E 


cos ne . 


令 e +0,因上式左边的积分是积分下限 e 的连续函数，从而得到 


lim 

ie 


n — 
~~2 


dx 



dx 


K 2 

IT 


又因前式右边的级数 E 


cosne 关于 e (在任何范围上）一致收敛，因此 e 0的极 


限运算和级数求和可交换.这样就得到 


2 00 


-l) n — 


2 


E 


2 


® 若作代换 


2 x 就可以从 §4.2.6 的习题2291导出此公式. 
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记级数 f 


n 


之和为 s ， 则利用 


E 




就:有 f 


35 


，从而得到 S 


E 

n=l 

兀 2 


2 


2 E 


i (2n) 


2 


s 


[ 

2 


2 




例题 3 证明 


sinx 如 = iL 
x 2 


证从例题 1 中的公式 


7 c sin(n+ 了)亡 

f ■.号 


开始.用洛必达法则或泰勒公式可知 


f( x ) = — - 2 s in^~ = 0 ( x ) ( x — 0 )， 

2 


冈此从黎曼引理即有 


lim I f(x) sin(n + tt)x dx = 0. 

㈠ 00 Jo ^ 


丁是 就得到 


lim 


sin(n + ^r)x 


dx 




o 


( /(x ) + sin(n + i )a;dx 


利用代换即有 



Sin(n+ f )x dx ( n+ ^ )n sint 

^ Jo t 


由子 已知广义积分 j ^°° dt 收敛（见 §4.4.2 的习题 2378)， 因此就得到 

，+ ^ sin^ dx= l im [ (n+ ^ )7t si^i d t=f. □ 

n OC Tl ― ►OC r\ L Jd 


§5.5 幂级数（习题 2812-2935) 
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§5.5 幂级数（习题 2812-2935) 


内容简介 幂级数是两类最重要的函数项级数之一（另一类是 §5.6 的傅里叶级数). 
本节的习题有以下几个 部分： 对给定的幂级数计算其收敛域，将给定的函数丁•某点附近 
展开为幂级数，此外还有幂级数的求和与幂级数在近似计算 中的成 用. 一 些较为理论性 
的问题将在最后的补注小节中讨论. 


幂级数的一般形式为 

OO 

^ a n ( x - a ) n , (5.9) 

其中的求和一般从 n = 0 开始，点为该幂级数的中心（点) . 由此可见，幂级数至少 
在中心点2： = a 处收敛. 


若对于幂级数的上述表达式作平移变换 t = x - a , 并再将 t 记为 X ，则就得到以原 
点为中心的幂级数 




(5.10) 



为方便起见，在无其他说明时，经常采用中心为原点的 (5.10) 的形式. 

容易看山，如果从某个下标起的系数&全等于0,则幂级数就是多项式.因此幂级 
数可以看成是多项式的直接推广.这对丁•近似计算来说特别方便，因此幂级数是计算数 


学中的最常用工具之一. 


作为一类特殊的函数项级数，幂级数的一大特点就是其收敛域具有特殊的形状. 
按照收敛域，幂级数可以分为三类： （1) 只在 x = a 收敛的幂 级数； （2) 处处收敛的 
幂 级数； （3) 存在非零正数尽使得当 | x - a | < it ： 时级数收敛，而当 |:c — a | 〉 丑 时级数 
发散.称这个数丑为该幂级数的收敛半径.将这个概念推广至前两类，则称第 （1) 类幂 
级数为收敛半径 R = 0 的幂级数，称第 （2) 类幂级数为收敛半径尺= + oo 的幂级数. 

由上可见，幂级数的收敛域是关于其中心 a 具有对称性的 R 间.对第 （1) 类幂级数, 
它是只含一个点 a 的退化 R 间； 对第 （2) 类幂级数，收敛区间就是 (- oo ,- foo ); 然而对 
R 为正有限数的第三类幂级数来说，在收敛区间的端点 d -开和 a +丑处幂级数可以收 
敛，也可以发散，这里各种可能性都会山现.对丁•以原点为中心的幂级数 （5.10) 来说，以 

正有限数为收敛半径开的收敛域可以是以下4种区间中的任何 一种： 

[ — H] ， （ — R, R) , ( — jR, jR] , [ — R, R). 

对于中心为 a 的一般幂级数 (5.9) 也是如此，即当收敛区间的长度为正有限数时，幂级 
数在其两个端点处的收敛或发散可以山现所有可能的组合. 

因此对于“幂级数收敛区间关于中心为对称”的说法， 应当注 意其中的对称性并不 
包含区 间的两个端点在下面的第一小节的习题中就会看到各种可能情况. 


①在不少教科书中当丑为正有限数时，将 （ a -/?, a + H ) 称为收敛区间.在《习题集》的老版中也是如 
此，然而这时说幂级数在其外发散就不对了.在《习题集》的新版中则将 | x - a | < H 称为收敛区间，更不妥 
当.因此本书将主要使用收敛域的概念， 当 (0,+ oo ) 时，它可以是4种收敛区间中的任意一种. 
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5.5.1 幂级数的收敛域计算（习题 2812-2837) 

这里的问题仍然是逐点收敛，因此在 §5.1 和 §5.2 中的方法都有效.然而对 P 幂级 
数来说，存在直接计算其收敛半径的特殊方法.这就是柯西-阿达马公式： 

R = — 1 / = ， (5.11) 

其中约定， a 右边的上极限为0时取丑 2 - Too , 而当右边的上极限为 +QO 时取丑= 0. 

于是在多数情况下可以直接用公式 (5.11) 计算山收敛半径尽然后 对于丑 € 
(0，+ oo ) 的情况，则还需要讨论幂级数在两个端点处是否收敛，这也就是讨论两个数项 
级数的敛散性. 

利用 §5.1.3 的习题2593 ( 或 §1.2.7 的习题141)，可见对于收敛半径的计算还可以有 
下列 公式： 

R = lim . (5.12) 

n->oo d n +l 

然而必须 指出： 这个公式与 (5.11) 不同，只有当右边的极限存在时它才有效.特别对了 
幂级数有无穷多个系数为0的情况就不可能直接用这个公式.由于数列的上极限总有 
意义，因此公式 (5.11) 是普遍有效的.当然对于具体问题来说，公式 (5.12) 较便亍计算 
的情况也是很多的. 

OO 

习题2812求幂级数 E $的收敛域. 


解1根据柯西-阿达马公式 （5.11) 并计算出 lim = 1( 利用 §1.2.2 的习题 

71-^00 

65)，就得到 R = l . 然后对于 : r = 1可见当 p 〉1时收敛，否则 发散； 而对于 x = -l WJ 
当 p 〉0时收敛，否则发散. 

这样就可知当 p 〉1时的收敛域为[_1, 1], 当0 < p 彡1时的收敛域为 [一 1 ， i ), 而 
当 P 彡0时的收敛域为 （-1,1) .口 


解2利用公式（5.12)，即有 


其余同解 1. □ 


R 


lim - 

n->oo fln+1 


lim 


n p 



( n !) 


习题 2814 求幂级数 


的收敛域. 


解1先用沃利斯公式（见 §5.1.3 的命题 5.1 和公式 (5.2)) 于系数 ari (n = 0,1， • • • ）， 


得到 


㈣ 2 

(2 n )! 


¥ 


[(2 n )!!] 2 

"T^yr 


1 (2 n )!! 

2 2n (2 n - 1)!! 


y/ivn 

2 2n 


(n oo )， 


然后用柯西-阿达马公式 （5.11) 即可得到 R = 4. 同时又可看出，当 a : = 土4时的级数通 


项的绝对值发散于无穷大，因此级数发散.于是本题的幂级数的收敛域为 (-4,4). □ 


解 2 用公式 （5.12) 即有 

R = lim - = lim _( 2n + x )( 2 ^ + 2 ) = 4 , 

n->*oo fl n +i n-^oo ( n + 1 )」 

对于端点 x = 土 4, 直接比较级数的后项与前项之比的绝对值，就有 


4 n+1 a 


^n+l 

4 n a n 


4 (n + l ) 2 
(2 n + l )(2 n + 2) 


> 1， 


可见级数发散 .口 


OO 

习题 2816 求幂级数 + 


的收敛域. 


解用柯西-阿达马公式（5.11)，即有 


R = lim a n n 


lim f 1 + 


n—>oo 


n 


e • 


对丁端点 : r 


级数的通项为 


+ 


1 \ n 
n ) r 


. 利用 lnx 的泰勒公式就可以求出® 




exp \ n n In ( 1 + 


n 


exp 


n ( 


)-]} 


2 n 2 


+ o 


TV 


)H} 


exp {— 可 + o ( l )} —>• e 


(n oo ), 


可见该级数发散.同理在端点 z = - e " 1 处级数也发散.因此收敛域为 (- e - 1 ^- 1 ). □ 
解2只对于端点土 1/ e 处的级数发散给出另一个解法. 

对于 p 点只需要证明级数通项不趋于0,因此可以利用的习题69,即数列 
(1 +去) n (n = 1，2,… ) 严格单调递增趋于 e , 而数列 (1 + +) " +1 (n = 1，2,… ) 严格 
单调减趋于 e , 从而对每个 n 有 71 


( 去 r 


+ 


1 + 


> 


1 + 


n+l 




可见级数发散 .口 


习题2820求幂级数£ 


的收敛域. 


解若 m 为非负整数，则幂级数只有有限个非零项，即为多项式，因此收敛半径 
R = + oo . 以下只需讨论 m 不是非负整数的情况. 

利用公式 (5.12) 即可求出收敛半径为 

R = lim - = lim — +- 1 - =1. 

n->oo ti->cxd 7TL — 71 

® 类似的函数极限问题见《习题集》 §2.9 的习题 1364. 它们都是极限计算中的型的不定式 问题. 
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为讨论在 x = 土1 处的敛散性，利用 §5.1.4 的命题 5.3 及其注，就可以得到二项式系 


数如的下列渐近等式: 


m(m — 1 ) … （m — n + 1) 


n ! 


O * 


n 


m +1 


(n —>• oo ) 


当 m 〉 0 时，从通项的上述渐近等式即可见当 x = ± l 时两个级数均为绝对收敛， 
而当 m < 0时则不可能绝对收敛. 

又可看山当 m < -1 时，两个级数的通项均不趋于0,因此级数发散. 


对于余下的情况，即 - 1 < m < 0,从 


a n+l = • 


m — 
n + 


可见级数 t 〜为交错级数，且 {\ a n \} 为严格申.调递减趋于0的数列，因此用莱布尼茨 

判别法知收敛，且从渐近等式知道它为条件收敛，而当 x = - 1时级数发散. 

小结当 m 为非负整数时级数为多项式，对于其他情况可列表 如下： 


m 彡 一 ] 

x = i 

x = — 1 发散 
收敛域 （-1,1) 


— 1 < 771 < 0 

条件收敛 
发散 
(-1,1] 


m > 0 
绝对收敛 
绝对收敛 
[-1,1] 


□ 


习题2830求幂级数 f 皆 的收敛域. 


解1这是缺项幂级数，即其中有无限多个系数等于0,因此不可能用公式 （5.12) 

oo 

来计算收敛半径.将此级数改写为幂级数的标准形式 fa n : r n ， 则其中的通项系数为 


0, 


， n = k 2 ^ 1 , 
n 一 / c 2 . 


丁是可以用柯西-阿达马公式 (5.11) 计算收敛半径 如下: 


~R 


lim \/|a n | = lim ( 

f>00 fc—>CX) \ 






又可直接看出在 x = ± l 处级数绝对收敛，因此收敛域为[-1， 1] •口 

oo 

解2将此级数看成为一般的函数项级数 Eu n (: c )， 则可用达朗贝尔比值判别法， 


于是有 


lim 

n—►oo 


|Un+l ㈤ I 
u n ( x )\ 


lim 

n—►oo 


|x| 2n+1 


0, 


x| < 1， 
x \ = 1, 


+oo ， |x| > 1. 


§5.5 幂级数（习题 2812-2935) 


可见当 |: r | < 1时级数绝对收敛，否则发散 .口 

解3按照解2的思路，也可用柯西根值判别法，于是有 


lim 


u n ( x )\ = lim 


x 


0, 


2， 


纠< 1， 

x \ = 1, 


+ oo ， \ x \ > 1. 


可见当 | x | < 1 时级数绝对收敛，否则发散 .口 


习题 2831( a ) (普林斯海姆级数）求幂级数 f ( - 1)[ ^ ] x n 


的收敛域 


解由于幂级数的系数〜的绝对值为 1/ n , 可见收敛半径为 R = l , 且在端点土 1 
处级数不可能绝对收敛.对于 x = l , 引用 §5.2.1 的习题2672,知道级数为条件收敛. 


对丁•: c = 一1, 可以将级数分拆如下 [6]: 


E 


(_l)[v^](_l)n 



E 


(_l)n+[v^] 


n=l k=l n=l l n^fc 2 

这时右边的第一个级数收敛，问题是如何处理第二个级数. 

现在来验证第二个级数为交错级数（参考习题2672中按照符号的组合方法).先观 
察处 T n = k 2 之后到 n = ( A :- M ) 2 之前的这一组中的各项的符号.它们的 n 如下： 


A : 2 + l ， A : 2 + 2, 


， （ A : + 1) 


， ， ， 、 ， 

= (-1 产 对所有这些项来说是相同的，然而再乘上（- 1) 


之后就变成交错项了.再考虑这一组的最后的 


(/：+ 1)2 — 1 与下一组的第一项 


n = ( A ； + I ) 2 + 1. 由于它们的奇偶性相同，因此对应项的符号分别由（-1产和（-1 产 + 1 
确定，丁•是它们的符号也是交错的.这样就可见上述第二个级数为交错级数. 

再考虑到去掉了 n = k 2 的项之后，第二个级数的通项的绝对值仍然严格单调递减 
趋丁 •()， 闵此从莱布尼茨判别法知道它收敛. 


合并以上就知道 


1时级数也收敛 . T 是收敛域为卜 1,1] •口 


习题2832 (超几何级数）求幂级数 


.B g(g-f 1)/3(/3 + 1) 2 
•7 1.2.7(7+1) 


+ 


a(a + 1 ) … （a + n — 1)0(0 + 1) • • • (0 + n — 1) 


1 • 2 … n • 7(7 + 1) … （7 + 71 — 1) 


+ 


的收敛域 


解为使得级数通项有意义，7不能为0或负整数.又若 a ，0 取0或负整数，则级 
数只有有限个非零项，因此不必再讨论.以下设 a ， 久7均不为0和负整数. 


利用公式 （5.12) 即可求山收敛半径为 


R 


lim 

n—►oo Cln+1 


lim 


(1 + n)(7 + n ) 
(a + n )(/3 + n ) 
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为讨论幂级数在 X = 土 1 处的敛散性，将通项系数 a n 的分子分母同除以 n !， 然后 
次使用 §5.1.4 的命题 5.3 及其公式 (5.4), 就得到系数的下列渐近 等式： 


a(a + 1 ) • • • (a + n — !)/?(/? + 1 ) • • • (/5 + n — 1 ) 


1 • 2 ••• n • 7(7 + 1 ) • • • (7 + n — 1 ) 


O 


1+7—a—^3 


当 7 - a - /3〉0 时，从通项的上述渐近等式可见当 x = ± l 时两个级数均为绝对收敛 
而当 ^ — a — P 0 时则不可能绝对收敛. 

又可由此看出当 7 - a - 卢< - 1 时，两个级数的通项均不趋于 0 ,因此级数发散. 


对 r 余下的情况，即 -1 < 7 - a _ /?彡 0 ,从 


^n+l 


(a + n )(/3 + n ) 


(1 + n)(7 + n ) 



a + /? — 7 — 




)， 


可见 a n 充分大时 { a n } 是严格申调递减趋 T 0 的正项 数列. 由于 : r 


1 时的级数 


E 当 n 充分大时为正项级数 ， Mx = - 1 时的级数 E (- l ) n ari 当 n 充分大时为交 

黨 km , 因此前者发散，后者为条件收敛. 71-1 

小结对于 a ， /3, 7 均不等于 0 和负整数的情况可列表 如下： 

7 — Q ： — /3 ^ — 1 I —1<^ — a — /3^0 j — a — /3 > 0 


收敛域 


发散 

发散 

(- 1 , 1 ) 


发散 

条件收敛 

[- 1 , 1 ) 


绝对收敛 
绝对收敛 
[- 1 , 1 ] 


□ 


注在方法上本题与习题2820相同.由于超几何级数的重要性，我们还是详细写 
山解法.此外，若在本题中取^ = 7 , a = - m , 又作代换 x = -1， 并将 t 再记为 a :, 则就 
得到习题2820中的幂级数.因此该级数（即二项式级数）是超几何级数的一个特例. 

下面的习题 2833-2837 是广义幂级数的收敛域的计算.所谓广义幂级数，即是用变 
量代换可以变为幂级数的级数.从略. 


5.5.2 将函数展开为幂级数 I (习题 2838-2868) 

为学习方便起见，将函数展开为幂级数的习题分为两小节.在这一小节中的基本方 
法与 §2.10.1 中的泰勒公式计算类似，而将主要涉及逐项积分和逐项求导方法的习题放 
到下一小节中. 

这里主要有两种方法：直接法和间接法. 

为用直接法将给定的函数 f ( x ) 在点 x = a 附近展幵为幂级数（即泰勒级数)： 
f { x ) = /⑷ + /’⑷(工 — a ) + ^ ( x 一 a ) 2 + ... + f ~ n r ~ ( x - a ) n + …， (5.13) 

一般需要先计算山 f ( x ) 在点 x = a 处的所有阶导数，这样就可以写出 (5.13) 的 级数; 

其次需要求出该级数的收 敛域； 最后还需要求出该级数的和函数与 f(x) 相等的范围. 
例如，在教科书中关于 e x , sinx , cosx 等几个基本的泰勒级数展开式就都是如此证明的. 
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然而由于在余项估计中需要函数/( X )的所有阶的导函数的表达式，而这一般很难得到， 
因此直接法往往不容易施行.这方面可以参看补注小节 §5.5.6 的说明和其中的习题. 

间接法是从几个最基本的泰勒级数出发,通过各种运算得到所要求的泰勒级数.本 
小节的多数习题都可以用间接法求解. 

为了使用间接法，自然需要有几个最为基本的泰勒级数.现将它们列表如下. 


X 


2 


I. e x = 1 -f x + — + 


• • • 


+ 


x 


n 


n \ 



% _ 


(—OO < X < + oo )， 


II . sinx 


III . cosx 


X 3 X 5 

x ~¥^5! + 

x 2 x 4 

1 - 1 - h 

2! 4! 


• • • 


+ (2 n -1)! + 

(-l) n x 2n 


(—OO < X < + oo ) 


癱 》 » 


IV . (1 + x ) 


m 


(2 n )! 
m(m — l ) x 2 

1 + mx H --- h 



• • 


(—OO < X < + oo )， 


+ m(m — 1) … _ (m — n + 1) x 71 + 


V . ln(l + x ) = x 


VI . arc tan x 


x 2 x 3 

2 3 

x 3 x 5 


• • • 


• • • 


• • • 


VII . 


. x 3 3 x 5 

arcsin x = x -f — -f —— + 

6 40 


n ! 

(- l ) n ^ x n 

+ - - -- + 

n 

- l ) n ^ l x 2n - 1 

+ - - - - h 

2 n - 1 

(2 n - l )!! x 2n+1 
(2 n )!!(2 n + 1) 


(—1 < x < 1) 7 


(-1 < X < 1)， 


• • • 


(-1 1 ), 



+ 


• • • 




(5.14) 


注公式 VI 和 VII 的推导见 §5.5.3 的习题 2869 和 2870. 公式 IV 即二项式函数 
(1- fxr 的泰勒级数，其中含有参数 m , 下面是几个最常用的 情况： 


1 


X 

1 


1 _ $ + re 2 — …+ {—\) n x n + 


• • • 


(-1 < x < 1 ), 


(1+X) 2 


1 — 2 x + 3 x ^ — • • • + ( — l ) n (7 i + l ) x n + • • • ( —1〈 T < 1)， 


=l + ^- ix 2 + ... + (― ir 一 1 (H!L n + (―1 < d), 


y /1 + x 2 8 


■ !■_ • • • 


+ (-l 广 


(2 n - l )!! 

(2 n )!! 


x n + 




(-1 < X ^ 1 ). 


(5.15) 


习题 2838 按二项式 x + 1 的非负整数次幂展开函数 f ( x ) = x 3 . 
解1 (初等代数方法）将 x 写成为 （x + 1) _ 1代入就可得到 


x 3 = [{x + 1) - I] 3 = -1 + 3(x +l)-3(x-hl) 2 -f (x + l) 3 . □ 

解 2 (直接法）为求 f { x ) = X 3 在点 x = - I 处的幂级数展开式，先求 /(—1) = 一1， 
尸 (-1) 二3, /"(- I ) = — 6, 1) = 6,且有 / ( n )(- l ) = 0 (n = 4,5, •. • ），于是就得到 

x 3 = /(-I) 4- + 1) + ^ 2! ^ + I) 2 + 士 ~~ -(x + I) 3 

=—1 + 3 (x + 1) _ 3 (ir + 1)2 + (:r + 1)3. □ 
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习题2839把函数 f ( x ) = (a ^ 0) 按以下方式展开为幂 级数： （1) 依 x 的 

LL 

幂 展开； （2) 依二项式 : r - 6的幂展开，此处6 # a ; (3) 依丄的幂展开.求出相应的收敛 

X 

域参 


提示 （1) 将函数写为 

/(X) = 士 • 

( 2 ) 将函数写为 

/(x)= (a - 6) - (x - 6) = 

(3) 将函数写为 

/(工）=一丄—— I —. □ 

V 7 X 1 —— 

X 

将函数展开为幂级数的许多习题涉及两个或更多个幂级数（参见最后一个小节 
§5.5.6 的习题 2897) 的运算.这里先就两个幂级数的求和与求乘积说起. 

为简明起见假设它们都以原点为中心且有正收敛半径 瓜和丑 2 ,则只要取只= 

就可以在区间 (- R . R ) 内按照逐项相加方式求两个幂级数之和，此外又 
可以求它们的乘积（见 §5.3 关于级数乘积的定义)，这时两个幂级数在: c e (-尺 ，丑） 时 
均为绝对收敛的事实起重要作用. 

OO 

作为级数乘积的特例，对丁•收敛半径为丑的幂级数 fdnX ' 它的平方，以及指数 

A : 彡2的幂，也都有意义，其结果都是在 M <丑内绝对收的幂级数. 

在下面的习题 2845, 2846 中将遇到较为复杂的问题.我们只讨论其中的第一个习 
题，先作分析，然后补充将级数代入级数的一个命题，最后给出其解答. 

习题2845写山函数 f { x ) = sin (/ iarcsinx ) 按变量 a : 的非负整数次幂的展开式, 
并求山其收敛域. 




分析若计算山函数 f { x ) = sin (/ iarcsinx ) 在点 x = 0处的所有阶导数值，则就 
可以写山泰勒级数.然而为了确定在收敛域上的级数和是否等于 / Or ), 则还需要求出 
f ( x ) 在点 x = 0 的一个邻域上的所有阶的导函数，否则就无法佔计泰勒公式的余项（参 
见§5.5.6)，而这项计算一般来说不容易. 

从基本初等函数生成初等函数的运算来看，除了四则运算之外，还有复合运算.若 


记2/ = y ( x ) = arcsinx , 则本题的 /( x ) 即可写为 f ( x ) = sin (/ iy ( x )), 于是就可在 


3..3 


(一 1广 


2n-l. 2n-l 


/( x ) = fiy - 亩 〆 y + • • • + 一 + 


(2 n - 1)! 


中用 W = arcsin x 代入得到 


f ( x ) = [i arcsin x 


3 l 


/i 3 ( arcsinx) 3 H - h j ' ^ / i 2n ~ 1 ( arcsin x ) 2n ~ 1 H - . (5.16) 


(2 n - 1)! 
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如前所说，其中每一个 ( arcsinx )^ ( A : = 1，3, •…） 都是幂级数，然后将它们相加即可 
得到 /( x ) 的幂级数展幵式.我们将这样的运算称为级数代入级数.这是用间接法求幂 
级数展幵式中的一种重要方法.然而它的合理性何在？所得的展开式的收敛半径是多 
少？这些都是需要回答的问题 .口 

这方面的材料可参见 [15] 的第二卷的446小节.下面将其中的主要结果列为一个 
命题和它的推论，然后给出习题2845的解. 


命题 5.10 设函数 ^( y ) 在区间 (- p , p ) 上可展开为幂级数 

OO 

^( y ) = 〉: hmy m ， (5.17) 

m=0 

同时函数 y = /( x ) 在区间 (- R ^ R ) 上可展开为幂级数 

OO 

V = fix) = ^2 anXU ' ( 5 . 18 ) 

R | a 0 | = |/(0)| < p , 那么对丁•足够小的 x , \ f ( x )\ < p , 因此有复合函数且可在 
点 x = 0 的附近展开为幂级数 

推论若在命题 5.10 中的 p = + oo , 则关于 | a 0 | 的条件是多余的，而且此时的复合 
函数 ^(/( x )) 的幂级数展开式在 (- R , R ) 上成立. 


习题2845的解 按照上述推论，由于 siny 的幂级数展开式的收敛半径为 + oo , 
因此复合函数 sin (/ iarcsina ;) 的幂级数展开式的收敛半径与 arcsinx 的幂级数展幵式的 
收敛半径相同（见本小节的表格 （5.14) 之 VII ),即等于 1. 

余下的只有两个问题： （1) 写山该幂级数， （2) 讨论在端点 x = ± l 处是否收敛. 

为了写山这个幂级数，只需要求出 f ( x )= sin (^ arcsinx ) 在点 x = 0 处的所有阶导 
数. （这就是《习题集》的 §2.5 的习题 1221( b )， 由丁 • 《学习指引》的第一册没有给山此 
题的解，下面将简述其主要计算过程，从方法上看与 §2.5.5 的习题 1220( b ) 相同 .） 

对 f ( x ) 求导，乘以 VT ^ 后再求导得到 r ( x)(l - x 2 ) - xf \ x ) + / X 2 /⑷= 0. 
然后用莱布尼茨公式求该表达式的 n 阶导数，最后再令 x = 0 代入，即得到在 x = 0处 
的导数的递推 公式： 


/( n +2)( 0 ) = ( n 2 -/ x 2 )/ W (0). 

由丁 /( 0 ) = 0 , r (0) = / X ,就知道 f ( x ) 在 a : = 0 的所有偶数阶导数为 0 (这从 f ( x ) 为奇 

函数即可知道)，而奇数阶的导数为 

/ (2 n _1) (0) = "(1 - / i 2 ) ••- [(2 n - 3) 2 - / i 2 ] (n = 1，2, …）. 


丁-是就可写出所要求的幂级数展开式: 


sin(/iarcsinx) 


/ix+ 吣 /' 3 + 



MU — M 2 ) … [( 2n — 3) 2 — /i 2 ] 2n-l 

(2 n - l )! 



①该¥级数的计算方 法是： 将¥级数 (5.18) 代入 (5.17) 中的 y ， 并求出所有 [/( x)r (m = I ， 2 ,…）的 
¥级数形式，然后再归并同幂次项. 
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且已知其收敛半径为 丑=1 ①. 

最后只需要讨论在端点 X = 土1 处的展开式是否成立.将 I = 1代入上述级数，并 
将所得数项级数的通项记为如，则可见当 n 充分大时〉 0. 然后就有 

土 n ( 念 -0= n^ n ( (fnH - 1 ) = l >1 ' 

用拉比判别法可见收敛.于是在端点 x = ± l 处两个级数都是绝对收敛的. 

由于函数 f ( x ) = Sin (/ iarcsinx ) 在闭区间 [-1,1] 的两个端点处均单侧连续，根据 
阿 W 尔第二定理@就知道，该函数的幂级数展开式在这两个端点处也成立. 

于是本题的幂级数展开式的收敛域为[-1，1]. 口 

习题2847写山函数 f [ x ) =俨按差 : r - 1的非负整数次幂展开式的前三项. 

解（对该函数 /( x ) 的分析及其图像见 §2.12.2 的习题 1526) 若用直接法，则难以 
看山展开式成立的范围，因此下面还是用级数代入级数的间接法做. 

f ( x ) = exp [ xlnrc ] = exp{[l + (x — 1)] ln[l -f (x — 1)]} 

= exp {( x - l ) + |( x - l ) 2 -|( x - l ) 3 + 0(( x - l ) 4 )} 

=1 + [(x - 1) + y(x - l ) 2 -音 ( a ; _ l ) 3 ] + 士 [(: r - 1) + - l ) 2 ] 2 

+ - l) 3 + 0((x - l) 4 ) 

=1 + (x - 1) - I - (x - l ) 2 4- +(:r — l ) 3 + 0 ((x - l ) 4 ) (x 1), 

根据命题 5.10 及其推论，知道 f ( x ) 的幂级数展开式在0 < x < 2上成立 .口 

习题2848写出函数 /(: c )= + 按变量: c 的非负整数次幂展开 

I e , x = 0 

式的前三项. 


解（概要）（该函数在0时的图像见 §1.4.7) 仍然用级数代入级数的计算方法， 
答案为 

/( x ) = e(l -如 + *工 2 - 工 4 )) ( 工 — 0)， 

且知道此展开式在 (-1,1) 上成立.对于此展开式的通项系数的一般表达式见数学译林， 
第26卷（2007)，第3期， 227-229 页 .口 

® 容易直接证明上述幂级数的收敛半径为1,然而不能由此推出幂级数在 （-1,1) 上的和函数就是原先给 
定的 sin (/ iarcsina :). 正文中的结论是由命题 5.10 的推论导出的. 

oo 

②为读者方便，这里简述阿贝尔第二定理的内容及其推论.设幂级数 J 2 anxU 的收敛半径尺为正有限 

数，则当该幂级数于端点 X = ft 处收敛时，即在 [0, R ] 上一致收敛_因此¥记幂级数的和函数为 S ( x ), 则就 
可推出该函数于点 H 处左连续，即 lim S { x ) = S ( R ). 关于左端点 x = -R 有类似的结论. 

x 一 y R 一 0 
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习题 2860 写山函数 / Or ) 




x 


(1 — x)(l — X 2 ) 


关于 a : 的幂级数展幵式. 


解 


由/的表达式可见其幂级数展幵式成立的范围只能在（-1，1)内.利用在 


(-1,1) 上成立的下列两个幂级数展开式: 


x 



^ 71 •> ^71 = 1 = 0 , 1 ， . • • 


71=0 


X 


2 




〉 : b n x n ， b 2 k = 1 ， = 0 (fc = 0,1, • • •); 


71=0 


将它们在 (-1,1) 上相乘，并再乘以 A 得到 f ( x ) = Cn ^ n+1 ， 其中系数 

71=0 

C 2 fc =办0 + 办1 + • • • + &2 fc =尧 + 1 = +1 


于是有 


C 2 fc -1 =办0 + 办1 H -+ ^2 fc-l = ^ 


(2 k -1) + 1 
2 


，& = 0，1， 


• • • 


f ( x ) = ^2° n x 



71+1 = E ( ^2 

n=0 n=0 



i + (-i) n 


X 


n+1 


oo 

E ( 

n=0 


71 + 工:」； 1 ) 71 ) x n (-1 < x < 1). □ 


解 2( 概要）利用部分分式分解（见 §3.2.1) 得到 

/⑻= 一 


1 


4(1 -X) 4(1+ x) 2(1 -a :) 2 ， 

用二项式函数的泰勒级数展开式将右边的三项分别展开，然后求和 .口 


习题 2862( a ) 写出函数 /( x ) 


1 


+ X + X 2 


关 T a ： 的幂级数展开式. 


解（概要）将所给的函数写为 

/(X) = ( l - x )- 


1 — X 


3 




(1 - 2 ：) • (1 + X 3 + …) 


即可得到，且可确定展开式成立于（-1， 1) 上 •口 


习题 2863 写山函数 /( x ) 


x cos a — x 


2 


I — 2 x cos a + x 2 


关于 a ： 的幂级数展开式 


解在复数域中可将 f ( x ) 的表达式中的分母因式分解为 Or - e iQ )( x - e --) (参见 
§4.1.1 的习题2192中对于分母1 - 2 x cos a -h x 2 的几何分析)，然后即可计算如下： 


/( 工）= 一 


X 


2 \ x — e l 


OL 



x — e 


\ _ x f e_ 1Q 

~ Y\i- X e 


ia 



e 


ia 


1 — xe 


ia 


2 


e~ ia 幻说 - ia ) n + e ia ^( xe iQ ) 


71 


n=0 


n=0 


oo 

E ( 

n=0 


e -ia(n+l) + e ia(n+l) ^ n+1 

2 1 




cos not 


n 


根据 | xe ±ia | = | x | < 1的要求，又利用 cos na 当 n 00 时不趋于 0 (参见 §5.4.5 的例题 
1中的证明)，可知收敛域为（―1， 1). □ 


习题 2864 写出函数/ ㈤ =奸工 的聰 数展开式. 


oo 


解（概要）类似丁•上题即可得到 


xsina 


I — 2 x cos a x 2 


x n sin na (\ x \ < 1). □ 


5.5.3 将函数展开为幂级数 II (习题2869-2896, 2901-2905) 

如上一小节开始所说，在这一小节中的许多习题可以用逐项求导或逐项积分方法 
求幂级数展开式，但这并非绝对.对许多题往往还有其他方法可用，特别是其中也有一 
些题可以很简申地求解.此外，这里除了幂级数相乘的习题之外还山现幂级数相除的习 
题，对于其合理性需要讨论. 

下面是逐项积分法的两个典型 例子： 求反正切函数和反正弦函数的幂级数展开式. 


习题2869先展开函数 /( x ) = arctanx 的导函数，然后用逐项积分的方法求其幂 


级数展开式.求级数 f 的和. 


解先写山 






+ X 2 




1 - x 2 + x 4 —— + (-l) n x 2n + 


且注意这个展开式的有效范围为开冈间 (-1,1), 它也是右边的幂级数的收敛域 
根据幂级数的性质，当 : r e (-1,1) 时可逐项积分得到 


f ( x ) = arctan x 


^ dt 

o 1 +亡 2 


£( f > i 广今 

n=0 


卜如 3 + 如5 + … + (-1< X <1). 


由予此幂级数于 : r 


土 1处为莱布尼茨型级数，因此用阿贝尔第二定理和 f ( x ) 




arctanrr 在[-1， 1] 上的连续性，可见反正切函数的上述幂级数展开式在[-1， 1] 上成立 • 


特别当0： = 1时就求得 t 

n=l 

2938). □ 


(—l) n 一 

2 n - 1 


I (参见 §4.2.6 的习题 2283 与 §5.6.1 的习题 


习题2870先展开函数 /( x ) = arcsinx 的导函数，然后用逐项积分的方法求其幂 


级数展开式. 


解用指数为-去的二项式级数（见表格 (5.15)), 将其中的 x 换为 -X 2 , 就可得到 


1 - X 


+ 士: r 2 + 吾/十…十 ( 2 ^ n ) n ™' 


x 2n + 


• • • 


(―1 < X < 1 ) 
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由沃利斯公式可见在端点 X = ± l 处通项 


r^j 




，因此两个级数均发散. 


在 x € (-1，1)时于 [0, x ] 上逐项积分，就得到 


arcsin x = x + 


i x3 


+ 


3 


40 


x 5 + … 



(2 n - 1)!! x 2n+i + 


(2 n )!!(2 n + 1) 


• • • 


(-1 < X < 1 ). 


由丁•在端点 : r = 处级数的通项为因此均收敛.利用阿 W 尔第二定理和 

f ( x ) = arcsinxffi [-1,1] 上连续，就知道反正弦函数的上述幂级数展开式在[一1， 1] 上 
成立. □ 

注利用数列极限^ = 1和柯西-阿达3公式，就知道幂级数在逐项求积和 
逐项求导时的收敛半径 g 然而对于端点来说，其收敛情况可能有变化.上述两个习 
题都是如此.由阿贝尔第二定理知道，这时的逐项积分和逐项微分的结论可总结如下 
(其中只写出右端 点)： 

OC 

命题 5.11 设幂级数 E 的收敛半径为正有限数凡 

n=0 


⑴若级数 t -^ rR ^ 1 收敛，则逐项积分公式 


0 


oo 

& 


t n 



a n t n dt=f2^ + 


o 


X 


n+1 


,x G ( 一 R, R) 


在 re = 只时仍然成立; 


(2) 若级数收敛，则逐项求导公式 

n=l 

oo oo oo 


a n x n = 去 ( a n x n ) = ^ na n x n_1 , x € {- R , R ), 


o 


o 


在 :r = 丑时仍然成立. 


习题2872 先展开函数 f ( x ) = ln(l - 2 x cosa-f x 2 ) 的导函数，然后用逐项积分的 
方法求其幂级数展幵式. 

提示利用 §5.5.2 的习题2863的展开式逐项积分即可，只是要根据参数 a 的不同 
情况讨论最后的展开式的端点情况 .口 


习题2873 利用各种方法，求下列函数的幂级数展 开式: 


( a ) f ( x ) = (1 + x ) ln(l - hx ); 


( b ) f { x ) 





( c ) f ( x ) = arctan 


2-2x . 

1 + 4 x ’ 


( d ) f ( x ) = arctan 


f + i arctan x 
2 x . 


2 — x 


2 


( e ) f ( x ) = x arctan x — In \/l 4 - x 2 ; ( f ) f ( x ) = arccos(l — 2 a : 2 ); 


( g ) / ⑻ 


x aresm x 


+ yjl - x 2 \ 


( h ) f ( x ) = x \ n(x + \/l + x 2 ) — y /\ + x 2 . 


提示除了其他方法之外，这里的每个小题都可以考虑用逐项积分方法 •口 
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第五章级数 


习题 2874( a ) 利用展开式 

f(x 4- / I ) - f(x) = hf，(x) + - g - r ( x ) + … + ⑷ (X) + … 

的唯一性，求函数 f(x) = 的 n 阶导函数. 


e 


解写出 


(x-f/i) 


e 


e 


(e 


2x/i+/i 


-1) 


e 


+ / i 2 ) + -~j-[2xh - f - / i 2 )2 + • • • + + / i 2 ) n + 


• • • 


收集右边的项的系数为 


e 


「㈣ 


n\ 



( n - 1)! 




2 



1 


( n -2)! 


C 2 n . 2 (2x) 


n — 4 



• • • 



然后乘以 n ! 就得到 


( e x 2 )(n) 


=e 


[(2 a:) n + n(n — l )(2 x ) 


2 



n(n — l)(n — 2 )(n — 3) 

2 ! 


( 2 x ) n " 4 + 


• • • 



其中方括号内各项的 （ 24 的指数相继减 2 直到降至 1 或 0 ®. 口 


注1本题介绍了通过泰勒级数求函数的高阶导函数的一种方法.就具体的答案而 
言，则与 §2.5.5 的习题1229有关，即复合函数/化⑷）的 n 阶导函数是 (k = 
l ,--- , n ) 的线性组合，其组合系数只与 if(x) 有关.本题的 if(x) = x 2 , 这就解释了本题 
的上述答案与《习题集》 §2.5 中的习题1230, 1231的答案的相似的来历. 


注2按照相同的方法，《习题集》的习题 2874( c ) 要求 / Or ) = a r ctan : c 的高阶导 
函数.其答案与 §2.5.5 的习题1218不同，后者的封闭形式对丁•某些应用（例如泰勒公式 
的余项佔计）可能更为方便. 


习题2880 若我们定义 

sinx = |；(-ir T |^ r) cosx = g(-ir-g r ， 

证明： 

( a ) sinx cos x = sin 2 x ; ( b ) sin 2 x cos 2 x = 1. 

注虽然本题只是级数乘积的练习题，但实际上可以从本题的幂级数定义证明得 
到三角函数的所有其他熟悉的性质（例如周期性）和公式.关丁•三角函数的各种定义方 
法以及它们之间的联系，可以参看专著 [261 的第 六章： 三角函数的解析理论 .口 

习题2881 写山函数 /(: r ) = 的幂级数展开式中的若干项. 

n=0 

分析本题涉及对幂级数取倒数.这在用间接法求幂级数展开式中是常见的运算 
之一.为此先以命题的形式介绍这方面的一个基本结果，然后再给出本题的解. 

①例如 （ e x2 )’ = 2xe x2 , (e x2 ) 7/ = (4x 2 + 2)e x2 . 
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命题 5.12 设函数 f ( x ) 在点 x = 0邻近可以展开为幂级数 


则其倒函数 



也可以在 x = 0 邻近展开为幂级数. 


〉: ，且 a 。 _ 0, 

n=0 


证（概要）本命题的一种证法是用强级数，见丨 34] 的命题14.4.4,这里将用级数代 
入级数的命题 5.10 给出证明. ^ 

为此不妨设恥=1，且定义 〆 : r ) = - Va n x n , 于是可将倒函数看成为 
》( y ) = 和2/ = 9( x ) 的复合.这时 Wy ) 在 (-1,1) 上可展开为幂级数 #0/) = 

OO 

^ 2/ m , 而又从 9 { x ) 的定义可知存在尺 > 0,使得贞: r ) 在 (- R ， R ) 上可展开为幂级数. 
iff ^(0) = 0,因此 §5.5.2 的命题 5.10 中的条件全部满足，从而所要的结论成立 .□ 


习题 2881 的解 按照级数代入级数的计算方法有 




X 


2 


3 



x 


3 


+ 0( x 4 )) 



T 


X 


2 


X 


3 


12 


24 


+ 0(x 4 ) 


习题 2890 M ? 用幂级数运算，求函数 / Or ) 





(arcsin x 
\ x 


⑷卿 4 ) 

-|) x 3 + 0( x 4 ) 

Y 的幂级数展开式. 


解函数 f ( x ) 在 a : = 0处用极限值1来定义.从表达式可见只要求出 g ( x ) = 
( arcsinx ) 2 的幂级数展开式后除以 a ： 2 即可. 

由于 arcsinx 的幂级数的收敛半径为1，因此在 a : € (-1,1) 时的级数为绝对收敛， 
从而用级数相乘就可肯定 〆 4在 (-1,1) 上可展开为幂级数.以下是具体的计算. 

然而并不必通过级数自乘来求这样的展幵式.计算 p (： r ) 在 x = 0处的所有阶导数 
的方法可能更容易一些.（与 §5.5.2 的习题2845中的解法类似 .） 

将 分 ( a :) 对 re 求导得到 g ’ [ X ) = 2 arcsin x - , 1 ---- • 将该式两边平方并改写为 

V 1 — X 2 

(1 -x 2 )[^(x)] 2 = 4g(x). 

将此式再对: r 求导，并约去 2g\x) 后得到 

(1 - x 2 )g n {x) - xg f (x) = 2 . 

用莱布尼茨公式求上式的 n (> 1) 阶导数，然后令 x = 0 代入，这样就得到了 〆 rr ) 在 
x = 0 处的高阶导数的递推 公式： 

分 (n+ 2 )(o) = n 2 g^ n \0) (n ^ 1). 

于是从 ^(0) = 0得到 = 0 (n = 1，2,…），又从 P 〃⑼ = 2得到 V 2 n )(0) = 

2[(2 k - 2)!!] 2 .这样就可写出 g ( x ) 的幂级数展开式 


( arcsinx ) 2 = 


2[(2 n -2)!!] 2 


2 n 


(2 n )! 


E 


2 2 n +1 ( n !) : 
(2 n + 2)! 


2 n +2 


除以 X 2 就得到 


arcsm x 


E 


2 2 n+l ㈣ 2 

(2 n + 2)! 


2 n 


用收敛性判别法可知这个展开式在[-1， 1] 上成立 .口 


习题2891将函数 f ( x ) = tanx 按变量 : r 的正整数次幂展开成幂级数，写山展开 


式（异于零）的前三项. 


提示本题用 tanx 


sin re 
cosx 


和幂级数除法即可求解.其结果与 §2.10.1 的习题 


1386相同.在那里还给出了多种计算方法供参考 .口 

注以下对函数 f ( x ) = tanx 的泰勒级数展开式作一些介绍.在 §2.10.1 的习题 
1382已经见到了伯努利数的生成函数（或称母函数） 


/㈤ 


， a ; # 0, 

x = 0. 


它在点 x = 0的幂级数展幵就是定义伯努利数的展开式（参考丨 34] 的 §7.2.3) 


/㈤ 


B 0 + -ypX-h 鲁 工 2 + 


• • • 


+ 


If 工 


其中 B 0 = l , 历=一^ 
下记否 n = (- l) n - 1 召2: 






务,万2 = - g ", -^4 = — ，…. 当 几为大 

2 n , 则它们都是正数，其中前几个为 

斋，瓦=去，瓦=如瓦=斋，瓦 


为大于1的奇数时 


0•以 




1 

6 " 


可以证明 tanx 的泰勒级数展开式为（参见 [34] 的例题 14 A 2): 


tanx 


E 


B n (2 2n - l)2 2n 


2 n-l 


其收敛域为 


(2 n )! 


X + JX 3 + J^X 


5 + 盖〜 


2^-x 9 + 0(x n ) 


(x -> 0), 


□ 


习题 2892 将函数 f ( x ) = tanhx 按变量 rr 的正整数次幂展开成幂级数，写出展幵 
式（异于零）的前三项. 


解 


本题从七一纖和幂级数除法即可解决.下面采用另一种施 


先导出双曲正切函数的幂级数展开与正切函数的幂级数展开之间的一个关系 


(见 [5] 的第十一章).利用 §3.1.8 中的公式 (3.9), 即 sinhx 
cos (- ix ) = cos ( ix ), 并假设正切函数的幂级数展开式为 




isin (— ix ) 和 coshx 


® 为此需要知道伯努利数的渐近公式否 n 〜请参考 [34] 的例题 16.2.3 和公式 (16.13). 
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tanx 


0,71 


x 


2n — 1 


则就有 


tanhx 


sinhx 

coshx 


isin (— ix ) 
cos (— ix ) 


itan (— ix ) = i a n (— ix) 2n 


i 2 a n (- l ) 2n - 1 - i 2n-1 . x 2n-1 = J 2{- l ) n ~ l a . 


X 


2n-l 


n 


于是可从习题 1386 的答案或者上一个习题2891的注写出本题要求的 答案： 

tanhx = x — - i - x 3 + -^- x 5 + 0( x 7 ) (x —> 0), 

而且知道 tanhrc 和 tanx 的两个幂级数展开式有相同的收敛域（- ff ). □ 


习题 2893将函数 f ( x ) = cotx - f 按变量 a : 的正整数次幂展开成幂级数，写山 
展开式（异于零）的前三项. ^ 


提示在 x = 0处作连续延拓得到/(0) = 0,以下也可用幂级数除法求解.这里只 
指山本题的幂级数展开式也需要伯努利数来表示（见 [34 j 的例题 14.4.2): 


cotx 


X 



B n 2 2n 2n-l 

9 JC 


n 


{ (2 n )! 




y x -45 


X 


3 


2 x 5 


945 


4 725 


x 7 + 0( x 9 ) (x —> 0). □ 


习题 2894 (欧拉数） 设 secx 的展开式写为以下形式 


secx 



En ^2n 


n=0 


(2 n )! 


求出关于系数仏的递推公式. 


解将上述幂级数和 COSX 的幂级数代入 secxcosx = 1中即可得到五 q = 1和 


Cl ^(- l) k Ek = E n - C \ n E n -i -h C \ n E n ^2 + • • • + (- l) n -Ko = 0 (n = 1，2, 


• • 


fc =0 


于是可递推得到前几个欧拉数为 

Ei = 1， E 2 = 5, E 3 = 61,^4 = 1385，五 5 = 50 521， 

且可写山正割函数的幂级数展开式为（见 [34] 的 §7.2.3 和 §14.4.3): 


secx = 1 + 士: r 2 + 毒"工 4 


61 x 6 


720 



277 X 8 


8064 



50 521 10 


3 628 800 


x 


+ 0( x 12 ) (x 0). □ 


习题 2895 (勒让德多项式的生成函数） 把函数 


/⑷ 


1 


VI — 2 tx + x 2 


(\ x \ < l ) 


展开成幂级数. 
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第五索级数 


解利用 m 


就有 


2 


的二项式 ( l + x )'2 - 的幂级数展开式（见 §5.5.2 的表格（5.15))， 


V^-y 


1 + 1 2 / + |y 2 + • • • + J^； )2 y n + 

\ ^rr m 、 l/i I i9 . r%\ m I ^ rv4 • 口 nm Z/iT 


• • • 


(M < ”， 


然后用 y = 2 tx - x 2 代入，可见当 |af + 2\ tx \ < 1 时即可用级数代入级数的方法得到关 


Tx 的幂级数展开式，其中《为参数. 


这样就可先写山 


/( 工) 


1 


y/\ — (2tX — X 2 ) 

1 + ~^(2tx - X 2 ) H- 音 (2tx - x 2 ) 2 + 


+ 


(2 n )! 


2 2 n ( n !) 


2 


(2 tx - rr 2 ) n + •. 


然后收集右边的项的系数.这时在上式右边能够生成0^的项为 


(2 n -2 A :)! 


2 2( n -川2 


(2 tx — x 2 ) 


n — A : 


( A ; = 0,1， 


• • • 


， m )， 


其中 m 取 n /2 或 （n - 1)/2 中的整数.由二项式展开可见上式中的: r n 项的系数为 


(- l ) fc (2 n -2 A ;)! 
2 n 2 n ~ 2k [(n - k )\] 2 

从而可得到 


c k n . k (2tr 


-2 k 


(- l ) k {2 n -2 k )\ 
2 n ( n - k)lkl ( n -2 k)l 


t n 


-2 k 


( A : = 0,1， 


， m )， 


f( X ) = f2 P n(t)x n , 


n =0 


其中的通项系数 Pn ( t ) 为如下表示的 n 次多 项式: 


m 


p n(t) = 5^(-1) 


k 


(2 n -2 k )\ 


k =0 


2 n (n — A ;)! k \ (n — 2 A :)! 


t n 


— 2fc 


其中 m 取 n /2 和 （n - 1)/2 中的整数. 

最后我们来证明这样得到的 P n ⑴就是在 §4.2.6 的习题 2300 ( 又见《习题集》的 
§2.5 中的习题 1227) 中已见过的勒让德多项式.为此只要先计算 

In ” = ^[ E (- D fc c ^— ]= -營^广' 


k =0 


然后再除以 2" n ! 就得到上面的 P n ( t ). 于是就有 


Pn ⑴ 


2 n n ! dt 


• - l ) n ] (n = 0， l ，2，...)， 


因此本题的 / Or ) 称为勒让德多项式的生成函数（或母函数) .口 

习题 2901-2905 是用逐项积分方法求函数£ /⑷ dt 的幂级数展开式 


习题2903将函数£ ^ dt 展开成幂级数. 

解这就是在 §4.11 的习题2545中出现的正弦积分函数 Si ( x ), 它是常见的非初等 
Pil 数之一（参见该题的附图).然而用逐项积分方法求它的幂级数展开式则毫无困难： 
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sint 


dt 


o 


购 - 1 )" 


t 2n 

(2n + l)! 


且知道此展开式在（- oo ，+ oo ) 上成立 .口 


习题2905 将函数£ ln ( H ) 展开成幂级数（写山四项) 


dt 


E (- D n 


2 n+l 


n =0 


(2n + l)!(2n+ 1 ) ， 


+1) 


解用幂级数除法即可将被积函数展开 如下: 


ln(l + t) 




-(i- 


誉 + 香 + 


o{t A )) 



3 



1 + y - 


12 


+ 


t 3 

T 

24 



誓 


+ 


⑷ 3 + 邠 4 ) 



0(t 4 ) {t 0). 


然后逐项积分得到 


tdt 


o ln(l +1) 






^)dt + o(f) 


X + 




fe + le + ° (a：5) (x ^ 0) 


根据命题 5.12 可以知道 M 后得到的幂级数展开式在 x = o 的某个邻域上成立 .口 


5.5.4 幂级数的若干应用（习题 2906-2920) 

这里包括以下三方面的内容： （1) 级数求和， （2) 微分方程， （3) 复数域上的幂级数. 
对于其中的 （2) 和 （3) 只给出一些说明，不再举例. 

(2) 是用逐项求导方法验证给定的幂级数满足某个微分方程（习题 2914-2915). 

OO 

(3) 是将柯西-阿达马公式 （5.11) 和 （5.12) 用于复数域中的幂级数 ^ a n ( z - a ) 2 , 

其中 a n (n = l ，2，...），\ a 均为复数，求出其收敛半径丑和收敛圆 \ z - a \ <及 （ 习 
题 2916-2920). 这里只指出，若收敛半径丑为正有限数，则其和函数在收敛圆的边界 
\ z - a \ = R 上必定有奇点①.知道这一点对于理解在实数域中的幂级数展开也是有帮 
助的.例如看以下展 幵式： 

OO 

= ^(- l ) n X 2n = 1 - X 2 + X 4 ——+ (- l ) n X 2n + … (-1 < X < 1), 

+ $ n =0 

左边的函数 Y ^2 在点土 1处都有很好的性质，为什么收敛半径却是1?将 X 换为复 

变量则就知道函数在土 i 处有奇点，因此其收敛圆的半径只能等于 1. 

1 + 

①公式 （5.11) 和 (5.12) 的推广，收敛圆的概念及其特征，包括奇点的定义等等都将在数学分析的后继课 
程——复变函数论——中学习，这里就不多说 r . 
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下面是用逐项求导和逐项求积方法求某些级数之和.由丁•求级数和将在下面的 §5.7 
中专门学习，因此这里只是较为初步的训练. 


习题 2906用逐项微分法计算级数 x + f f +…的和. 


解通过观察，可见逐项求导后的级数是容易求和的几何级数，于是可求解如下. 

首先确定该幂级数的收敛域为 (-1,1), 这就是其和函数 S { x ) 的定义域.然后就可 
在 (-1,1) 内对幂级数逐项求导得到 


S ； ( x ) = 1 + X 2 + x 4 H -= -~ ( 一 1 < ^ < 1)- 

1 — X 


又利用 5(0) = 0 7 就可通过求积得到 


5( x ) = 



S , ( t)dt = 




1 +艺 

T^t 


X 


0 



1 + X 
1 — X 


□ 


对幂级数的逐项求导可多次进行，此外在逐项求导后也可能得到微分方程（参见 
§4.10). 下面就是这样的一个例子. 


习题 2908用逐项微分法计算级数1 + | + 4 + •…的和. 


解1首先确定级数的收敛半径为 4-00, 于是其和函数 S (: c ) 在（- oo , + oo ) 上有定 
义.逐项求导得到 

S ’ (X) = X + 杳 + I + … • 

这似乎与原问题的难度相同.然而再逐项求导一次就发现回到了原来的级数，也就是得 
到了 一个二阶微分 方程： 

S n {x) - S{x) = 0. 

对丁•尚未学过微分方程的读者，可用凑微分法求解如下.先将上式乘以#，则得到 

e x [S ,, (x) — 5( x )] = [ eZS ^ x ) _ e x 5( x ) J , = 0, 

因此得到 e^ix) - 5( x )] = C ，其中 C 为待定常数.将它写为 5 ; ( x ) - S(x) = Ce~\ 

两边再乘以 e - ' 则有 

e-^ix) - 5( x )] = [ e - x 5( x )] / = Ce * 2x . 

丁•是得到 e~ x S(x) = -^Ce~ 2x -bC u 其中 G 是又一个待定常数. 

这样就确定出和函数的形式为 

S(x) = C 1 e x ^C 2 e~ x , 

其中已将 -+C 改记为 C 2 . 利用 5(0) = 1, 5^(0) = 0,即有 C ! + C 2 = l , - C 2 = 0, 
因此得到= C 2 = 于是最后的答案是 

S(x) = -^-( e x -f e -x ) = coshx . □ 

解 2 若回忆起 e 1 的幂级数展开式，则在解1中逐项求导得到 S f (x ) 的级数展开 

后，就可导出下面的一阶微分方程： 

5’( x ) + S(x) = e x . 
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将它乘以#就得到 [ e x S ( x)Y = e 2x , 因此有 

e x S { x ) = - i - e 2x + C , 

然后两边乘以 e -^, 并利用 5(0) = 1 即可得到与解 1 相同的答案 .口 

习题2909用逐项微分法计算级数 -^2 +^ 3+^4 + ••- 的和. 

提示将 x 乘此级数后逐项求导两次即可 .口 

习题2910用逐项微分法计算级数1 + ^ + |-| x 2 -f 1^1 x 3 +…的和. 

解 1 (概要）用沃利斯公式知道和函数 S ( x ) 的定义域为[- 1 ， 1 ), 然后按照《习题 
集》原有的提示，计算 （1 - x ) S f ( x ) 的幂级数展开式，即可得到关于 S ( x ) 的一阶微分方 
程，它不难求解 .口 


解 2 利用 ( 2n )!! = 2 n • n ! 和 
( 2n - 1 )!! = (- l ) n - 2 n - (^~ 


(- i -) 


(—i — 


n + 1 


可见这是二项式级数（参见表格 (5.15)), 于是有 


S ( x ) = (1 — x ) 2 (―1 ^ x < 1). □ 

解3记和函数为 5( x ), x G [-1,1) (见解 1). 本题的困难在于如何处理系数 
a n = (2 n - l )!!/(2 n )!!. 回忆 §4.2.6 的公式（4.9)，即可有① 


iL 

T 


cos 2n 6 d6 


( 2n - l )!! n 
( 2n )!! 2 


于是有 


S ( x ) 


JL 

o rT 

K Jo 


2 _ p 
71 Jo 


JL 


x cos 2 OdO + 


2 _ r 
K Jo 


T 


1 + x cos 2 6 + 


• • • 


⑽ + …+吾1:， 

+ X 71 cos 2n (9 + . • • c 


cos 2n OdO • 


这里的求和与积分交换顺序（即逐项积分）的合理性 在于： 以 x e (- 1 , 1 ) 为参数和以沒 
为变量的函数项级数 

1 - f - x cos 2 6 - x n cos 2n 沒 + • • • 

可以用 1 + m + • • • + + …为强级数，因此显然在 0 e [ o , 上一致收敛. 

以下完全是一点常规计算（参见 §3.4.3 开始的代换 介绍》 


S ( x ) 


2 r : 
^Jo 

2 r 


T 


JL 

T 


dO (/ \ 


1 — x cos 2 0 
d(tan^) 


(1 一 x) + tan 2 6 


(分子分母同乘以 sec 2 0 


arctan 


t an 汐 \ : 
1 — x / o 


T 




x G ( _ 1,1). 


® 用被积函数为 sin 2 n 0 的公式也可以，只是由于下面将要作代换 
函数更方便一点. 


tan ^, 因此不如用 cos 2n 6 为被积 
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最后利用阿 W 尔第二定理，由于于点 x = - l 处右侧连续，因此和函数 *500 的 
上述表达式在 hl ， l ) 上成立 .口 

习题2911 用逐项积分法计算级数 a : + 2 a: 2 + 3: r 3 + h . 的和. 

提示首先确定级数的收敛域为 (- 1 , 1 ), 即其和函数 S ( x ) 的定义域.然后将该和 
函数写为 S ( x ) = : rg ( x )， 求 g ( x ). □ 


5.5.5 幂级数在近似计算中的应用（习题 2921-2935) 

用级数的部分和来计算级数和的近似值，这里的主要困难就是余项佔计问题.这在 
§5.1.7 和 §5.2.2 中都已见过.前者是正项级数的余项佔计，后者的习题 2703( a ) 和 （ b ) 则 
是变号级数的余项佔计.在它们的求解中介绍了可以使用的主要方法. 

其中特别要回顾习题 2703( a )， 即对于莱布尼茨型级数的余项佔计.在那里已经 
证明，级数的前若干项之和与级数和之差（即余项)，其绝对值不超过弃去的第一项的 

OO 

绝对值，且具有相同的符号.具体来说，对丁•满足 6 n |0 的级数就有 

\ Rn \ ^ 6 n + 1 , 或者更准确一点，如《习题集》在 §5.2 的前言中所指 H 7 , 1 有 

Rn = 

其中 0 彡彡 1 . 

这样 简中的 余项佔计为使用莱布尼茨型级数作近似计算带来很大的方便.在本小 
节的许多幂级数的近似计算中都将利用这一点.然而如 §5.2.2 所示，在莱布尼茨型级数 
为条件收敛的情况下①，部分和的收敛可能非常缓慢.习题 2703( a ) 和 （ b ) 就是如此.为 
了误差小于 10 - 6 ,需要计算级数的前 10 6 项之和.这在实际使用上没有价值.在下面就 
会遇到这样的问题. 

本小节的习题有两类，第一类为习题 2921-2931, 其中包括数 e 和圆周率 7 C 的近似 
计算等.从题型来看，这些习题与 §2.10.3 中用泰勒公式作近似计算的习题1396等没有 
区别. 第二类是积分的近似计算，其中的问题与 §4.11 相同，只是本节所用的工具主要是 
幂级数. 

习题2921 利用牛顿二项式公式近似地计算於，并且佔计当只取展开式的前三项 
时的误差. 


解利用 ^8 = 2 ,就有 
^9 = 2(l + |) i 




3-8 


3 2 -8 2 


+ 


5 


3 4 -8 3 




® 莱布尼茨型级数也可能是绝对收敛的. 


• • • 
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由于从第二项起的二项式级数为莱布尼茨型（参考 §5.5.1 的习题 2820), 因此误差不超 
过第四项的绝对值，且与其同号，即有 

0 < 2 丑 3 < H « 0.000 241. 

3 兮 • 8 。 

计算前三项之和得到 * 

+ 5^"] ^ 2079861 » 

可见有 

2.079 861 < ^9 < 2.080102 ， 

因此我们取 M « 2.080, 其中的数字都是准确的. 

用计算器可以得到 M « 2.080084, 可见上述分析是正确的 .口 

注本题若用 §2 .10 的泰勒公式计算，并用拉格朗 H 型余项佔计误差，则可以得到 
相同的结果.参见 §2.10.3 的习题 1396(a) 对 ^30 的近似计算及其底注. 

习题2925 利用适当的展开式，计算 tan 9° 精确到 10- 3 . 


解 1 9° 按弧度制为 tc/20. 若利用 tanx 的幂级数展开式，则有 


tan 


K 

20 


K 


+ 3" 




从 §5.5.3 的习题 2891 的注知道这是正项级数，但并不知道其各项是否申调递减因此 
以下将利用 §2.10 的泰勒公式（而不是用泰勒级数）来佔计误差. T 是有 


tan 


20 


n 





+凡 1， 


写山余项尺4的拉格朗 td 型 形式： 


其中0<沒< 1, x = k/20. 

利用 §2.10.1 的习题 1386 的解 3, 已有 

tan( 5 ) x = 88 sec 4 x tan 2 x + 16 sec 6 a: + 16 sec 2 x tan 4 x, 


由于 tanz 和 sec:r 在 [0, tc /2) 上均为严格单调递增，不妨取 a ： = 30°来佔计上式，即可 
知它不超过22 (更为精确可佔计不超过 20). 于是就有 

0 < 丑 4 < 晉 • d) 5 。 I- 8 x 10' 5 - 

从而与上页底注（的不严格方法）相同，即只要取两项即可.于是计算得到 

tan ^-w + i*(-^) 3 - 0 158372 - 


® 在能够严格证明正切级数的系数单调递减时，则从第三项起的余项可佔计如下: 

K 音) 5 [ 1+ ( w ) 2+ ( 壶广+…] = 咅(壶) 5 . _ / V \ 

V 20 / 


« 1.3 x 1( T 5 , 


即已远小于10- 3 .因此只要求前两项之和.然而这个解法的严格化是困难的，虽然在习题2891的注给出了 
tanx 的完整的¥级数展开式，但即使用伯努利数的渐近公式也只能证明在 n 充分大时系数单调 递减. 
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将此结果与用计算器求得的 tan -^- « 0.158 384 作比较，可见己相当好（对于这个小角 
度只要取第一项就可以得到误差稍大于10- 3 的近似值 0.157). □ 

解2利用 tanz = 且当 | rc | < 1时，分子分母的展开式均为莱布尼茨型级 

数，就可以给出本题的另一个解法. 


对于分子分母上的误差影响，可以利用 

x-\- Ax _ _x = \y^x - x^y\ 〈 |Ax| + |Ay| 
y + y — \y(y-\- Ay)\ 、 \y(y-^-Ay)\ 5 


(5.19) 


其中利用了 |： r | < 1 和 | y | < 1，这对本题是成立的. 

对丁.分子 sin 泰= | • (泰/ +… ■ ，取第一项泰《 0.15708, 其误差 | △: c 

不超过第二项的绝对值皆 • 6.46 x 10- 4 . 

对于分母 cos f ， 取前两项之和1 一去 0.987663, 其误差1^1不超过第 
三项的绝对值4 . (-^-) 4 « 2.54 x 10_ 5 .而且知道 Ay 〉 0. 于是可以估计有 

0.987663 < cos < 0.987688. 

利用公式 (5.19) 就知道其误差已小丁 • 10- 3 ,于是可计算得到 



« 0.159041. 


□ 


习题2930利用等式 

-7- = 4 arctan 
4 

计算数 7C, 精确到 10 -9 . 


— arctan 


1 

239 5 


注1这就是著名的梅钦公式，它在圆周率计算的历史上起过重要作用.由于 
arctanx 的泰勒展幵式在0 < z < 1时为莱布尼茨型级数，因此公式中的两项都不难控 
制其近似计算中的误差.这方面可以参考在 [15] 的第二卷的410小节，其中用这个公式 
按照误差小于 10- 7 的要求作了计算. 


注2这里只对梅钦公式的推导作一点说明. 

记角4 = arctan ^ ,则用两次正切函数的倍角公式，即可得到 


tan 4 A = 


120 


这表明角 4 A 比45°略微大一点.再计算 



1 — tan 4 A __1_ 

1 + tan 4^4 — 239 


就可导出梅钦公式.类似的公式，即用两个或三个反正切项的组合计算 7 C 的公式有无穷 
多个⑷.其中最简单的可能就是 j = arctan j - + arctan j - ,但它对于圆周率的近似计 
算效率不高. 
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习题2931 利用公式 

ln(n + l) = lnn + 2 [^ r L T+3(2n 1 +i)3 + •••], 

求 In 2和 In 3,精确到10- 5 . 


注利用下列泰勒级数展开式（参见 §5.5.4 的习题 2906) 

ln T^f = 2 ( x + T" + T" + '")' 

mx = 代入就得到题设的公式.由于这是系数单调递减的正项级数，因此误差 

佔计不难. 


以下的习题 2932-2935 都是定积分的近似计算，但与 §4.11 中的思路不同，这里的 
工 具是幂级数.它的优点之一是不必计算有关的函数值，尽管计算量可能也不小.当然 
幂级数方法并不一定比 §4.11 的各种方法或其他数值积分方法更好. 

具体来说，如前面 §5.5.3 中的习题 2901-2905 那样，先将被积函数作幂级数展幵, 
然后通过逐项积分得到用于积分近似计算的幂级数.这时的误差估计与上面的习题 
2921-2931 完全相同. 

在习题2932中有12个小题，均为定积分计算，我们只看其中一个例子. 


习题 2932( h ) 将被积函数展开成级数，计算积分 


dx 


0 + 工 4 


,精确到 0.001. 


解 如习题2895那样用 m 




上逐项积分，就得到 


2 


时二项式 (1+ x ) 




的幂级数展开式并在[0，1] 


dx 


rl 


0 


VI 4- x 4 Jo 



E(-!) n 


(2 n - l )!! 

(2 n )!! 


An 


dx 


x 




,4n+l 


n=l 

oo 


4 n + 



o 




1 


4 n + l • 


对于最后得到的莱布尼茨型级数进行余项佔计，并利用沃利斯公式 （5.2) (见命题 


5.1), 就有 


\Rn\ ^ 


(2 n - l )!! 

(2 n )!! 


1 


4 n + 1 


4 ny/nn 


(n -> oo ). 


按照精度 0.001 的要求，用右边的渐近等式可计算得到最小的 


28,用通项的准确公 


式则得到 n = 27,差别不大®.总之需要计算相当多的项之和才能满足要求.这表明上 
述条件收敛级数的收敛速度太慢，不能满足实际计算的需要. 

至少有两个方法可以解决问题.第一个方法就是干脆不用幂级数展幵的方法来计 
算本题的积分.例如，用 §4.11 中的抛物线公式（即辛普森公式)，只要取 n = 4 , 就可以 


①当然这些都只是保证达到精度要求而对 n 的估计 . 在己知答案时，可以发现用 n = 18 已经达到要求 . 
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求山积分的近似值为0.927159,而用1^1^11^^求山的是0.927037,因此已经达到 
了要求.若用 n = 2,则得到0.931，误差约为4 x 10_ 3 . 

第二个方法就是用某种加速收敛的方法.例如，专门用 T 莱布尼茨型级数的加速收 
敛的欧拉方法，见 [5] 的§ 24 .这里从略 .口 

习题2933求一段正弦曲线 2 / = sinx (0 彡 x 彡兀）之弧长，精确到 0.01. 

注从 §4.6 的习题2453可知这相当于长半轴 a = V 2, 短半轴6 = 1的椭圆的半周 
长，因此与下一题的性质相同. 

对下面两题只给山解释，并指山还有哪些方法可用. 

习题2934椭圆之半轴为 a = 1及6 = +，求椭圆的弧长，并精确到 0.01. 

注这就是要计算积分 

n 

s = 4 \/1 — 0.75 sin 2 xdx . 

Jo 

其中 0.75 = k \ k = - 是椭圆的离心率.本题可以用二项式的泰勒级数展开式 

得到以 sin ^ 为变量的幂5数，通过逐项积分得到数项级数，然后佔计误差不超过 0.01 
时需要计算多少项.然而参考 §4.11 的习题就可以知道这里有许多其他方法可供选择. 
例如利用不等式佔计 

7 c(a + 6) ^ s ^ nV ^ a 2 + 26 2 , 

对本题只要计算山两边的值，再取它们的平均值，就得到 4.839. 将它与更准确的 
4.844 22比较，可见己满足 0.01 的精度要求了. 

5.5.6 补注 (习题 2897-2900) 

在这一小节中处理本节的一些理论性较强的习题，其中有的是新版中增加的. 

在讲解具体习题之前，作为准备工作，先复习几个有关的概念问题. 

(1) 幂级数与泰勒级数是什么关系？ 

若 f ( x ) 于点 x = a 处有任意阶导数，则称级数 

71=0 

为函数 f ( x ) 在点 a 处的泰勒级数.显然，泰勒级数是幂级数 • 

反之，若给定幂级数£ a n (x - a ) n , 且在点 a 的一个邻域 Os ⑷0〉 0) 上收敛, 

则在教科书中都利用幂级逐项求导性质证明，其和函数 S ( x ) 在点 x = a 处的导数 
/ ㈤ ⑷= a n n ! (n = 0,1，… ）• 因此收敛半径大于0 (包括为正无穷大）的幂级数是泰勒 
级数，或者更确切地说，是其和函数在中心处的泰勒级数. 
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然而在不少书刊中给出了下列结论的证明，任何给定的幂级数，即使只收敛于中心 
一个点（即收敛半径等于 0), 也一定是某个函数的泰勒级数（例如见 [34] 的命题 14.4.2). 

于是可以在这个更广泛的意义上说，幂级数也一定是泰勒级数，将函数展开为幂级 
数即是展开为泰勒级数. 

(2) 泰勒公式与泰勒级数的区别. 

对照 §2.10 开始列出的泰勒公式的表格与本节的表格 （5.14) 和（5.15)，即可看出两 
者的不同. 

首先，泰勒公式是一个多项式（称为泰勒多项式）与一个余项之和，只有有 限项； 而 
泰勒级数是无穷级数，即无限项之和（在恰好只有有限个非零系数时则为多项式). 

其次，若函数 f { x ) 在点 x = a 处有直到 n 阶的导数，即可写出其泰勒公式.即使 
f ( x ) 在该点只有一阶导数，也有无穷小增量 公式： 

f ( x ) = /⑷ + /' ⑷ (x — a ) -h o(x — a ) (x -> a ). 

而当 f ( x ) 在区间 ( a , x ) (其中允许 x < a ) 上可导时则有有限增量 公式： 

f ( x ) = /⑷ + f r {a -\- 6 {x - a))(x - a ). 

它们分别是最低阶的带佩亚诺型余项和带拉格朗 H 型余项的泰勒公式. 

然而，要写出 f ( x ) 在点 a 处的泰勒级数，就必须要求/在该点有所有阶的导数. 
再从公式有效的范围来看， 若 f 在点 a 的一个邻域⑷内有 n 阶导函数，则其 
泰勒公式在此邻域内即成立，即使这个邻域很大，其至5 = + OC 也可以.然而，即使/ 
在（- oo ，+ oo ) 内处处无限次可微，也不能保证其泰勒级数有正收敛半径，而且在有正收 
敛半径时，其收敛域与/的定义域之间也没有普适的联系.例如 f ( x ) = —^- 2 -在点 

x = 0 的泰勒级数的收敛域为（-1，1)，而/却在 (- oo , + oo ) 内处处无限次可微.（在前 
面己经指出，这个问题只有到复数域上研究才能清楚 .） 

(3) 泰勒公式与泰勒级数的 联系. 

若函数/在点 x = a 无限次可微，则如前所述就可以写出泰勒级数 

f { x ) = /⑷ + f \ o){x — a ) + ^ ^ (x — a) 2 + . • • + - n1 ( a ) (x - a) n + … • 

然而它还只是一个形式记号.仅当以下几个问题解决后才能知道这个泰勒级数有什么 
用处. 

( a ) 这个级数的收敛域 J 是什么？（若其收敛半径为0 ,则收敛域/ = { a }, 这个级数 
没有什么用处这个问题可以用柯西-阿达马公式或其他公式来解决. 

( b ) 若记上述泰勒级数在收敛域上的和函数为则一个重要的问题 就是： 是否 
在/上成立 S ( x ) = f { x ) l 只有在此等式成立时，我们才能说 f ( x ) 可展开为幂级数. 

这方面的典型反例就是在 §2.5.5 的习题1225中的 函数： 

^0, a; = 0. 

由于在 x = 0 处该函数存在无限阶导数，而且全都等于0,因此 f ( x ) 在点 x = 0 当然存 
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在泰勒级数，且具有无穷大的收敛半径.可是其级数和 S ( x ) = 0 ,因此在时泰勒 
级数的和 S (： c ) 与 f ( x ) 毫无关系. 


如果将这个函数乘以任意常数后加到其他可以在 


0 的某个邻域内展开为幂级 


数的函数上去，则就可以知道，存在无穷多个函数，它们与自己的泰勒级数除了在 : r = 0 
点处相等之外，没有任何关系. 

解决问题 （ b ) 的一个方法就是利用 §2.10 中的泰勒公式的余项 Rn ( x ). 若 f 丁•点 a 
无限次可微，则对每一个 n 都成立 

f( x ) = /⑷ + /’⑷ ($ — a ) + ~2\^ — a ) 2 + …+ f 」 a ) ( x — a) n + Rn(x). 


n \ 


这可不是形式记号.对任何 x + a 、 若上述公式对此 x 和所有 n 有意义，且有 

lim Rn ( x ) = 0, 

n->oc 

则在这样的点: c 处，函数值 f ( x ) 就与其泰勒级数在该点的级数和相等，也就是说在该 
点/可展开为泰勒级数. 

如前面的许多例子所示，余项 i ? nOr ) 的处理往往相当困难.这里佩亚诺余项根本没 
用，而要写山拉格朗 bl 型余项（或者其他类型的余项）则要求山函数/的所有阶导函数， 
这往往做不到.因此这种“直接法”有效的范围不大，而在大多数情况下我们都是依赖于 
间接法来解决函数的泰勒级数展开问题. 

这里特别可以冋顾 §5.5.2 的习题 2845, 即展幵函数 f ( x ) = sin(/iarcsinx), 和 §5.5.3 
的习题 2890, 即展开函数 /Or) = ( arcsinx ) 2 .其中利用某些理论性的命题保证它们 


的泰勒级数展幵式成立，然后则通过高阶导数计算写出所要求的泰勒级数.这样既避免 
了余项讨论，又避免了间接法中可能的复杂计算. 

最后还可以指出，阿 W 尔第二定理在解决收敛域端点处的展幵问题特别方便，其优 
点就是因为从级数收敛就使得展幵式成立，这对于收敛域的内点是不能成立的. 

下面给出几个证明题的解答.其中有几个给出了保证函数能够展开为泰勒级数的 
附加条件. 


习题2897 若级数^ 


有收敛半径 i ^， 而级数 E b n x n 有收敛半径丑 2 ,则 


级数 


⑷ y^(g n 土 b n ) x n ; 


( b ) ^ a n b n x 


的收敛半径丑是怎样的? 


解⑷取 R' 


min { R u R 2 }, 则当 M <丑 min 时两个级数都收敛，因此逐项相 


加或相减得到的级数 ^( a n ± b n ) x n 也收敛.由此即可知道它们的收敛 半径丑 满足下 


列不 等式: 


丑 > 丑 min = niin{/?i 7 ^2}• 
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进一步还可 以问： 上述不等式是否成立等号？ 

若坧# 丑2 ,则确实如此.用反 证法. 不妨设0 彡丑 i <尺 2 ,即 R min = R x ,且设 

OO 

y^(fln + bn ) x n 的收敛半径丑 > 丑 1 ，这时可取点: r 满足 i?i < | x | < min { R , i ? 2 }, 从而 


使得 E a n x n 发散，同时 E 6 n a: n 和 ^( a n + b n ) x n 都收敛.然而这时从 


0 


0 


0 






y^[(an+6 n ) - b n )x n = Yl^ an + bn ^ xTl ~ ^2 bnX 


可见左边的幂级数也收敛，引出矛盾. 

OO 

对于级数 J ]( a n - b n ) x n 的讨论是类似的，从略. 


然而当及 


丑 2 时 ，丑〉 R min 确实可能发生. 


个平凡的例子就是 


+ 


0 (n = 0, l ,2,---). 其他非平凡的例子也不难举出. 

( b ) 用柯西-阿达马公式，并引用 §1.2.6 的习题 132( b )， 即有 

lim | a n 6 n | ^ lim | a n | • lim |6 n |， 

n_>oo n—>oo n—►oo 

T 是就知道级数 £ a n b n x n 的收敛半径丑满足不等式 



瓦\ W 瓦 


T * 是得到丑> R1R2 - 


容易看到这里出现严格不等号是可能的.例如设有 a 2n _! 


0(71 






). 因此无论原来的礼 ，尺 2如 


b 2n = 0 (n = 0, 1，2 , • •.）， 则就得到 a n b n = 0 (n = 0, 1, •. • ). 因此无论原来的 ， 只 2 如 

何，总会得到丑 = + oc . 

如 [35] 的附录 A 所示，由于习题 132( b ) 的上极限不等式必须在右边不是0 • oo 时 
才能成立，因此还会出现更为复杂的情况.例如设 


C n 


b n = n np j n = 1，2, 


其中取 C 〉0, p 〉0,则丑 i = + 00 , R 2 = 0. 由于 a n b n = [ Cn^~ l Y (n = 1，2 , ...）， 只 
要取适当的 C 和 p , 就可以使得收敛半径丑取到任何非负实数和 + oo . □ 


习题 2899.1 证明：若 f ( x ) = ^ a n : r n 且 \ n \ a n \ < M (n = 1,2 
常数，则： （1) f ( x ) 在任一点 a 处无 微； （2 ) 下述展开式 成立： 


) ，其中 M 为 


/㈤ 


’( - a ) n (卜 1 < +°°)_ 


解1 (1) 利用条件卜„| < $•和 W （见 §1.2.7 的习题142或者用斯特林公 

71 • G 

oo 

式)，即可通过柯西-阿达马公式推出幂级数的收敛半径为丑= + OC . 由幂级 
数的逐项可导性质就知道 /( x ) 在（- oo ,+00)1 无限次 可微. 
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(2) 用 : r = (x - a ) + a 代入 f ( x ) 的幂级数展开式中就得到以 a 为中心的展开式 


f ( x ) = [ a n [(x - a ) + a ] 


^a n ^C^a^(x-a) 


71=0 


n=0 k=0 


f2(f2C k n ana n ~ k )(x-a) k . 


k=0 n=k 


根据幂级数展开就是泰勒级数展幵，证毕 □ 

oo 

注本题之 （2 ) 可推广到更一般的情况，即若对某个丑〉0, f ( x ) = 在 


71=0 


(-- R , R ) 上成立，则对每一个点 a e (- R , R ), 可以证明在 | x - a | < R -\ a \ 上成立 


f ( x ) 




E ^( X - ar . 

n=0 


若 f ( x ) 于某点的邻域中可展开为泰勒级数，则称 f ( x ) 于该点解析.于是已经证明 
在展开式成立的邻域内（无论此邻域有多大） f ( x ) 处处解析. 

解2对于 （2) 也可以直接证明如下. 

写出 f(x) 在点 a 的泰勒公式，对其余项 Rn(x) 用拉格朗 U 型的余项形式： 

/(^) = E 41^( …) k + - a) n+1 . 


k =0 


(n + 1)! 


其中 （在: c 和 a 之间. 


为了佔计余项，对 f ( x ) 在点 a 的泰勒级数在 (一 R ， R ) 内逐项求导得到 

OO 

f ⑻ ( x ) = a n • n(n — 1 ) … (n — /c + l ) x n - k . 


n=k 


然后可以根据条件 \ n \ a n \ ^ M 估计得到关于所有非负整数 A : 为一致的估计 


E 


(n 


M 


\ x\ n ~ k 


E 

71 = 0 


X 


Me 卜 1 


于是就有余项 估计： 

\ Rn ( x )\ 


/ (n+1) ⑹ 

(n + 1)! 


(x — a ) 71 


+1 | ^ Mehl+N • |x-a | n+1 




( n + 1)! 


可见对于每一个 x 都有 lim = 0 ( 利用 § L 2.2 的习题 61). 这样就不仅证明了 

n—>oo 

f ( x ) 在点 a 可展开为泰勒级数，而且该级数的收敛半径也是 +OC. □ 


习题 2899.3 (伯恩斯坦定理) ②设 f ( x ) e C (°°)[— 1，1]，且当 ： c G [-1,1] 时 
/ ㈨ ⑻ 彡0 (n = 0 , 1，2 ,… ）• 证明： 函数 f { x ) 在区间 (-1,1) 内可展开为幂级数 

OO 

f ( x ) = ^ a n x n . 

n=0 

OO 

① 不难直接对 f ( x ) 的幂级数展开式逐项求导而得到 /( fc )( a ) = Y 1 C n a n a n ~ k , 只是这一步计算可以 

n=k 

不必做. 

② 参见美国数学月刊的第90卷（1983)， 130-131 页. 



§5.5 幂级数（习题 2812-2935) 


解写出/(0：)的泰勒公式 


/⑷ 


/⑼ + /’( O)x + / 2 (! 0 )工 2 + 


• • • 


+ ^^ + 灿)， 


其中的余项/有各种不同的形式.在 §2.10 中已经出现佩亚诺型余项和拉格朗 H 型 
余项.然而对本题来说，我们还需要更为有力的积分型余项. 

为此只需要注意从余项的定义就有 id fc ) (0) = 0 ( A : = 1,2,…， n ) 和 / d n +1) ( x ) = 

然后如下分部积分即可 得到： 


w ^ 

Rn{x) = f{x) - 


/㈨ (0) 


k =0 


k\ 




(t- + £ K(t){x -t)dt = £ K(t)(x-t)dt 

If Kmx 一 # = … = 士 £ R^\t)(x-trdt 




在最后的积分式中作代换£ = ua :， 当（从0到 x 时， u 从0到1,即得积分型余项 

Rn{x) = x ^ y( n + 1 )( ux )(l — u) n du . 

由题设条件知道每一个 f { n ) ( x)(n = 0,1,.*.) 都是争调递增函数，因此就有 

几 + 1 fl /一 • n \ ^ I — _ 一 II — ^ . v 


从0到1，即得积分型余 项为: 


0 ^ Rn{x) ^ 


n ! 


1 f ^ l ) { u )( l - u) n du 
. 0 


n+1 


尺 n ⑴. 


又从 


/a) = E 


/ ㈨ ⑼ 


k \ 



尺 n ⑴ 


k=0 


和所有的 /( fc )(0)>0 (fc = 0, l ， 


• • • 


， n ) 可推出 0< i ^ lK /( l ). 


这样最后就得到 


Rn ( x ) 


Rn { x ) 


0. 这即表明 /( re ) 在 [0,1) 上可展开为幂级数 


J 2 利用幂级数收敛域的对称性，这个展开式在 (-1,1) 上成立 .口 


注在积分型余项中不出现难以估计的“中值”（《或若用拉格朗 H 型余项，则 


有0<0<1，使得 


Rn ( x ) 


/(㈣㈣ 
(n + 1)! 


n+l 


然而其中的0与: T 有关，因此从以上的余项表达式难以推山 Rn ( x )^ x ^ Rnil ) 


习题 2900证明••若 ： l)a n 彡 0, 2) 存在 lim Va 

x— 0 」 

n=0 


& 则 E 


R 


S 


解 


E 


至少在区间 （-尺，丑） 上收敛.将级数的和函数 


记为 S ( x ). 若该幂级数的收敛¥径大于丑，则 S ( x ) 于点 x = R 处连续，不必再讨论. 
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若该幂级数的收敛半径恰好就是题设的尽且级数于点 x = R 处收敛，则从阿 
贝尔第二定理可知，幂级数在上一致收敛，因此 5(4 于点 丑处左 连续，即有 
S ( R )= lim 因此结论成立.于是以下只要证明该幂级数在 : r = 处收敛. 

x^-R-0 

从系数非负的条件 （1) 可知， S ( X ) 在区间 [0, 丑） 上严格单调递增.于是从条件 （2) 
可知，在区间[0,丑）上成立不等式 S ( x ) ^ S . 

从条件 （1) 又可见对每个 x € [0,丑)，部分和序列 S n ( x ) 关于 n 为单调递增，因此就 
知道对于每个非负整数 n 和每个 x e [0, 丑） 成立不等式 

S n ( x ) = a 0 -f aix + … + a n x n ^ S ( x ) ^ S . 

在上述不等式中令 x -^ R -0 , 就得到 

S n ( R ) = a 。+ a\R + •. • + a n R n $ S . 

然后利用部分和数列 S n ( R ) 关于 n 单调递增，就可知级数于点 x = R 处收敛 .口 

注这里涉及与阿贝尔第二定理的结论有关的反问题，即当和函数 S ( x ) 于点丑处 
有左侧极限时，幂级数于点 x = R 处是否一定收敛？ 

由本题可见，当幂级数的所有系数非负时，上述反问题的答案是肯定的. 

然而在没有附加条件时，上述反问题的答案可以是否定的.例如下列最常见的几何 
级数就是如此. 一 方面在 (-1,1) 上有 

下 4 — = 1 — x -f x 2 — - h (― l) n x n H - ， 

1 + 2 ： 、 ’ 

同时还有 lim :备，然而上述级数在 a : = 1处发散①. 

m—o 1 + x I 

对于上述问题已经得到许多结果，统称为陶伯定理，其中较简单的一个见 [34] 的命 
题 14.3.4. 


①有趣的是，如果考虑发散级数在某些特定意义下的和，例如 C es k 0 和，则上述级数在 Z = 1处的和确 
实为 I . 关于这方面的内容可以参考[34】的 §13.5.2 的第二组参考题 18-22, §14.5.2 的第二组参考题10,和 

§15.2.3 的 Fourier 级数的 Ces ^ ro 和.在本书的 §5.11.2 的习题3134即是发散级数的 Ceaaro 求和的一个重 

要应用. . 


§ 5.6 傅里叶级数（习题 2936-2985) 
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§5.6 傅里叶级数（习题 2936-2985) 


内容简介 本节的习题主要是将周期函数展开为傅里叶级数的计算题，此外还有 
关于傅里叶系数方面的一些理论题. 

在 [15] 的第三卷中的最后两章都是贡献给傅里叶级数的（即老版中译本的三卷三 
分册).一个较为简短的介绍则可见 [34 j 的第十五章. 

在自然界中有许多呈现周期性的现象.周期函数就是描述周期现象的数学概念，而 
傅里叶级数则是研究周期函数的最基本工具.其基本思想就是将周期函数分解为有限 
个或无限多个正弦函数和余弦函数之和.以周期 2 tc 的情况为例，这就是要将周期为271 
的函数分解为下列三角级数之和 

OC 

( a n cos nx -1- b n sin nx ). 

n=l 

仿照在一些应用领域（例如声学、光学和电学等）中的习惯，可将 n = 1 的 a lCOS x + 
b \ sinx 称为 一 次谐波（它可以写为 Acos{t p )), 将 n = 2 的勿 cos 2 x -f 62 sin 2x 称为 
二次谐波等等.在电学中又常将第一项 f 称为直流项. 

这样的分解是否可能？如果可能，其中的 系数 〜 （n > 0 ) 和 6 n (n > 1 ) 如何计算? 
这就是傅里叶级数理论中的基本问题. 

在做习题之前先复习几个基本概念.为简明起见，以下经常以周期 2tc 的傅里叶级 
数为主，然而其中的内容对于一般的周期为 2Z (/〉 0 ) 的傅里叶级数也成立. 

傅里叶级数是在 §5.5 的幂级数之后的另一类重要的函数项级数，它有许多与幂级 
数不同的独特性质.从本质上看，这来自于三角函数系 


{1， cos : r ， sinrr , … ， cosnx ， sinnx ， … } (5.20) 

的正交性.这里的正交是指该系中任何两个函数的乘积在冈间卜71，1 (或其他长度为 
271的任意区间）上的积分等于0: 





sin nx cos mx 
cos nx cos mx dx = -^ 

sin nx sin mx dx = 4 - 



[ sin(n — m)x + sin(n + m ) x ) dx = 0 ; 
[ cos(n — m)x -h sin(n -f m ) x ] dx = KS nrn ; 
[ cos(n — m)x — sin(n + m ) x ] dx = nS nrny 


其中用了克罗内克符号心 m = 



0 ， n # m ， 



在傅里叶级数理论中还常用一个专用记号〜.按照 定义： 在公式 


/㈤ 


Qq 

T 


+ ^(a 


cos nx - f - b n sin nx ) 


( 5 . 21 ) 


①按照习惯将其中的常数项写为 i ， 这使得公式 （5.22) 对 a n (n = 0,1， • ） 具有统一的 形式. 
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中，它只告诉我们右边是左边的函数 /( rr ) 的傅里叶级数，即 a 0 ， a n , b n (n = 1，2 ,...)是 
按照欧拉-傅里叶公式 



bn = 



f ( x ) cos nx dx (n 彡 0)， 



f ( x ) sin nx dx (n 彡 1) 


(5.22) 


计算得到的两个数列.至于右边的级数的收敛域是什么，以及在收敛的点处其级数和是 
否等于/在该点的值（即函数/在该点是否可展开成傅里叶级数)，都需要另行研究. 

如教科书所示，公式 (5.22) 的数学推导建立在两个“如果”的基础之上： （1) 如果已 
成立下列等式① 


cos nx + b n sin nx ), 

(2) 如果右边的级数在 [-7 C , 71] 上一_敛（也就是在 (-00,^00 ) 上一致收敛).这时 
其和函数 f ( x ) 处处连续，且可以在 [-7 C , K ] 上逐项积分，而且在乘以 cosk 或 smix 

= 1，2，〜》)之后也同样可以逐项积分这样的计算就提供了欧拉-傅里叶系数的公 
式 (5.22). 

傅里叶级数的定 义为： 系数由欧拉-傅里叶公式 (5.22) 表示的三角级数称为/(4的 
傅里叶级数，并记为 (5.21). 这里已经抛开了上述两个“如果”. 

然而，回顾以上推导，则实际上已经证明了下列结论： 


命题 5.13 在（- oo ，+ oo ) 上一致收敛的三角级数 


Qq 

T 



+ y^( a n 

n=l 


cos nx 


■f b n sinnx ) 


必定是其和函数的傅里叶级数®. 


容易看山，由于三角级数的每一项都是周期271的周期函数，因此在（- oo ，+ oo ) 上 
一致收敛等价于在任何一个长度 27 C 的区间上一致收敛.又从函数项级数的理论可知, 
如果三角级数的和函数有不连续点，则就不可能满足上述一致收敛的条件. 


5.6.1 傅里叶级数的计算（习题 2936-2974) 

习题2936 将函数 /&) = sin 4 x 展幵成傅里叶级数. 

解 1为便于积分，可先将 sin 4 x 展开为倍角函数的代数和（例如见 §3.4.1 的习题 
1991 的解 2 ): 

①这里隐含 f ( x ) 是周期 27 U 的周期 函数. 

® 只要用柯西一致收敛准则就可证明，若将在集合 A ： 上一致收敛的级数的每一项乘以在 X 上的某个有 
界函数，则所得到的级数仍然在久上一致收敛. 

® 这里提请初学者注意，与幂级数和泰勒级数的等同关系（见 §5.5.6 之 （1)) 不同，存在不是傅里叶级数的 
三角 级数. 参见 [34] 的 §15.2.6 中的例题 15.2.4 后的讨论以及命题 15.2.11. 
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sin 4 


-^-(1 — cos 2 x) 2 = j(1 - 2 cos 2 :c + cos 2 2 x ) 


T 


♦ cos 2 x + -^-(1 -h cos 4 x ) = - g - — cos 2 x + 音 cos Ax . 


然后用欧拉-傅里叶公式 (5.22) 计算 f ( x ) 的傅里叶系数.利用正交关系就有 


do 



f ( x ) dx 


T 


a 2 



f ( x ) cos 2 a : d : 


2 ， 


G4 



f ( x ) cos 4 x dx 


8 • 


而所有其他的傅里叶系数都等于 0. T 是即得到 /( rr ) 的傅里叶级数展开式为 


/⑻ 


sin 4 x 


去 cos 2 x + 去 cos 4 x . □ 

L o 


解 2( 概要）如命题 5.13 所示，在将 /(: r )= sin 4 z 展开为倍角函数的代数和后，由 
丁•它只有有限项，因此作为级数必定一致收敛，从而就可以肯定它就是 f ( x ) = sin 4 a : 的 
傅里叶级数 .口 


习题2937三角多项式 


P n ( x ) = y^(at cos ix + Pi sin ix ) 


t=0 


的傅里叶级数是怎样的? 


解1 (直接计算）这就是用欧拉-傅里叶公式 （5.22) 计算 P n ( x ) 的傅里叶系数.然 
而我们不要将它看成为一个纯粹的计算问题.注意到 Pn{x) 就是正交系 (5.20) 中的前 
(2 n + 1) 个元的线性组合，因此可以从正交关系来理解下面的计算. 


首先计算傅里叶系数勿 如下: 


ao 



Pn(x)d ： 


n 

cos ix Pi sin zx)j = 2 ao 


这个结果当然可以逐项积分得到，但我们可以将它解释成为在正交系 (5.20) 中的第一 
个元（即恒等于1的常值函数）与所有其他元的正交性所致. 


类似地可计算其他傅里叶系数 a k ， h ( k 彡 1) 如下: 


dk 



P n ( x ) cos kx dx 




0 , 


k > n \ 


b k 



P n { x ) sin kx dx 


Pk, k 

0 ， k > n 


其中当 / c > n 时 afc = 6 fc =0 就来自于 cos to 和 sinh 与 P n ( x ) 中的每项都正交所致 • 
从以上计算可见 P n ( x ) 的傅里叶级数就是它自身： 
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Pn(x) 


k cos kx + bk sin kx ) 

k=l 
n 

= a 0 -f y^(afc cos kx -f ^ sin kx ) = P n ( x ). 

k=l 



□ 


解 2 作为命题 5.13 这个一般性定理的特殊情况，由于本题的三角多项式 Pn ( ㈨ 只 
有有限项，因此在（- 00 ，+ 00 )上的一致收敛条件成立，从而 PnOrO 就是自身的傅里叶 
级数.详细一点来说， Pn(x) 中的常数项邱就是傅里叶级数的常数项而％和 ft 
(i = 1 ， 2 , • • • ， n ) 就是傅里叶系数叫和\ (i = 1 ， 2 ,…， n ). 同时所有 T 标大丁 • n 的傅里 
叶系数都是 0 . 因此尸 n ( x ) 就是自身的傅里叶系数 .口 


习题2938将函数 f ( x ) = sgnx (-n < x < n ) 展开成傅里叶级数.绘出函数的图 
像及其傅里叶级数之若干部分和的$像. 

利用展开式求莱布尼茨级数£ (: 1 ):; 1 的和. 


解由于在区间（一 tc ，7 C ) 上 sgn:r 是奇函数，因此所有的 ci n = 0(n = 0 , l ,...). 然 


后对 n = 1 , 2 , • • • 


可计算得到 


n 



f ( x ) sin nx dx 



n 


cos nx 




n 为偶数, 
n 为奇数. 


由于 /( x ) 在不连续点 x = 0 处满足 

/(0)= 遽 ， 

且在连续点处为局部常值，因此/( X )在（- 7 C ，7 C ) 上处处可展开为其傅里叶 级数: 


sgnx = 



IE 




sin ( 2n — \)x (— 7C < x < n ). 


(5.23) 


在下面的附图 1 中作出了前四个部分和 函数乂 (: r ) (n = 1,2,3, 4) 的图像，从第二个分 


图开始，用两条虚线曲线表示上次的部分和函数与新增加的级数项的图像. 

在附图2中，用虚线作出了 f ( x ) = sgnx (-7 C < x < k ), 又用虚线曲线作出了前五 
个部分和函数 Snb ) ( n = 1,2,... ,5) 的图像，用粗黑曲线作出了 s 6 (x). 

用 x = f 代入展开式（5.23)，由于 


sin 


( 2n - l)f 


= sin ( n 兀- I ) = (- l ) n_1 , 


于是就求出了莱布尼茨级数之和（已见于 §4.2.6 的习题2283和 §5.5.3 的习题 2869): 



注由于函数 /( x )= sgnx 及其周期延拓有不连续点，因此尽管 f ( x )= sgnx 的傅 
里叶级数在（- K ，7 C ) 上处处收敛，然而一定不一致 收敛. 不仅如此，从附图 2 中还可以初 
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习题2938的附图2 


步看山傅里叶级数在和函数不连续点附近的吉布斯现象.对 于本题 来说，即不仅有（回 
顾 §5.4.2 的习题 2741) 

lim { sup \ f ( x ) - S n ( x )|} # 0， 

7l ~^ oc — n < x<n 

而且有 

lim { sup |/( x ) — 5 n ( x )|} = s ^ nx dx — 1 « 0.178, 

n - -7C<X<7C 71 Jo x 

其中的极限值是吉布斯现象中的普适常数.关于吉布斯现象的简要介绍见 [34] 的例题 
15.2.1, 更详细的分析见 [15] 的第三卷的 700-701 小节. 


习题2939 在区间 （0,2 Z ) 内将函数 f { x ) = 
其中 A 为常数. 



0< X <1 ' 展开成傅里叶级数, 

I <x <21 




解（间接法）代替直接用欧拉-傅里叶公式 （5.22) 计算系数，可以用间接法计算， 
即利用习题2938的已知展开式来得到本题要计算的结果. 

由于所求的傅里叶级数有周期 2 Z ， 因此若将 /( x ) 在(-/,0)上定义为 f { x ) 三0 ,而 
在 (-1,1) 上将其展开，则所得的傅里叶级数相同. 

联系这样的 f ( x ) 与 sgnx 的图像，就可以发现本题的函数与 sgnx 的关系为 


/( 工) 


A 


(1 + sgn 


KX 


)( — 1 < X < l,X ^ 0), 


从而得到所要的傅里叶级数展开式: 


/ 0 ) 


A 

T 


oo 

卜告 E 


sin (2 n — 1) 


nx 


2 n - 1 


A 


+ 


2 A 


OO 


E 


sin (2 n — 1) 


KX 


2 n 


(0 < X < 21). □ 


注在本节的习题中主要是计算傅里叶级数.然而这并非只是用欧拉-傅里叶公式 
作积分计算.正如泰勒级数展幵式中的间接法那样，也可以用间接法求傅里叶级数.这 
在 [36] 的 §18.2 的练习题1中就可以看到.当然为此需要知道几个最为基本的傅里叶展 
开式，例如除了习题2938外，下面的习题 2940-2941 的展开式也是基本的.此外还可以 
使用逐项积分等方法.这就是本题介绍间接法的目的. 

习题2940在区间 (-7 C ,7 C ) 内将函数 / Or ) = a : 展开成傅里叶级数. 


解由于在区间（- 7 C ,7 C ) 上 X 是奇函数，因此所有的 a n = 0 (n = 0,1, • • •). 然后对 
1 ,2,... 可用分部积分法计算得到 


bn 


^r X sinnxd X = -^ X cosnx\^- 

7 C o TVJZ o TVJZ 



cos nx dx = (— l) n 


于是得到在（- 7 C ，7 C ) 上的傅里叶展开式 


E 


一工 ) n-l 

sinnx (- 兀… 兀). 


□ 


(5.24) 


习题2941在区间 (0, 2 n ) 内将函数 f ( x ) = ^ 


展开成傅里叶级数. 


解1 (直接法）若按照欧拉-傅里叶公式 （5.22) 计算傅里叶系数，则只要将该公式 
中的积分区间改为 [0,2 tt ] 即可. 

然而利用下列考虑可减少一半计算量（也可用 §4.2.5 的对称性得到相同的结果). 
由于实际上的对象是周期 2 tc 的周期函数，因此对于 （0,2 tc ) 上给定的函数 /( x )， 可 
将它作周期 2 tc 的周期延拓，不妨仍记为 f ( x ), 然后取其在 (-7 C ,7 C ) 上的部分来计算其 
傅里叶系数.就本题的 f ( x ) 而言，在周期 2 tc 的周期延拓之后成为奇函数，因此所有的 


0 (n = 0,1， • • •）. 余下的只是要计算正弦项前的 系数: 


bn 



sin nx dx 





sin nx dx + 




nn 


x cos nx — 


nn 



cos nx dx 


_ cosnXo + _.(_!) 
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于是就得到所要求的傅里叶级数展开式： 

K ~ x = ^ 2 呼严 (0 < X < 2 tc ). □ (5.25) 

n=l 

注右边的级数在前面已多次见过，特别是在 §5.4.5 的例题1中，利用黎曼引理 
(命题 5 . 9 )求出了它的和，并利用这个和（也就是 （5.25)) 求出了巴塞尔问题的解. 

解 2 (间接法）若利用习题2940的结果 (5.24), 则就不必重新计算本题的傅里叶系 
数.比较两题的函数就可见本题的 f ( x ) 与那里的 x {- n < x < n ) 有如下关系： 

f ( x ) = — k ) (0 < x < 2兀)， 

因此就可以从 （5.24) 得到 

-兀) = £^^( 0 < t < 2 兀) •口 
n=l n=l 

习题2942 在区间 (-7 C ,7 C ) 内将函数 f { x ) = | rr | 展开成傅里叶级数. 


解（间接法）利用 (\ x\Y = sgnx ( x ^ O ), 本题的展幵式可从 （5.23) 的傅里叶级数 
展开式逐项积分得到.这时先有 

OO 

工 I = rsgntd^ = r [4 yi o - 1 V sin ( 2n - 1 ^} dt 


OO 

[sgntdt = £[ A ^ 2 ^rT sin (2 n - l ) t ] dt 

TX— 1 

J E ^IT £ sin ( 2ri - ”他 = - 吾 S (2 n - iy cos(2n _ Mill 

n=l n=0 \ ’ 

OO OO 

-——- ~~ cos (2 n - l)x + — ~ - ~~-y (~ K < x < n ). 

K ^ (2 n - l ) 2 V ； ^ (2 n - l ) 2 V 


;(2 n 


上式右边第二项是一个常数，因此可以从傅里叶系数知的计算得到，即有 


A 1 _ _1 

(2 n - l ) 2 ~ 2 
于是就得到所要的傅里叶级数展开式: 



x \ dx 



xdx 


x \ = 

而且同时还求出了 


T 


oo 

生 ^_L 

K 乙 (2n - 


(2 n - 1) 


2 - cos (2 n — \)x (—7 C < X < 7 l ). 




. □ 


注本题用直接法也是容易的.此外，利用 (5.26) 就有 




2 


8~ + T 5 


_ _£ 一 
_ H _ 



E 


(2 n ) 


"6 


从而给出了巴塞尔问题的另一个解法（参见 §5.1.7 的习题 2655( a )) 


(5.26) 
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习题2953将 f ( x ) = arcsin ( sinx ) 展开成傅里叶级数. 

提示注意这个 f ( x ) 是周期 2 tc 的周期函数，且为分段线性函数（锯齿波)，其图像 
见第一册附录一的习题 318. 只有当 |: r | 彡 | 时才有 arcsin ( sin x ) = x . □ 

习题2955将 f ( x ) = x - [ x ] 展开成傅里叶级数. 

提示注意这个 /( x ) 是周期函数，建议先作出其图像，确定周期后再做计算.可以 
参考 §1.7.2 的习题685 (取最大整数函数问）的附图 .口 

习题2956将 f ( x ) = ( x ) 展开成傅里叶级数，其中（: c ) 是 x 到与它最接近的整数 
的距离. 


提示建议作出图像并确定周期后再计算.可参考第一册附录一的习题 362( e ). □ 


习题2959将周期函数 /( x ) = Ea 


nsmrix^ 

sinx 


(\ a \ < 1) 展开成傅里叶级数. 


解1 (分析法）先观察用函数项级数定义的函数 f ( x ) 的收敛域和一致收敛域. 


由丁•在 sinx 的零点 / C 7 C (/c G Z ) 处， 


的通项定义域为 (- oo ,- foo ). 

问题的关键是处理因子 
有下列恒 等式： 

sin (2 n — l)x 
sinx 


sin nx 
sinx 


存在极限，即可连续延拓，因此该级数 


sin nx 
sinx 


• 利用 §42.6 的习题2291的解3,则对 n = 1，2, 


#警 • 


sin (2 n)x 


sin re 


1 + 2 [cos 2 x -f cos 4 x + • • • + cos (2 n — 2) x ], 
2[ cos x + cos 3 x H - h cos (2 n — l ) x \. 


(5.27) 


由此可见成立不等式 


sin nx 
sinx 


(n 


丁•是可以用 Y , n \ a \ n 为强级数，知道题设中定义 /( ㈨ 的函数项级数在（-00,+00)上 


71 


绝对收敛和一致收敛（参见 §5.4.3). 

以下用 (5.27) 代入级数通项作直接计算.为简明起见，只写出前面的若干项即可看 
出其一般规律 如下： 

f [ x ) = a a 2 • (2 cos : r ) + a 3 • (1 + 2 cos 2 x ) 

+ a 4 • (2 cos x H - 2 cos 3 x ) + a 5 . (1 + 2 cos 2 x -h 2 cos Ax ) + ••• 

=(a + a 3 + a 5 + … ）+ 2 cos x ( a 2 + a ； 4 + … ）+ 2 cos 2 x ( a 3 + a 5 + ...) + ••• 


a +2 cosx a 


2 


1 — a 


2 


1 — a 


2 


+ 2 cos 2 x 


a 


3 


— a 


2 


+ 


• • • 


a 


1 — a 


2 


1 + 2E a n cos nx \. 


n 
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由 | a | < 1可见最后得到的三角级数在 (- OC , + oo ) 上一致收敛，因此从命题 5.13 可知它 
就是 f ( x ) 的傅里叶级数. 

然而上述计算在严格性上存在不足，即需要对无限多项求和，而其中的每一项又是 
一个无穷级数 


但是 /( x ) 的上述等式是容易直接得到的.先将 （1 - a 2 ) 乘以 /( x ) 得到 


(l-a 2 )/(x) = X>1 


sin nx 


sinx 


- E - 


n +2 sin nx 


sinx 



• 2 cos rr + a n 


sin nx — sin(n — 2 )x 


3 


sinx 



+ a 2 • 2 cos x + 



• 2 cos(n — l)x = a 



+ 2 a a n 



cos nx , 


然后两边除以 （1 - a 2 ) 即可.由此可见以上的结论成立，即在题中用无穷级数定义的函 
数 f ( x ) 还有另一个表达式，而后者就是它的傅里叶级数展开式 .口 


解2 (概要）如解1开始所述，用于定义 /( x ) 的无穷级数关丁 • a € (- oo , + oo ) — 
致收敛，为偶函数，且在乘以 cost (i = l ，2，. h ) 后仍然在该 区间 上一致收敛，这样就 
可以通过逐项积分方法用欧拉-傅里叶公式 (5.22) 计算其傅里叶系数 a n (n = 0, l ,-..)- 
这里可以参考 §4.2.6 的习题2291的计算结果 .□ 


习题2961将函数 f ( x ) = x 2 展开成傅里叶级数 ： （ a ) 在 R 间 (-71,71：) 内按余弦展 
开； （ b ) 在区间 (0, tc ) 按正弦 展开； ⑷在区间 (0, 2 n ) 内展开.绘出函数的图像及情形 
( a ), ( b ), ( c ) 的傅里叶级数之和的图像. 

利用这些展开式，求下列级数的和： 

00 n °° ( 1 、 n+l °° ^ 

E 丄 (一 1) 1 

7 ，^2 — ， Z. (2n-l) 2, 

n=l n=l n=l 、 f 


解（只对 （ a ) 给出详细解答） 

(a) 由于： C 2 为偶函数，因此只要在 (-7C,7C) 上计算 /(X) = X 2 的傅里叶系数 
a n (n = 0,1, • • • ) 即可. 


计算 


ao 


a. 


2 

n 

2 

K 


m 


o 


x 2 dx 


2 n 


2 


3 


x 2 cos nx dx 


o 


2 

K 


—sin nx -f cos nx — 
n n 2 


2 


n 


3 


sin nx 


) 


n 


0 


4(-1 广 


n 


2 


(这里可以利用 §3.5.1 的习题 2067 提供的公式).于是得到 


①这里的严格化是可以做到的.问题是有两个下标的数列 a mn = c mn a n cosmx 的求和问题，其中系数 
con = 1 (n ^ 1), Cm n = 2 ( m ^ l,n ^ 1). 若按照收集同类项时，只有有限多项（但项数无上界)，就得 
到函数 / Or ) 的原有的无穷级数表达式.若按照 cosmrr 收集同类项，则每次都有无穷多项，但只需要用几何 
级数求和公式，这样就得到 f ( x ) 的另一种表达式，即其傅里叶级数展开式.利用二重级数的换序求和定理， 
并利用 | a | < 1就可以使得上述解法严格化.这里的理论基础见[15】第二卷的 §11.5. 
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n 2 

T 




4(- l) n 


cos nx (—n < x < n ) 


由于上述展开式在 


时仍然成立，用 x 


代入，就有 



于是即可得到 y \ = 4 -, 即巴塞尔问题的解（见 §5.4.5 的例题 2). 

n 0 

在附图中了 f ( x ) 的图像以及其傅里叶级数和的图像，后者是在 (- oo ,+ oo ) 上 
的周期 2 tc 的周期连续函数. □ 





习题 2961( a ) 的附图 


注本题也可以利用 f ( x ) = x (- n < x < n ) 的傅里叶展开式（见（5.24))，然后仿 
照习题2942用逐项积分方法求解. 

( b ) (提示）既然在 (0, tc ) 上的 a : 2 要展开成为正弦级数，则这个级数的和函数必定 
是奇函数.因此应当将 (0, tc ) 上的 re 2 按照奇函数延拓到 (-71,0) 上后进行计算. 

在附图的左分图中作出了在 (0, tc ) 上的 f ( x ) = x 2 经过奇延拓后的函数图像，而右 
分图则是其傅里叶级数和的图像，后者是在 (- oo ,4- oo ) 上的周期 2 tc 的周期函数.这里 
要注意，在点（2&-1)710€幻上的级数和等于0. □ 




( c ) (提示）这时的和函数是 （0,2 tc ) 上的 x 2 按照周期加延拓得到的周期函数.因 
此本题的答案与 （ a ) 和 （ b ) 都不同 • 

在附图的左分图中作出了在 (0,2 tc ) 上的 f ( x ) = x 2 的图像，而右分图则是其傅里 
叶级数和的图像，后者是在 （- oo ，+ oo ) 上的周期 2 tt 的周期函数.这里要注意，在点 
2 kn {k e Z ) 上的级数和等于 2 n 2 . □ 

注由此可见，在 (0,71) 上的函数 y = x 2 同时有多个级数展开式.反之，用傅里叶 
级数还可以将多个不同的函数用同一个级数表出，只不过在不同的区间上表示不同的 
函数.这就表明，在函数概念中的最基本的要素并不是它的表达式. 
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x 


习题 2961( c ) 的附图 


习题2963 写出函数 f { x ) 


1， | x | < a , 

0 ， a < |x| < 7C 


的李雅普诺夫等式利用李雅 


普诺夫等式，求下列级数 之和: 


OO 



sin 2 na 


n 


2 


及 E 


cos 2 na 


n 


2 


n 


解由于 f ( x ) 是偶函数，因此只要按照欧拉-傅里叶公式 (5.22) 计算 (n 




ao 


a 


n 


于是得到 


这样就有 


2 ^ 

n J0 
2 m 


/⑷ d : 


2 

K 


n 


o 


f ( x ) cos nx dx 


dx 


2 


n 


2 a 

n ' 

cos nx dx 


o 


2 sin na 
nn 


( n = 1，2,…） 




2 



oo 

E( 


2 sin na 
nn 


2 


n 





sin 2 na 


n 


2 


2 


a(n — a ) 


n 



cos 2 na 


n 


2 


E 


n 


2 


-E 


sin 2 na 


n 


2 


7 l 2 


•^•7ca + ~ 2 °^ • 


□ 


n 


n 


n 


欧拉公式 

cosx = y(e ix 4 - e _ix ), sinx = -^p(e lx - e -lx ) 

在展开傅里叶级数的计算中也经常有用.下一题即是这方面的例子. 

①李雅普诺夫等式# + f ^( a 2 n + b 2 n ) = | J ^/ 2 ( x)dx 在英美等国的数学文献中一般称为帕塞瓦 
尔等式（参见 [34] §15.2.4). n 










习题 2966 * ⑽< D 的傅里叶级数展开式 • 

解用欧拉公式代入即有（参考 §5.5.2 的习题2863的 解)： 


qsmx 


g ( e L 


e ~ ix ) 


l — 2 q cos x + q 2 


2 i 


l - g ( e ix + e _ ix ) + g 2 


2 i 


1 - e [x q 


e— ix q 


2 i 


(f> ix gr - 〜 r) = fy. 


q\tix _ q 一 inx 


2 i 


= b n si 


sinnx . 


n=0 


n=0 


这里的条件 w < i 保证了上述计算的合理性，同时又保证最后的三角级数在区间 
(- OO , + OC ) 上一致收敛，因此即为其和函数的傅里叶级数 .口 

注本题的结果已见于 §5.5.2 的习题2864,只是在那里是幂级数展幵式，而在这里 
是傅里叶级数展开式.这与前面的习题2959类似. 

习题2969求 ln(l - 2 qcosx + q 2 ) (\ q \ < 1) 的傅里叶级数展开式. 

解1用欧拉公式即有 

ln(l — 2 gcosx -h q 2 ) = ln(l — qe lx ) -f ln(l — qe 一 lx ) 


^2 i-^ n e inx - -^q n e- inx 


Q n 

2 > -— cos nx . 

^ n 


这里的条件 | g | < 1 保证了上述计算的合理性，同时又保证了最后的三角级数丁 • 
(-00, +00) 上一致收敛，因此是其和函数的傅里叶级数 .口 

解 2( 概要）由于 


去> (1 - 2— s … 2 ) 卜 卜二：二/’ 

因此可以对习题2966的展开式用逐项积分法得到所要的结果 .口 


dx 


习题2970求无界周期函数 / Or ) = In sin 的傅里叶级数展幵式. 


解1 /⑻在点0处局部无界，常负，是周期 27 C 的偶函数•用 §4.4.1 的习题 2353( a ) 


的欧拉积分， 


X ) ttw 、 U 处网即兀介，币 JM , % 

即可求出傅里叶系数 a 0 如下: 

/vtr a 


ao 




In sin t dt 




n 


ln 2 = —2 In 2 


然后再计算其余的系数 如下: 

_ 2 r l 一: 


— In sin - cos nx dx 

丌 Jo 2 




(si 


O / rn 

—(sinnx • In sin ^ 


广 

/ +0 


nn 



sin nx 


cos f 


dx 


2 nn 


L 


sin ( n + 士) 


x 4 - sin 


n -音) 


dx 


sin 


nn 


• € 
4 

. 0 


T sin (2 n + l)t + sin (2 n — l)t 


sin 艺 


dt 
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这里最后一步利用了 §4.2.6 的习题2291的 




sin (2 n + 1) 亡 


积函数在 [0,71] 上关于: r = | 为偶函数，因此得到 


sint 

K_ 

T sin (2 n + l)t 


dt = n , 又由于该积分的被 


2 

于是就得到所要的展 开式: 


0 


sint 


dt 


K 


In 


sm 


x 

2 


- ln2 -E 


cos nx 
n 


(-7C < x < 7C,x 7^ 0). □ 


解 2 用欧拉公式就有 


n 


In 


sin 


x 

2 


In 


ix ix 

e 2 — e 2 
2 i 


—In 2 + In 11 — e 


IX 


e 


\nx 


-ln2-hRe[ln(l -e ix )] = -In2 + Re(- E 几 

n=l 


—ln2-£ 


cos nx 
n 


□ 


n 


注这里用到复变量 2 的复对数函数，它是多值函数，在 ln(l - 中取其主枝，这 

方面的定义可参考 [7] 的 §1.3. 


5.6.2 傅里叶系数的一些性质 (习题 2975-2985) 


用欧拉-傅里叶公式 (5.22) 定义的傅里叶系数具有许多独特的性质.本小节的习题 
只涉及与对称性等有关的一些基本性质，有关渐近性态等性质可参考 [34] 的 §15.1.2 和 
§15.1.3. 

习题2975应当如何把给定在区间 (0,^) 内的可积函数 /(: r ) 延拓到区间 （-71,71) 
内，使得它展开成傅里叶级数后具有以下 形式： 

OO 

f ( x ) = ^ a n cos (2 n — l)x (-n < x < n )? 


解既然在傅里叶级数中不出现正弦项，因此延拓后的函数必为偶函数，这决定了 
从 （0,7 C ) 到 (-71,0) 为偶延拓.余下的问题是如何从(0,吾)延拓到(吾，71)，才能使得 
下列积分为0: 

71 

f ( x ) cos (2 nx ) dx = 0. 

. o 

如 §4.2.5 的命题 4.8 所示，这只要使被积函数 f ( x ) cos (2 nx ) 关于点 x = f 为奇即可. 
由于 


cos (2 n (7 i — x )) = cos (2 nx ), 

因此只需要使得延拓后的/( X )在 （0,71) 上满足 /(7 C - a :) = 这就决定了从 



nj 的延拓方法为定义 

/㈤= - X ) 



< x <n 




然后再用 f ( x ) = f (- x ) (-7 C < X < 0) 作偶延拓即可 ■ □ 
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习题2984己知周期为2兀的可积函数 /( x ) 的傅里叶系数 a n ，6 n (n = 0, l ,2，...）， 
试计算斯捷克洛夫函数 

/办)=|「 +/1 /(0狀 

% x h 

的傅里叶系数 An , Bn (n = 0, 1，2, • • • )• 


利用逐项积分方法，从 


/ 0 ) 




o^o 

T 


+ ( a n cos nx + b n sin nx ) 


即可得到 


o 


sin nx-^r cos nx ) + f 合 


2 




n 


r 是就有 


fh(x) 


Qq 

T 



二 " [sin n(x + h ) — sin n(x — / i )] 


00 乜 

+ 2 nh [ cosn ( x — h ) — cosn(x -h h )] 


ao 


OO 

E( 


‘ sin 唑 cos 心 + b n sin nh 挪似 


nh 


nh 


M 后得到 


•Ao = cio ， A n 


a n sin nh 
nh 


B n 


b n sin nh 
nh 


(n = 1,2, …）. □ 


解 2 可以从斯捷克洛夫函数的定义出发直接用欧拉-傅里叶公式计算该函数的傅 
里叶系数，只是这时需要利用多元积分学中的二次积分的顺序交换定理. 


写山计算的公式: 


乂 0 


71 



fh ( x)dx 


n 


2 hn 




dx 



K 


h 


/(o 狀， 


然后在内层积分中作变量代换 i-X = t , 得到 


乂 0 


2 hn 


dx 


rh 


n 


h 


f(x + t ) dt . 


交换积分顺序，并利用周期函数在长度为一个周 期的区 间上的积分不变性（见 §4.2.5 的 
习题2265)，就可得到 


乂 0 


2 hn 


、h 


dt 


h 




f(x + t ) dx 


n 


2 hn 


、h 


dt 


h 


n+t 


f ( u)du 


n+t 


2 hn 


dt 


m 


h 


f ( u ) du 


K 


2 h 


、h 


clq di — q»o • 


h 


类似地可以计算得到 
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A n 


2 hn 



I m 

cosnxdrr /(?) df 

. x—h 


2hn 


dt 



f(x + t ) cos nx dx 


I rn rh 

ttf — cos nx dx f(x + t ) dt 

2 九冗 J-TU J-/l 

i rAi ni+t 

= ttt ; — dt f ( u ) cos n{u — t ) du 

znn J-/i J-n+t 


2 hn 

Qn 

2 /T 


dt 



f ( u ) (cos nu cos nt -f sin nu sin nt ) du 


cos nt dt = Qn ^(n = 1,2, • • •), 


和 


B n 


b n sin nh 
nh 


(n = 1，2, 


• • • 


□ 


习题 2985 设 /( x ) 是以 2 tc 为周期的连续函数，而人 （n = 0，1，2,…）为其傅 


里叶系数.求卷积函数 


F ( x ) 



+ t ) dt 


的傅里叶系数 A n ，(n = 0,1，2, 


• • • 


利用所得的结果，推山李雅普诺夫等式. 


解 


用欧拉-傅里叶公式直接计算傅里叶系数.利用变量代换和周期函数在周期 


长 度的区 间上的积分不变性，就有 


F (- x ) 





+ t ) dt 



f(x + u ) f ( u ) du = F ( x ) 


兀一 X 


可见 F ( x ) 为偶函数.因此只要计算 A n (n = 0, l ,..-)- 

从下面的计算可见，这里也需要利用二次积分的顺序交换定理. 


戌 = ¥ J_ ， ( x)dx 



dx 



f ( t ) f ( x - ht)dt 




f { t ) dt p f(x -f t ) dx = ag , 
• -7C J—7C 


，- _ 

A n = — F ( x ) cos nx dx 



cos nx dx 



+ t ) dt 




tz rn 

f ( t ) dt f(x + t ) cos nxdx 
% —n J —7c 


f ( t )( a n cos nt + b n sin nt ) dt 


^ n^ h n (几 = 



• 秦 # 


T 是就得到 


F{x ) 〜爷 + ^2(al-{-bl)cosnx. 


利用（一般教科书中均有的） W 塞尔不等式就知道上述傅里叶级数一致收敛，从而由命 
题 5.13 就知道成立傅里叶级数的展开式 

F ( x ) = - y - + cosnx . 



352 


第五章级数 


最后只要用 x = 0代入就得到所要的李雅普诺夫等式: 


K 




f 2 ( x ) dx 




n 


^0 

2 



E« + 6). □ 


解 2 直接计算 F (: r ). 在 


/⑷ 


r^j 


ap 

T 


+ ( a n cos nx + b n sin nx ) 


n 


中将: c 改为 t ， 乘以 /(x + t ). 由于 / 为周期 2 tc 的连续函数，因此所得的级数仍可逐项 
积分，这样就得到 


nx ) 


n 



f { t ) f(x + 1) dt 


K 


J ~ K 71=1 


m 


( a n cos nt + b n sin nt ) f(x + t ) dt . 


n 


作变量代换 x + t = 并利用周期函数在长度为一个周期的区间上的积分不变性，就有 


F ( x ) = I • a 。 + 去 t 


TX 


[ a n cos n(u — x ) + b n sinn(u — x )] f { u ) du 


n 


a 2 00 

—^ 丄 [ a n ( a n cos nx + b n sin nx ) + b n ( b n cos nx — a n sin nx )] 


2 


n 


=I + + 圮) cosm 

n=l 

由于 f ( x ) 为连续周期函数，因此从 W 塞尔不等式知道上述三角级数一致收敛，从而由 
命题 5.13 知道这就是 F ( x ) 的傅里叶级数.于是得到 

A.q — ( IQ , A. n — cl ^ + B n = 0 (ti = 1，2, • • •). 

又在 F ( x ) 的展开式中令 : c = 0 代入，就得到所要证明的李雅普诺夫等式 •口 

注本题只是在 f ( x ) 为连续函数的条件下给出了这个等式的 证明. 实际上只要 
/(X) 在[-71 ， Til 上可积和平方可积（这里的可积允许为广义可积)，李雅普诺夫等式就成 
立.这时的证明可以参考 [34] 中对命题 15.2.5 的说明. 



§5.7 级数求和法（习题 2986 - 3033 ) 


§5.7 级数求和法（习题 2986-3033) 

内容简介 本节的习题按照所用的主要方法分为三部分.在第一小节中的级数求 
和一般可以通过裂项消去法和代数运算得到，第二小节中的级数求和则主要依赖丁•逐 
项微分和逐项积分等分析方法.三角级数求和有其自身的特点，列为第三小节. 

从本章幵始， §5.1 的习题 2546-2552 就有级数求和的内容.在 §5.1.1 中对习题 2548 
和 2552 举山的各种解法大致上也就是本节要使用的主要方法. 

两种最为基本的求和法为： （1) 裂项消去法（也称为连锁消去法)，见 §1.2.1 的习题 

OC 

56 及其注（即求= (2) 几何级数求和公式及其变型，见§!- 21 的习题 55 

71=1 V 

OO 

(即求 H ^ 1 ) - 实际上在 §5.1.7 的级数余项佔计中所用的也就是这两种 方法. 

接"^ 1 来应当提到的是，从 §1.2.3 的数 e 的级数展开式（见习题 72) 起，包括 §1.5.7 之 
4 的习题 611(b) 提供的#的级数展开式，直到在本章前面的幂级数（即泰勒级数）和傅 
里叶级数的两节中所提供的许多现成的级数展开式，它们也都是本节习题中可以使用 

OO 

的工具.例如巴塞尔问题，即求级数 y 的和，在前面己多次解出. 

n 

除此之外，就是利用函数项级数¥逐项微分和逐项积分的方法.由于这两种运算对 
于幂级数特别方便，因此有时对于数项级数可以引入变量，使它成为幂级数后求和.这 
就是级数求和法中的阿贝尔方法.它在 §5.1.1 的习题 2548 的解 3 中已经出现.在本节 
的第二小节中将有这方面的更多习题. 


5.7.1 级数求和法 I ( 习题 2986-3005, 3030-3033) 


习题 2986-2994 中多数为高阶等差数列的倒数级数（参见 [19] 的第十三节)，在求和 
时裂项消去法经常有效. 

习题2987求级数 + + + 〜 的秕 


解 1 利用 

_ I _ = 丄 [ _ I _ I - (n = 1 2 …） 

n(n+l)(n + 2) 2 n(n -h 1) (n + l)(n + 2)J ’ ’ ’ 

就可以求得该级数部分和的封闭形式，然后取极限即可 . 将级数和记为&其部分和数 

列记为 & (n= 1,2, …），就有 

71 

S = lim S n — lim 〉: ^ ~~~ j ~ 7yT 

n—^oc n—>oo kyk + l)(fc + 2) 

k = ^ X 

=lim 丄 __ _ _ _ 

- nTcio 2 Z^lk(k^l) (k + l)(fc + 2) J 

/c—1 



(lT2 


1 

(n + l)(n + 2) 




□ 


解 2 (概要）如果利用有理函数的部分分式分解（见§3.2)，则就有固定的分解方法 


可用.对本题就可得到 


n{n -f l)(n + 2) 

只是以下的计算未必比解1更简单 .□ 
解3 用阿贝 尔方法，引入幂级数 


n(n + l)(n + 2) ’ 

n=l 

并记其和为 5( x ), 则在 (-1,1) 内可逐项求导三次得到 

，㈤ = f> n - 、古， 

n=l 

然后可通过三次求积得到 S ( x ) (-1 < x < 1). 利用原级数收敛，因此其和即是 
S = x hm _ o S ( x ) = 5(1). 当然这个方法对本题来说有杀鸡用牛刀之嫌，计算量也比以上 

两个法大.从略 .口 


2 n 


n + 1 


2 (n + 2) 


n+2 


习题 2996 求级数 £ 广 ” 的和. 


解记级数和为利用函数#的泰勒级数展开式（见 §5.5.2 的表格（5.14))，就有 


S 


2 n 

h (卜 1 )! 



oo oo oo 

E 吾 = 吾 +E 吾 =# □ 


o 


o 


o 


习题 2998 線数的和 . 


解 




X 2 (x + 1)2(0： + 2) 


X 2 



B 

(X + I) 2 



C 

(：r + 2) 2 



U/ I KJ 

x^TTT 


C 

x + 2 


利用 §3.2.1 的习题1874的解3中的方法，两边乘以 a : 2 后得到 
(x + l) 2l (x + 2) 2 =A + aX + x2 ((x + l) 2 + (x + 2) 2 + 


(x 4- l) 2 (x 


A -\- ax - i - x 2 


X + 1 





在上式中令 x 0 得到 A = 1/4. 又将该式两边求导后再令 x -^0, 得到 a 

用同样的方法得到 B = 1, 6 = 0, (7 = 1/4, c = 3/4. 

于是就得到级数通项的下列 分解： 


3/4 


n 2 (n + l) 2 (n + 2) 2 


4 n 2 



(n + 1) 



4 (n + 2) 


n(n + 2) • 


然后对前三项的求和利用巴塞尔问题的答案，对第四项的求和用裂项消去法，就得到 


S 


— » • 
4 

K 2 

了 


誓 + (1 


+ 


(誓 


T 


)- 


i(^i) 


16 • 


□ 
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习题 3001 设 P { x ) = ( 2 0 + ai rr + •. • + a m x m , 求级数 f 的和. 

n=l 

解 P ( n ) 是 n 的 m 次多项式.本题的要点是将它转换为阶乘多项式.利用《习题 
集》的习题5 (其解见 §1.1.6) 中的记号（在其中取九= 1 )，记 

= x{x — 1 ) • • • (x — n + 1 ), 

则可用数学归纳法证明 P ( n ) 可分解 如下： 

P ( n ) = 6o + bin ^ -h 62n [ 2 】+ • • • + 


记级数的和为 S ( x ), 然后就有 


S ( x ) = £ 


P ( n ) 

n \ 


x — a 0 


E 

n=0 


bo -h bin ^ + 62n [ 2 】+ • • • + 6 m n [ m ] 


n ! 


ao 


OO 


+ 〜 + h ^ xTn - 


ao 


( 6o + b\x - J - 


• • • 


+ bmX rn )e x - a 0 . □ 


注这里简要地提一下斯特林数.在 P ( n ) = n - 为羊项式的情况，将分解式 


{:} 


[mj 


m 



工卜一1] +…+ 


m 


{T} 




佼 H 。】 


中的系数 {=} = 0 , 1 , 




， m ) 称为第二类斯特林数.在1211的 66-69 页有斯特林数 


的表格和介绍，此外还可参考 [28] 的第1篇 §4.3 中有关斯特林数的习题. 


习题3030 求级数 


1 ! 




2 ! 


(re + l)(x + 2 ) 



3! 


(x + l)(x + 2 )(x + 3) 


+ 


• • • 


的和 


解 1 级数在: C 为负整数时无定义.当 : r = 1 时通项为级数发散.当 X 一 1 

时级数通项 u n ( a :) 的前后项之间有关系式 

u n ( x)(x + n ) = nu n - l { x ) (令 u 0 = l )， 

因此可以得到 


U n { x ) 




[ nu n -\( x ) - (n + l ) u n ( x )], 


这样就可以裂项消去得到部分和的封闭形式: 


S n { x ) 




(n + 1 )! 


(x + l)(x + 2 ) • • • ( a ; + n ) 


引用 §5.1.4 的命题 5.3 的 (5.4), 就知道上式括号内的第二项有下列渐近性质: 


(n + 1 )! 


(x + l)(x + 2) …（: r + n ) 



( 古） （ HOC )， 


因此当: r 〉 1 时本题的级数收敛，级数和为 1/(X - 1 ), 而当 x < 1 时级数发散 .口 


解 2 不用命题 5.3 也可解决.利用 : r = l 时的级数发散，用比较判别法即可知当 
x<l (包括 x < 0 但不是负整数时）时级数发散 • 

对于 x > 1 ，在得到部分和的封闭形式后，可以从 § 1 . 1 . 1 的习题 6 的伯努利不等式 

得到 


(n + 1) 


(x + l)(x + 2) ••• ( a : + n ) 





L ) 




( rr - l )(+ + + + 



L ) 



x - l \ 

^TTy 


+ 



)， 


可见 上式当 n — oo 时的极限为0,因此得到 S n { x ) 


(n —> oo ). □ 


习题 3031 在 : c > 0, a n 〉 0 (n = 1，2,…），且级数 f 1 发散的条件下，求级 

/ 」 CLn 


解1通项 u n ( x ) 可裂项如下： 


U n ( x ) 


a \ d 2 • • • a n 


ai … a n ( a n+ i + x — a n + i ) 


( a 2 + x )( a 3 + x ) … ( a n+ i -f x ) x ( a 2 +：!：)••• ( a n+1 + a ;) 

_ ai … ci n _ ai • • -a n +i_ 

x ( a2 + rr ) ••• ( a n + rr ) x ( a 2 + x ) ••- ( a n+ i + x )' 


因此级数的部分和在裂项消去后成为 


S n ( x ) 


dl 


炫2… 知+1 \ 

( a 2 + x ) ••- ( a n+ i + x ) / 


将括号内的第二项写为乘积 形式: 


n+1 


Pn = n 


k =2 


ajt + x ’ 


则从 a : 〉 0 和 ari 〉 0 (n = 1, 2, • • •） 知道每一个因子均小于 1. 以下需要考虑两种情况 


(1) 数列 { a n } 为正无穷大量（例如 a 


n ), 则在取对数后有 


In 


Qfc 

a/t + x 


)= ln(l - 


a *： + x 


) 〜-念 （“00)， 


因此从条件 y 1 = + oo 可见有 lim lnP n = - oo , 从而有 lim = 0. 

^ CL n n—^oc n—^oo 

(2) 数歹至少有一个子列 { a Pn } 有界.设 M > 0 使得对每个 n 有 a Pri < M ， 
则就有 

--En _ < _M_ < i. 
a Pn -f x M + x 

于是在 n 4 oo 时在乘积 P n 中就有无穷多个小于的因子，而其他因子至少小 
于1,因此也有 lim F n =0. 

Tl—¥00 

这样就证明了本题的级数和是 □ 

X 

解2 [6] 证明解1中的尸 n -> 0 (n — oo ) 有一个好方法，即是利用 §1.1.1 的习题6 


的伯努利不等式. 

由 丁•条件 x > 0, a n > 0 (n = 1,2, 


因此有 


Pn 


+ 


[卜.( 




^2 



^71+1 


1+ <士+…+ 士 
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从而由条件 ^i = + oo 就可推出仏4 0(71400). □ 

71=1 

本小节的最后两个习题 3032-3033 用裂项消去法较容易解决，从略. 


5.7.2 级数求和法 II (习题 3006-3017, 3028-3029) 

OC 

习题3006利用逐项微分法求级数 E f 的和. 

^ n 

n=l 


解先确定该幂级数的收敛半径 R = h 收敛域为卜1， 1). 记其和函数为 s (： r )， 则 
按照幂级数的性质，在区间 (-1,1) 内可逐项求导得到 

S '( x ) = 1 =占(一 1< X <1). 

n=l 

于是在 X e (-1,1) 时可利用 5(0) = 0而积分得到 

S(x) = J 1 S\t) dt = t = — l n (l - x ) (—1 < x < 1). 

利用阿 W 尔第二定理和 ln(l -: c ) 在点 x = - l 处右侧连续，因此有 5(-1) = - ln 2, 于 
是和函数 S(x) = -\n(l-x) 在其定义域上均成立 .口 


习题3009用逐项微分法求级数 f + + f . 2d [a ^nd l)d] ^ 

n=l 

提 示:用 1- a : 去乘级数的导数. 


( rf >0) 的和. 


解（概要）注意这个级数是 §5.5.1 的习题2820 (二项式级数）的特例.实际上只要 
在该级数中取 m = — aid 、 又将 x 换为 -: c , 就可以得到本题的级数.以下按提示即可得 
到 S \ x ) 满足的简单的微分 方程. 从它不难求出 5( x ) (这里可以参考 §4.10 中的习题的 
解法).利用习题2820中确定的收敛域就可以得到最后答案 .口 

OO 

习题3011利用逐项积分法求级数的和. 


解先确定级数的收敛半径丑=1,收敛域为（-1，1).记级数和为 S ( x ), 则可以在 
(-1,1) 上对该幂级数逐项积分得到 


1 S(t) dt = 
0 



nx 


n 





nx 


n 


由于在（一 1，1) 内有 



因此就有 


1 S{t) dt = 

o 


X 
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最后两边求导就得到 

S(x) = 


X 


(1 -X) 


2 




2x 



X 


(1 - re ) 


3 


(1 -X) 


3 


(― 1 < X < 1 ). □ 


习题 3014利用阿贝尔方法求级数1 _ 士 + + - i 


+ • • • 的和. 


解阿贝尔方法在本质上是一种嵌入法.为了求题中的一个数项级数之和，我们转 


向求更一般的幂级数 


X 


X 


4 



f - 昝 +—:£(-1 广 


X 


3ti+ 1 


n=0 


3n + 


之和.由于该幂级数的收敛半径 R = l , 其和函数 S ( x ) 在区间 (-1,1] 上有定义.因此 
5(1) 就是本题要求的级数和. 

不难看到，由丁•将一个特殊问题嵌入到幂级数求和问题之中，就可以使用与幂级数 
的性质有关的许多分析工具.对本题来说，在 (-1,1) 内对上述幂级数逐项求导得到 


s \ x ) = £(-ir 


X 


3n 


n=0 


l + x 3 • 


利用阿 W 尔第二定理，又因为积分关 T 变动积分限的连续性，因此最后就将本题的数项 
级数求和问题归结为一个定积分计算（其中的计算过程参见 §3.2.1 的习题 1881): 


5(1) 




dx 


lo 


1 + X 3 



In 


雩 S ▼，膠 ，響 

( x +1) 2 

x 2 — x 1 







1 


0 


n 


3 ln 2+ 3^- 


□ 


习题 3017 利用阿贝尔方法求级数1 + 士 . + + • + + 


• 的和 


解考虑幂级数 


X 


3 


X+ 2' 3 



1-3 x 


5 


2-4 5 


+ ••• + 


(2n- 1)!! x 2 n+i 
(2n)!! 


2 ti + 1 


+ 


利用 §5.5.1 的习题 2814 中的类似方法，即可求得该幂级数的收敛半径丑= 1, 收敛域为 
-1,1]. 记和函数为 5(x), 则要求 5(1). 


对上述幂级数在 (-1,1) 内逐项求导得到 


1 


1-3 


^ f ( x ) = 1 + + 2 • 4 


x 4 H - h 


(2n - l)?J_ x 2 n + 


利用 （ 2n)!! = 2 n .n! 和 


(2n)!! 


(2n-l)!! = (-l) n -2 n .( - 
可见这是二项式级数（参见表格 (5.15)), 于是有 

S^x) = (l-x 2 )*2 - 

由于 5(0) = 0, 于是就 得到所求的级数和为 


2 


1 


• ■ 


— n + 1 



1 


yj\ — X 1 
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5 ( 1 ) 




dx 

1 — x 2 


arcsm x 


2 • 


□ 


注如果看山上述解法一开始写山的幂级数就是 arcsinx 的泰勒级数展开式，则用 
1代入即可. 

习题3028求级数 ^ - [( n (2 n ^ !] -(2 a:) 2n 的和. 


解 


记通项为^“ ㈡ ，则可求出 


lim 

n—►oo 


U n ^l{x) 

U n ( x ) 


r (2 nx ) 2 

(2 n + l )(2 n + 2) 


x 2 , 


因此从达朗 W 尔判别法知道当 N < 1 时级数收敛，而 a | rr | 〉1时级数发散. 对于 


土 1则可以用沃利斯公式得到 


(土 1) 






(2 n )! 

(2 n )!! 


n 2 (2 n — 1)!! 


2n 


_ 4[(2 n -2)!!] 2 
= (2 n )!!(2 n - 1)!! 


O 


(十) 

n 2 


(n —> oc )， 


从而知道级数在 x = ± l 处均收敛. 


将和函数记为 R ： r ) (X G [-1，1])，在 (-1,1) 内逐项求导两次，得到 


s f (x) 




㈣ 2n 




^ [(n-l)!] s 


ntt ( 2 "_ 2 )! 


(2 x ) 2n_2 , 


于是可计算得到 


(1 — x 2 ) S , f ( x ) — xS \ x ) = 4 + 4 


㈣ 2 

(2 n )! 




4 + ^ [(': 1 )? 2 (2 xf n • [ An 2 - 2 n (2 n - 1) - 2 n ] = 4. 


这表明和函数 S ( x ) (\ x \ < 1) 满足微分方程 


(1 — x 2 ) S n { x ) — xS f ( x ) = 4. 


两边除以 


1 后即可凑微分为 


1 — x 2 S f ( x)] f = 4( arcsinrc )’， 


利用 V (0) = 0,积分得到 


S f (x) 




x 2 


arcsin x 


再利用分⑼= 0,即可积分得到 S ( x ) = 2( arcsinx ) 2 (-1 < x < 1). 利用原级数丁 • 
a : = 士1处收敛，即可知上述表达式在[- 1,1] 上成立 .口 

解2令 2/ = 2: r , 可证明 | y |<2 时级数 收敛. 记级数和为/(2/)，则在（-2, 2) 内逐 
项求导得到 


f\y) = E 


[(^- l )!] 2 TJ 2 n 
(2n - 1)! V 


然后利用（见 §4.2.6 的习题 2299) 


[( n - 1)!] 2 = 

(2n-l)! 


1 t^il-t ) 71 

s 0 


dt 


就可以实施以下的逐项 积分: 


oo 丄 

f(y) = y2n ~ l \ Q 广 1 (i - 0 n_1 dt = 2 /£ ^r(l- t) n y 2n dt, 

n=l n=0 

其中的变量为 f € [0,1], y e (-2,2) 为参数.由于在 t € [0，1] 上 0 彡 t(l - t)y 2 < 1，因 
此上述逐项积分是合理的.于是就可以继续计算得到 


Jo 


f(y) 




r 1 _ dt_ 

Jo 


亡 (l 一％ 2 


r 

Jo 


-i) 


dt 


+ 


-i) 


4 i 2 


arctan 


y(2t - l) 亡 =i 

\/4 - y 2 亡 =o 


4 y 

r arctan ― y 

4- y 2 \/4-2/ 2 


~^= arcsin V - 

yf^V 1 2 


利用 /(0) = 0 就可积分得到 f{y) = 2[ arcsin ( i //2)] 2 . 用 ?/ = 2 a : 代入，并利用本题的级 
数在 x = ±1 时收敛，因此级数和为 2( arcsinx) 2 ,x G [-1,1]. □ 

注解2的思路来自于对欧拉积分的了解.习题2299的答案为：= 


m — 1 


(1 — x) n ^ 1 dx 


集》的 §7.4) 


(m — l)!(n — 1)! 


(m + n — 1)! 


，它就是联系两类欧拉积分的公式（见《习题 


B{x,y) 


在 x ， y 为正整数 m ， n 时的特例. 


r ( x ) r ⑼ 
r(x + 2/) 


(n!) 2 


习题3029求级数 


的和. 


解 


本题的级数己见于 §5.5.1 的习题2814,其收敛域为 (-4,4). 


对于 0 彡 : r < 4, 作代换 a ； =处 2 ,并记级数和为 F(i) {\t\ < 1), 则有 


m = i + £ 


(n!) 2 . 2 2 


{ ( 2 几 )! 


t 2n . 


这时可计算得到 


(1 - ， 2 剛 = - E [{ n ^ S-^ n 



E 


(2n)! 

[(n - l)!] 2 .2 2n 
[2(n - 1)]! 


[2(n - 1)]! 

An 2 


(2n- l)(2n) 


)t 2n 



E 


[(n-l)!] 2 .2: 


(2n- 1)! 


2n — 2 


= l + 




利用习题 3028 的答案，就有 
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m = 


1-t 2 


t 2 V 1 + 4 


1 + 


[2( arcsint ) 


2 


t 




arcsin t 


丁•是 ao < x <4 时级数和为 


S ( x ) 


x 



〜办 arcsin ^ - , x e [0,4) 


3 


(4 — x ) 2 


对于 - 4 < :c < 0 可用类似的方法求解.但这里我们介绍一种复方法，它可以从 
0^ x <4 的上述结果直接导出 一 4 < a ; < 0时的答案. 

这就是将前面的运算以及习题3028中的运算都看成为 关于复 变量的运算.然后如 
§4.8 的习题2490的注所说，有 


iarcsin ( ia :) = ln(x + v 1 + x 2 ) 


丁•是就有在 一 4 < x < 0时的级数和为① 


S(x) 


4 


x 



arcsin 


3 


X 


(4 — x ) 2 

Ay/—X 

x 

(4 — x ) 2 


2 


In 


\J—X 

~2~ 



\/4 — x 


2 


x G ( _ 4, 0). □ 


解 2 由习题 3028 的答案（或 §5.5.3 的习题 2890) 得到 


2 .2 2n+1 _ x2n+2 


▽ _N) _ 

h ( 2 斜 2 )! 

然后在 (-1,1) 内逐项求导两次，得到 


( arcsinx ) 2 (—1 ^ x ^ 1). 


亡 ( n !) 2 ： 2糾 工 2n 


n=0 


(2 n )! 


2 arcsin x \ 9 

) 


2 


\/l — X 2 


1 — X 


2 



2 x arcsin x 

(l-x 2 ) 吾 


在等式两边约去因子2,并令 4: c 2 =又将 t 重记为 X ，就得到解1中0彡 x < 4的答案. 
对于一4 <:c <0可与解1同样求解 .口 

解3 (概要）这个方法的优点是不需要利用习题3028的答案，但计算相当复杂. 
对于 re > 0,令 a : = 4 t 2 , 记和函数为 F ( t ). 然后将它逐项求导两次，可得到 F ( t ) 所 
满足的二阶微分方程为 


(1 - t 2 ) F n ( t ) - 5 tF ，( t ) - 4 F ( t ) = 0. 

然后求其满足初始条件 F (0) = 1,^(0) = 0 的解. 对于 x < 0也可用类似的方法求解 
(此解法见问) .口 

~ ® 驿级数的和函数在 : r > 0和 x < 0时有表面上完全不同的表达式的情况是常见的.一个较为甲•凡的例 
T 是幂级数 a ： + 4 + • • • + + •…， 其和函数为 

o 2n — 1 

[ 4-V^ln I + ^ , x G [0,1), 

S(x) =l 2 l-y/i 

I —\J—x arctan \J—x 、 x G [—1,0). 
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5.7.3 三角级数求和法 (习题 3018-3027) 

这里的习题除了用前两个小节的方法之外，还有两个方法可以考虑： （1) §5.6 的傅 
里叶级数理论与方法， （2) 用欧拉公式进入复数域中去计算. 

第一个习题3018中的级数在前面已多次见到（例如 §5.2.1 的习题 2696( a ) 和 §5.4.3 
的习题 2775) .在 §5.4.5 的例题1中为了讨论其和函数的可微性已经求出了它的和函数, 
其中的主要工具是黎曼引理（即该小节的命题 5.9). 在 §5.6.1 的习题2941中则证明了 
该级数是其和函数的傅里叶级数. 


习题3018 求三角级数 H 


sin nx 
n 


的和. 


解1用阿 W 尔方法，考虑关于自变量 a 的幂级数 


5(a) 



S1EL TlX 

— • OL 


n 


n 


其中 z 为参数，由于级数关于: r 为周期 2 tc 的奇函数，因此限制在0 < x < 7 T 上即可. 

已知 a = 1时级数收敛，因此只要在 -1 < a < 1上求出 S ( a ) 后再取其极限 
5(1-0) 即可得到所要的级数和 5(1). 

将上式对 ae (- 1，1)求导得到 


#(a) = a n - 1 sin nx = lmJ2a n - l e^ 


n 


n 


Im 


e 


IX 


sinx 


1 - ae lx 


1 — 2a cos x -h a 2 


在 §5.5.2 的习题 2864 和 §5.6.1 的习题 § 2966已经见到过这个结果 • 


再利用 ^(0) = 0,于是有 


5(1) = sinx 


da 


o 1 — 2a cos x + a 


2 


sinx 


Jo (a — 


d(a — cosx) 


(a — cosx) 2 + sin 2 x 


arctan 


x 


(气 


cosx 


smx 


a 


arctan ( tan 


o 



+ arctan 


tan 


(f- 


x 


丄 7 ^ ^ 

2 +T_ X 


n — x 


这在 0 < X < 7C 时成立.利用级数的每一项 


sin nx 


n 


(n = 1,2,…）在区间 [0,2 ti ] 上关于 


其中点71均为奇函数，可知上述和函数的表达式 


7C — X 


在0 < :r < 2 tc 上成立. 口 


解2若利用复变量 z 的复对数函数（见 §5.6.1 的习题2970的解 2), 则就有（参见 
§5.7.2 的习题3006及其注） 

OO 

ln(l - z) = - ^ (kl < 1,2 7^ 1). 


71 


丁•是可如下求解（其中0 < x < 2 tc ): 


§5.7 级数求和法（习题 2986-3033) 


E sin nx 

n 


i-E 


inx 


Im {- ln(l - e ix )} 




Im {— ln[(l — cosx ) — isinx ]} = Im {— In [\/2 — 2 cosx • e 1 


i arctan 


一 sinx 
1—cos x 


]} 


arctan 


sinx 
1 — cosx 


arctan cot 


arctan tan ^ 号 


)] 


iL 

T 


T . 


□ 


习题 3022 求三角级数 f Sin ( 2 2 n n -~ i 1) X 的和. 


解除了用习题 3018 的类似解法之外，也可以用该习题的结果来求本题的级数和 
由丁•级数的和函数是周期 2 k 的奇函数，因此以下只考虑0 < a : < 利用 


OC 


E 


sin (2 n — l)x 


2 n — 1 


E 


sinx 


-E 


sin (2 nx ) 

2 n 


k — 2x 


可见在（- 7 T ，7 T ) 上本题的级数和为 j . Sgnx . □ 


习题3026 求三角级数£ 


71=0 


CQ ^ x 的和. 


解这里利用复自变量的函数的展开式是方便的.于是就有 


E 

n=0 


cos nx 
n \ 


inx 


e — 

n ! 


ME 

n=0 


Re ( e elx ) = Re ( e cosx+i8i 


i sin x 


e cosx cos ( sinx ). □ 


习题 3027 画山曲线 H 


sin nx - sin ny 


0. 


解（提示）求出级数和后就不难 作图. 用三角函数的积化和差公式有 


E 


sin nx - sin ny 


^2 


oo 


E 


cosn(x — y ) — cosn(x -f y ) 


^2 


n 


T 是问题归结为求下列级数 的和: 




cos nt 
~Z2 ~• 


这可以利用傅里叶级数的逐项积分方法从习题 3018 的级数展开式得到 •口 
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§5.8 利用 级数求定积分（习题 3034-3050) 

内容简介 除了应用函数项级数的逐项积分定理之外，对于广义积分的级数计算 
方法需要讨论其合理性.在第一小节中处理积 分区间 有界的习题，在第二小节中则介 
绍两个工具，它们可以统一处理积分 R 间有界和无界的习题.最后一个小节则结合习题 
3050介绍渐近级数的基本概念. 


5.8.1 利用级数求定积分 I (习题3034-3038， 3041-3044, 3046- 

3049) 

习题3034 利用被积函数的级数展开式计算 f 1 In dx . 

Jo 1 ~ x 


解这是一个广义积分 ，: c = 1 为奇点.由丁 • lna : 的原函数可求出（见 §3.1.6 的习题 
1791), 因此可按照广义积分定义证明该积分收敛. 

利用对数函数 ln(l + 的幂级数展开式就可将被积函数展开 如下： 



且可知该幂级数在[0, 1) 上收敛，因此在该区间内的闭 R 间上一致收敛，但由丁•在 : r = 1 
处发散，因此在10, 1) 上不一致收敛.于是不能直接用逐项积分法计算本题的积分. 

将积分变量改记为（，对于0： € (0,1)，在冈间 [0, x ] 上可以逐项积分得到 



In 



oo oo 


t n 1, _ x n+1 

TT at -乙 n(n+l) 

71=1 、 7 


4 x ^ 1 - 0, 在左边就按照广义积分的定义得到 p In 而在右边则从该幂级 

数丁•: r = 1时收敛，可从阿 W 尔第二定理知道极限 x % 1 - 0可以与级数求和的运算交 




换顺序（或者用 §5.5.3 的命题 5.11 之（1))，从而得到早在 §1.2.1 的习题56已见过的级 
数，丁是就有 ^ 

= 兩 1 ny = 1 •口 


习题 3035-3036 是常义积分的级数计算，用幂级数的逐项求积即可解决.从略. 


习题3037 利用被积函数的级数展开式计算 f xP - 1 \ n(l - x ^) dx ( p >0, q >0). 

Jo 


解这是可能有两个奇点 X = 0和 a : = 1的广/积分. i 

先用代换 M =纟以简化问题.这样就有 x = t^, dx = 于是得到积分 



其中的 参数 〆 = -2- > 0. 

由 ln(l —幻 - t ( t -> 4-0) 可见 f = 0不是奇点，于是只有《=1是奇点. 


§5.8 利用级数求定积分（习题 3034-3050) 


用习题3034的解中的类似方法，取0 < t < 1，将被积函数的第二个因子 ln(l - 


展开，并在 [0, x ] (0 < x < 1) 上作逐项积分计算得到 

1 rx / - 1 rx , 

丄 t p -Mnfl dt = 一丄 

Q Jo Q Jo : 


t n+p； 


dt 



亡 n+p ， 一 1 


dt 


n 


_ X 

乙 n(r 


n+p ， 


q ^ n(n + p ’）’ 

Tb - X 

在区间 [0, x ] (0 < x < 1) 上一致收敛 


其中逐项积分的合理性可利用幂级数 g ^在 R 间 [0, x ] (0 < x < 1) 上一致收敛, 

TI 

因此每一项乘以在 [0,1] 上的有界函数后仍然在 [0, x ] 上一致收敛. 

oo 

由丁•在0 < 2： < 1时最后一式的级数有强级数 y 因此该级数在 x € [0, 1] 上 

n 

一致收敛.于是 a ： — 1 - 0可与级数求和交换顺序，在左边就得到所求的积分 . r 是 
最后的答案为 


x p ~ l ln(l — x q ) dx = — 


n(qn + p )' 


□ 


习题3038利用被积函数的级数展开式计算 lnx . ln ( l - x ) do :. 

.0 

解由于 ln(l - : r ) 〜 — a : ( a : -4 0) 和 x\nx -> 0 (x —>• +0 )， x = 0不是 奇点. 同样 
可知 ： r = 1 也不是奇点.于是本题的积分为常义积分. 

将第二个因子 ln(l - o :) 展开为幂级数，这样就得到 


lnx - ln(l — x ) dx 


l 00 

E 


x n \nx 
n 


dx . 


将函数 a; n lna : 在 rr = 0 处按照连续延拓取值0,然后在 [0,1] 上求其取绝对值后的 M 大 

值.从 （: r n \ nx) f = nx n ~ l lnx + x n ~ l = 0 可求出其最小值点为 Xq = e n , 最小值为 

于是上述积分号下的函数项级数就以为强级数，从而保证了可以逐项积 

分计算如下（其中利用了 §4.2.6 的习题2286的答案)： 


1 


lnx - ln(l — x ) dx 


f 1 x n \nx 


dx 



n(n + 1) 



n(n + 1) 


( n + 1) 


K 2 


6 



E 


l 00 

习题 3044 证明 f 

Jo x 


解（概要） 

将被积函数写为: 


1 ( 见 §2.9.2 的习题1342)，左边的积分为常义积分 


lnx 


，然后展开，这样就得到 


第五章级数 



E 


— {x\nx) n . 


以下的做法与习题3038几乎完全相同，这里只写出最后的计算 过程: 


dx 


E 


(-i) n 

n! 


(x\nx) n dx = 


(~l) n 

n! 


(x \nx) n dx 


E 


-l) n 

n\ 


(-l) n n! 
(n + l) n+1 


^ n 


□ 


习题 3046 证明 f e cosx cos ( s i nx ) cosnxda ; = (n = 0,1,2, • • •). 

** 


解用欧拉公式有 


e e 


e cosx+isinx = e cosx cos (sin x) + ie cos x sin ( sina :) 5 


因此就有 


rzvt ix 

e cos x cos ( sinx ) cos nx dx = Re e e cos nx dx 

Jo 


右边积分的被积函数可展开如下: 


cos nx 


E 

k=0 


,ikx 

kf 


cos nx 


E 

fc =0 


cos nx 


cos kx + i sin kx 

k \ 


: P 是可见右边级数的每一项取实部和虚部之后所得到的两个级数在 [0,27 C ] 上都 
是一致收敛的.这样就可如下逐项积分，其中还利用了在 [0,2 tc ] 上的三角函数系 


{1 ， cosx, sinx, 


, cos nx, sin nx , • •. } 的正交性: 



e cosx cos(sin x) cos nx dx = Re cos nx cosfex + isin kx 如 

fc =0 


I 


'2tc k 

cos nx dx = — r . □ 

Jo ^ 


习题 3049 (泊松积分）求 £ ln(l - 2a cos x a 2 ) dx. 


解对于 | a | < 1 的情况，在 §5.6.1 的习题 2969 已经求出了被积函数的傅里叶级数 


展开式: 


ln(l — 2a cos x H - a 2 ) = —2 cos nx, 


利用傅里叶级数的逐项积分方法，它不要求级数在 积分区 间上的一致收敛性，由于对每 

个 n 有 cosnxdx = 0,从而就得到 

.0 



对丁 • M 


ln(l — 2a cos x + or) dx = 0. 

. o 

这时的积分为广义积分.从习题2970 (以及习题 2971) 可知道在 


\ a \ = l 时上述级数仍然是傅里叶级数，因此同样可逐项积分得到积分为0的结果 ®. 


=1时的积分可用 §4.4.1 的习题 2353( a ) 的欧拉积分 得到. 
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对于 | a | 〉1,可从 | a | < 1的上述结果推出得到 

ln(l — 2 a cos re -f a 2 ) dx = [2 ln | a | + In (1 — dx 

= 2 n In | a |. □ 

注泊松积分有多种计算方法. §4.1.1 的习题2192给出用黎曼积分和计算泊松积 
分的法.在 [15] 的第二卷中给出了泊松积分的4种计算方法，分别见其307小节的 4), 
314小节的14)，440小节的11)，511小节的 7). 又见数学译林第22卷 （2003) 第3期, 
278-281 页. 

5.8.2 利用级数求定积分 II (习题 3039-3040, 3045) 

在上一小节中用级数求积分的习题都属于积分 区间 为有界的情况对于积分冈间 
无界的情况，即使函数项级数在该区间上一致收敛，一般来说也不能逐项积分.因此我 
们将先介绍在这方面的两个一般性工具，然后处理本小节标题中列出的几个习题. 

还可以指山，上一小节中涉及有界区间上的广义积分的习题也可以用这两个工具 
统一解决. 

为简明起见，只讨论在积分 R 间 [ a ,6] 上仅有一个奇点6的情况，其中6可以为有限 
数，也可以是 + oo . 


命题 5.14 设非负项的函数项级数 ^u n (x) 的每一项在 [a,6) 上可积，级数的和 

函数为 S{x) (a^x< 6), 且对每个 c G ( M ), S(x) 在区间 [a,c] 上常义可积，则以下逐 

项积分运算 b oc 

S(x) dx = u n {x) dx (5.28) 

» cl ^_ 1 • a 

在左边或右边为有限数时成立. _ 


证分两点来证. 

⑴设 （5.28) 的左边为有限数，即和函数在 [ a ,6) 上可积. 
这时的 (5.28) 即是 



rb 


S ( x)dx 


lim 


rb 


Rn(x) dx = 0, 


其中余项 I u fc ( x )( n = l ，2，〜） .因此问题归结为对级数余项的积分估计. 

fc=n+l 


对于 c e ( a , 6), 利用级数项的非负性，有 
0 ^ Rn{x) dx = f Rn{x) dx 4- Rn{x) dx < f R n (x)dx- p S(x)dx. 

.a Ja Jc Ja Jc 

由于 ㈤ 在 [ a , 6) 上可积，对于给定的任意 e 〉0,存在 c € ( a , 6), 使得上式右边的第二 
项小于 e /2. 


取定这个 c ， 从0 < Rnix) ^ S (: r ) 和 S(x) 7- [ a , c ] 上常义可积，可知在 [ a , c ] 上 
Rn(x) 对于所有的 n —致有界，从而可以用阿尔泽拉定理（见 §5.4.5 的命题 5.8) 推山有 

lim Rn(x) dx = 0. 

因此对同一个 e ， 存在 AT ， 当 n 〉 iV 时，成立 0 彡 fi ^( x)dx < 于是就成立 

% a 么 

O ^ j 6 Rn { x ) dx < e . 这样就证明了 (5.28) 成立. 

(2) 设 （5.28) 的右边为有限数，即右边的级数收敛.记其和为 K 则从⑴可知，只 
需要证明 M ： r ) 在 [ a , 6) 上可积就保证等式成立. 

任取 ce ( M )， 则有 

C 71 71 C 

Uk ( x ) dx = ^ Uk ( x ) dx ^ U. 

** a k=i k = i^ a 

因 S ( x ) T [ a , c ] 上有界，因此可再用阿尔泽拉定理，令 n — oo , 就得到 

0^| S ( x ) dx ^ U . 

由丁•这个不等式对每一个 ce ( a ,6) 成立，而被积函数 S (: c ) 非负，因此即可推出 Rz ) 在 
[ a , 6) 上可积.于是从 （1) 即知 (5.28) 成立. □ 

注若假设 u n ( x ) (n = 1，2,…）和 SOr ) 在 [ a ,6) 上连续，则即可推出级数在 
[ a , c ] C [ a ,6) 上一致收敛（在多数教科书中称为狄尼定理)，这时可不必用阿尔泽拉定理. 

利用级数与其部分和数列的关系，就可以从命题 5.14 得到关于函数序列的下列结 
论.证明从略. 

推论设关于 n 为单调的函数序列 {fn(x)} 的每一项在 [ a ,6) 上可积，其极限函数 
为 F(x) (a^x< 6), 且对每个 c € ( a , 6), F(x) 在区间 [ a ? c ] 上常义可积，则以下关于 
n -> oo 取极限和积分运算的顺序交换 

F(x) dx = lim 广 / n ( x ) dx 

• a Ja 

在左边或右边为有限数时成立. 

若 (5.28) 有一边不是有限数，则就得到 +oo = + OC . 因此我们可以说，对同号级数 
(或申调函数序列）来说，逐项积分的等式 (5.28) (或极限与积分交换顺序）无条件成立. 

然而对于一般的函数项级数，为了保证 (5.28) 成立则需要另加条件.下面是经常有 
用的一个工具.其中的称为控制函数. 

OO 

命题 5.15 (控制收敛定理） 设函数项级数 ^ u n (: r ) 的每一项在 [ a ,6) 上可积，级 

数的和函数为 S ( x ) ( a ^ x < b ), 且对每个 c e ( M ), S ( x ) 在区间 [ a , c ] C [ a , 6) 上常义 
可积，又若存在于 K 间 [ a ,6) 上的可积函数 F ( x ), 使得在区间 [ a ,6) 上的部分和函数序 
列 S n ( x ) ( n = 1，2，".）成立不等式 |5 n ( x )| ^ F ( x ), 则成立以下逐项积分 等式： 
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^ rb 

S ( x ) dx = 2 , u n { x ) dx . 



(5.29) 


证从条件可知在 [ a , 6) 上成立 \ S ( x )\ ^ F ( x ), 因此別: c ) 在 [ a , 6) 上 可积. 于是有 


[^(x) - 5(x)] dx 




[5 n ( x ) - 5( x )] dx + 



[5 n ( x ) - 5( x )] dx 




f C [5 n (x)-5(x)] d 

Ja 


x -h 2 F ( x ) dx . 


从 F ( aO 于 [ a ^ b ) 上可积，对给定的任意的 e 〉0,存在 c G ( a , 6), 使得上式第二项小于 
e / 2 . 然后固定这个 C , 对上式的第一项用阿尔泽拉定理即可.以下从略 .口 

OC 

注若函数项级数的绝对值级数 I ；卜 n ( x )| 在 [ a ,6) 上收敛，且其和函数在 [ a ,6) 

上可积，则就可以将它用作为控制函数而 （5.29) 成立. 

与命题 5.14 —样可以得到命题 5.15 在函数序列上的推论，从略. 


习题3039 利用被积函数的级数展幵式计算 


xdx 

2nx 


解被积函数展开得到 


_X 
2kx 


xe 

1 — e 


2kx 


2nx 


xe 


2tcx/i I —2nx 


(1 +e 


H - h e 一 


2nnx 


+ 


• • • 


其中每项大于 0. 又可用 §4.4 的判别法知道题设的广义积分收敛，因此甫命题 5.14 即可 
作逐项积分计算.这样就有 


xdx 

2nx 


E 


xe 


—2nnx 


dx 


OO 

E - 

_ 


xe 


2nnx I +oc 


2 nn 


+ 27 m e 


2nnx 


dx 


4 丌 : 


E 


n 


1 n 2 
An 2 6 


24 


. □ 


下面两题的被积函数的级数展开式不是同号级数，这时需要用命题 5.15, 其中的控 
制函数可以参考该命题的注. 


习题3040 利用被积函数的级数展开式计算 


xdx 
e x + l • 


习题3045 证明： e- x sin ax dx 

. o 


1_ (- l ) n n ! 2 n+l 

2^ o (2^TT)! 


5.8.3 补注（习题 3050) 


下面先给出习题3050的解答，然后说明为什么要专门为此题设立这个小节 


习题3050证明 公式: 


+oo 


a -f x 


dx 


1! 



+ ( _ ir - ii ! Lzi)l 


，/ i \n 汐 n 几! 

+ (-1) ^TT 


其中 a 〉 0 且 0 < ‘ < 1. 若于该公式中取两项来表示积分 


•+OC 


- dx 

100 + rr ， 


其精确程度如何? 


解对广义积分作分部积分就有 


+ OQ 


a + x 


dx 


+OC 


a -f x lo 


. 0 


(a + x ) 


dx 


1 p-x +oo 

a + 7 ^Flo + 2 


(a + x ) 


dx 


1! 


+ 2 


(: + x ) 3 dX . 


用数学归纳法可以证明对每个 n 成立以下 公式: 


+ OQ 


a + x 


dx 


1! 

12 





I ^ 


由 T 上式的最后一个积分满足不等式 


0 < 


0 (a + x ) n+1 


dx < 


n+1 


dx 


n+l 


因此存在 o < ‘ < 1, 使得公式的最后一项可表示成为 (- i ) n % f - 


对予 a = 100,取公式右边的前两项作为积分的近似值，则有 

0 < r°° dx - 」 _ l + 1 

^ Jo 100 + X ax — 10 2 10 4 10 6 , 

W 此误差不超过 2 xl 0_ 6 . □ 


;'主软件可计算出 j o 1 ^^0.__2，酿两项得 
到的近似值为0.009 9,可见误差约为 1.9 x 10_ 6 ,确实符合上述估计. 


现在回顾习题3050的上述解法，同时与本节的其他所有习题作比较，可以看出有 
明显的不同. 

首先，习题3050不像是用级数来计算积分，而只是给出了近似 计算； 其次，展开式 
右边像是 §2.9 那样的带拉格朗 H 型余项的泰勒公式，而不是无穷 级数； 再次，如果将右 
边改写为无穷级数，则会得到什么？它是否是积分的一个无穷级数展开式？ 

从上述的最后一个问题开始.如果将习题中的公式右边的最后一项去掉，而改写为 


个无穷级数，则就得到 

r+oo p -x 

— dx 



1! 

12 



f -••• + (-1 广 1 ^ 


其中 a 〉 0. 实际上只要将被积函数的因子展开为幂级数，乘以 e - 1 再逐项积分 
就可以得到上式右边的级数.容易看出，无< 0取什么值，级数的通项当 n — oo 时 
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不是无穷小量，因此这个级数必定发散.于是可见上述逐项积分运算是没有根据的，最 
后得到的等式也是错误的，从而上式右边的级数只是一个形式记号. 

于是我们看到，在习题3050的后半题中，我们实际上是用一个发散级数的前两项 
来对子左边的积分作近似计算，而且效果似乎还不错.这超出了本章关于无穷级数理论 
的范围.它有什么根据？ 


这里可以与《习题集》的2003年版的序言相联系.这个序言是卓里奇专门为这个 
新版本而写的，其中有一处提到了分析中的渐近方法，并希望在数学分析的习题集中有 
所反映.习题3050虽然并非是为新版而增加的，但它恰巧就是渐近方法的一个例子. 
下面只给山用于刻画 X 4 +OC 时的函数 f ( x ) 的渐近性态的渐近幂级数的定义. 


考虑下列级数 

A + 舍 + ♦ + ••• + > + 

其中允许当: r 固定时该级数发散. 




如果固定 n 时成立下列 等式： 

/( rr )- (砒 + 舍 + 含 + …+ 含)= °(^ r ) +°°)， 

则将这个渐近关系式记为 

/ ⑷〜 A 0 + 舍 + * + …+ | —+oo). 

定义如果对每一个正整数 n 成立上述渐近关系式，则记为 

/⑻〜 A 0 + 舍 + * + …+ …（ ㈠ +00)， 

称右边的级数为函数 f ( x ) 当: r — +oo 时的渐近幂级数，并称上述关系式为 f ( x ) 的渐 
近幂级数展开式. 


注不难用泰勒级数理论证明，如果上述形式的级数当: c 充分大时确实收敛丁•某 
个函数 f ( x ), 则这个级数一定就是其和函数 f ( x ) 的渐近幂级数展开式.然而定义中并 
不要求该幂级数收敛.因此渐近幂级数展开式是幂级数展开式的一种推广. 

现在回顾习题3050,就可以看出，将参数 a 作为自变量，则等式右边改换为无穷级 
数之后就是左边积分（以 a 为参变量）的渐近级数展开式.这时的等号按照上述定义应 
当改为〜习题3050表明，发散的渐近级数仍然可能用于近似计算. 

在 §5.10.2 之2将在讨论阶乘的斯特林公式时，再次使用渐近级数的概念. 

关于渐近方法的材料很多，这里只举山以下两种教科书.一个简明的介绍是 [15] 的 
1954年版的中译本的第二卷的 502-503 两个小节，其中的第一个例子就是习题3050中 
的渐近级数展开.在该书的新版中将这两个小节扩充为 §12.6. 在卓里奇的数学分析教 
材 [361 的第二卷中，整个第十九章（该书的最后一章）就是用于介绍渐近展开，其中还包 
含了在这方面最为基本的拉普拉斯方法.著名数学家柯尔莫哥洛夫和阿诺尔德对该教 
材有很高的评价，渐近方法无疑是该书的特色之一. 

①这里的记号〜与 §1.6 (但从 §1.5.4 起已广泛使用)中的用法一致.实际上我们在前面已多次使用“渐近 
性态”和“渐近等式”等说法. 
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第五章级数 


§ 5.9 无穷乘积（习题 3051-3110) 


内容简介 本节分为以下几个部分：第一小节是一些较为简单的无穷乘积的直接 
计算，第二小节主要讨论无穷乘积的敛散性判定，其中包括绝对收敛和条件收敛，第三 
小节则包含了无穷乘积的一些理论方面的应用问题，最后一个小节对伽马函数的无穷 
乘积定义与积分定义的等价性作补充. 


由丁•不是每一本教科书都有无穷乘积的介绍，这里对于无穷乘积的基本概念作一 
些说明.需要进一步材料的可看 [5, 15, 20] 中的有关部分. 

如同无穷级数是有限项相加求和的推广，无穷乘积是有限项相乘求积的推广.最平 
凡的例子就是 Um a ' 即每一项等于同一个数^的无穷乘积. 

n—>oo 

实际上，早在《习题集》 §1.2 的数列的习题中，就同时出现了无穷级数与无穷乘积 
的例子.具体来说，在 §1.2 中的习题57, 78-80 (其中习题80见 §1.2.4) ①，在 §1.5 中的 
习题 629-630 (见下面的习题3058, 3056) 等都是无穷乘积的例子. 

在学习无穷级数时我们知道，每个数列的极限问题都可转换为无穷级数求和.与此 
相似，数列的极限也可转换为无穷乘积的求积问题.只是这里要求数列中不含有 0. 

具体来说，设数列 { x n } 的每一项不等于0,将通项写为乘积 形式： 


X 


Xl - 


X2 X 3 


X 


n 


X\ X2 


(n = 1,2, •••), 


然后记 Pi = x u p n 


x 


71 


^n—l 


(n = 2,3, • • •）， 则就有 x n = pi • p 2 . p n - 与求和的简缩 


记号 E 类似，在高等数学中经常将上述乘积记为 


k 


从本节的 §5.9.4 中的无穷乘积的多个应用实例可见，上述转换，即将数列极限转换 
为无穷乘积，即是无穷乘积应用中的基本方法. 


现在引入无穷乘积的一般记号. 

oc n 

数列 {Pn} 的无穷乘积记为将该数列的前 n 项的乘积仏 = l [ p k (n = 

1，2, •…） 称为该无穷乘积的部分_ _ 积（数列).若存在极限 \ im G P n = P , 则 fe 1 定义无穷 
乘积的意义为 ^°° 

n pn d ^ { u pn = p ， 

n=l n=l 

oo 

并称该无穷乘积的积为 P . 反之，在部分乘积数列 {Pn} 发散时，则无穷乘积只 
是一个形式记号. 

由此可见，无穷乘积的定义与无穷级数的定义几乎完全平行. 


①习题57是求 lim (力於的… 2 %)，习题78是求 lim …… 二 + ? ，习题79是求 

n—>oo n-^oo 1 3 2n — 1 

^( 1 -音)( 1 一士)...( 1 一+)，习题 80 是求打 1 ^( 1+ 士)( 1+ +)".( 1+ +). 
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下面是两者之间的两点差别，其中的第 （2) 点是对无穷乘积敛散性的补充定义. 

(1) 在构成无穷乘积的数列 {Pn} 中只要出现一个0,则按照上述定义就会导致无穷 

oo 

乘积= 0,这与无穷级数的任何一个个别项都不可能影响级数的敛散性不同. 

n=l 

oo 

于是在今后，当研究 {Pn} 的无穷乘积时，一般总假定每一个 p n 都不等 T 0. 

(2) 在无穷乘积的收敛和发散的定义中有与无穷级数不同之处，即只有当部分乘 

oo 

积的极限 lim P n / 0时，我们才称无穷乘积 TT Pu 收敛，否则就称该无穷乘积发散. 

n—►oo A A 

于是在发散的无穷乘积中包含了 的一种特殊情况，并将这样的无穷乘 

积称为“发散丁 •()”. 00 

初学者可能觉得这样的收敛和发散的定义不太合理.事实上将 ri lim o P n = 0 从收敛 
中区分山来并将它归入发散当然是人为的.只是以后可以看到，这义会在很多方 
面带来方便，从而就逐渐会习惯丁•这样的定义. 

注意： 由 于上述 收敛与发散的定义，在发散的无穷乘积中我们往往要关心它是否发 
散于0,因为这是有意义的.另一方面，收敛的无穷乘积的积必定是不等于0的一个数, 
这在许多应用中也是重要的. 


《习题集》于本节的习题之前举山了两个重要的无穷乘积，这就是正弦函数和余 


弦函数的下列无穷乘积展 开式: 


wj 2 

(1) sin x = x Hi 1 - ( ~°° <x < +°°)， 


(2) cosx 



4 x 2 


(5.30) 


(2 n — 1) 2 兀 2 ■ 


(― oo < x < -f oo ) 


在展开式 （1) 中用 o ： 


2 


代入就得到沃利斯公式 


2 





2 n 


2 n 


2 n — 1 2 n + 1 ’ 


如 §5.1.3 的命题 5.1 的注所示，这种形式与那里的 (5.2) 等价. 

在 (5.30) 中的这两个公式很有用，可是它们的证明不容易，其中 （1) 的证明见 [34] 
的例题13.4.3,更详细的叙述见 [15] 的第二卷的408小节.导出公式 （2) 的方法之一是 
利用 cosx = sin - x ) 从公式 （1) 得到，其中还要用沃利斯公式.（建议读者将它作 
为练习题来做 


5.9.1 一些简单的无穷乘积计算（习题 3051-3064) 

这些比较简单的习题的要点是有可能求出部分乘积的封闭形式，然后取极限.所用 
的技巧之一类似于无穷级数计算中的裂项消去法（即连锁消去法)，即将通项 Pn 作适当 
的因式分解，使得在部分乘积中可以对消掉大量的中间因式，从而得到简单的封闭形式 • 
这里当然可能用到许多代数技巧和三角恒等式. 


oo 

习题 3051 证明 = 

n=2 


2 • 


解计算部分乘积 


Pn 




n 

n( 

k=2 


P") = i 2 


3 2-4 


(n - l)(n + 1) 




2 


n 


可见有 Pn — □ 


OO 

习题 3052 证明] ( 


n=2 


n 3 + 


f) 


解计算部分乘积 （ n 彡 2) 


Pn 




n 

n( 

k=2 


k 3 - 
k 3 -f 


L 彳 =[ (fc - i)(fe 2 + fc + l) 
l) ~ l } 2 L(A:+l)(A: 2 -A:+l) 


k=2 k=2 


A : + l ) 


在其中利用 p - A : + 1 = ( A : - l ) 2 + ( A : - 1) + 1 即可连锁相消得到 

P _ 2 n 2 + n +12 门 

Pn 一 n(^T 1) - 3 'T* ° 


习题 3055 证明 Y \ cos 2 ^i 


提示本题为下一个习题 3056 的特例 .口 


n + 1 
2 • n 


习题 3056 证明 Y \ cos 


sinx 


提示对部分乘积 仏乘以 2 n S in | 将其简化整理后取极限即可.本题己见于 
《习题集》的 §1.5 的习题630,所用的三角恒等式又见于 §2.1.4 的习题 1026. □ 


OO 


习题3058证明 (1 + x 2n ) = (| x | < 1) 


提示对部分乘积 P n 乘以 l - z 将其简化，然后取极限即可.本题已出现在《习题 


集》的 §1.5 的习题629中 .口 

习题 3059 (韦达 公式）证明 


2 -f \/2 + v/2 


提示乘积各项的分母在 §1.2.4 的习题81等处出现过.利用该题解4中的方法，从 
cos ^ ^开始，即可看出问题已转化为习题3055,它又是习题3056的特例 .口 
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注本题的公式是由韦达于1593年发现的，它是数学史上山现的第一个无穷乘积. 
与此类似的还有前面已多次用到的沃利斯公式 (5.2), 它是微积分的先驱之一的沃利斯 
丁 • 1655年发现的.它们恰巧都是圆周率的无穷乘积展开式.这两个公式的发现代表着 
人类文化中对数 7 C 的认识的新阶段的开始.对此有兴趣的读者可以参考科普读物[外 


习题3060 证明 



3 n 、_ 2 ti 

3^TTT ； - 



解与前面从 (5.30) 推出沃利斯公式类似，利用其中正弦函数的无穷乘积展开式 
(1), 令^ = f 代入，就得到本题的无穷乘积为 



3 n 

3 n - 1 


3 n \ 
3 n + 1 / 



sinx 


x=n/3 


2 n 

3vf 


□ 


oo (一 1 广 

习题 3064 证明无穷乘积 ( a >0) 的收敛性并求出其值. 


解写出其部分乘积 



然后利用 §5.2.1 的习题2661,就得到 lim = a ~ ln2 . □ 


5.9.2 无穷乘积的敛散性判别（习题 3065-3099) 

与无穷级数类似，存在大量难以直接计算的无穷乘积.因此一般来说判定无穷乘积 
的敛散性是第一个重要问题.在收敛时，即使求不出它的积，也至少可以作近似计算. 

由丁•无穷级数方面已经有充分发展的敛散性判别法，闵此在绝大多数情况，我们总 
是通过对无穷乘积取对数而将它转换为无穷级数来处理.当然这只有当无穷乘积的通 
项大丁 W 才有可能取其对数.我们即将看到，这个合理的要求是可能满足的. 

OO 

设 {Pn} 是无穷乘积[1仏的部分乘积数列，则在该无穷乘积收敛时，按照定义有 


lim P n = P ^ 0 . 于是就可以推出 


lim p n 


lim 


Pn 


Pn 


这样就已证明，收敛的无穷乘积的通项 Pn 必定收敛于 1®. (初学者可以将此与收敛的 
无穷级数的通项必定收敛于0作对比 .） 

由此可见，对于收敛的无穷乘积来说，当 n 充分大时，其通项必定大于 0. 反之，不 
满足这个要求的无穷乘积必定发散，从而已不必再考虑. 


①这里已经可以看到，将 lim Pn = 0 的情况排除在收敛概念之外的合 理性. 实际上，对于这类发散于0 


的无穷乘积来说，其通项显然不一定会趋于 1. 例如，由 


2 


组成的无穷乘积就是如此. 


为方便起见，在今后若无其他说明时，经常将通项写为 p n = l + a n (n = l ,2,...), 
其中总假设条件 a n ^-l ( n = l ,2,..-) 成立.由以上论证可知，对收敛的无穷乘积来 
说，必有 a n — 0,从而当 n 充分大时，也必有 | a n | < 1. 

于是就得到联系无穷乘积的敛散性与无穷级数的敛散性的一般性等价 关系： 

OC OC 

H (1 +知）收敛仁 E ln(l + a n ) 收敛， 

其中对右边假设条件 ： T + a n 〉0对每个 n 满 " 足，否则可以假设此条件对大于等于某个 
的 n 满足，而将右边的求和改为从 n = no 开始，这时上述等价关系仍然成立. 

按照 §5.1 和 §5.2 的思路，我们先考虑 { a n } 为同号的情况.这时上式右边的 
无穷级数是同号级数，或至少当 n 充分大时同号，因此可以用等价量判别法.从 
a n — 0 (n 4 oo ) 即有 ln(l + a n ) 〜 (n 00 )，因此就得到下面的第一个判别法，它 

在原则上解决了 { a n } 同号的情况 • 

无穷乘积收敛性判别法 I 设数列 (n = 1,2, • • •) 当 n 充分大时同号，则 

oo oo 

Y [( l + a n ) 收敛 ㈡ E a n 收敛， 



①《习题集》后面的习题3098和3099与上述判别法 II 直接有关，这里只说明它们的意义，具体的计算 

oo oo 

从略.习题3098举例说明，无穷乘积 (1 + a n ) 收敛时，级数^ a n 可能 发散. 因此判別法 II 只能是充 

71=1 71=1 

OO OO OC 

分性判别法.同样，习题3099举例说明，无穷乘积 n ( i + a n ) 收敛时，级数 E o ： n 和 E 同时发散也 
是可能的.因此后者不可能单独用于判定无穷乘积 St n 
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回忆在 §5.2 的一般项级数的收敛性判别法，其中绝对收敛级数必定收敛的定理是 
很有用的基本定理.对于无穷乘积也有类似的概念和定理. 

由于收敛无穷乘积的通项 Pn ^ n 充分大时必定大于0,因此绝对收敛的无穷乘积 
不是通过对 N 取绝对值来定义的，而是采取如下定义. 

定义若级数;£ | lnp n | 收敛，则称无穷乘积 p n 为绝对收敛.若&收敛但 
非绝对收敛，则称^： 1 件收敛. n 1 71 1 


与条件收敛的无穷级数类似，可以对丁•条件收敛的无穷乘积建立类 似于黎 曼定理 
(见 §5.2.2 的命题 5.5) 的结论.反之，绝对收敛的无穷乘积则可以任意交换相乘各项的 
顺序而保持其积不变. 

由定义可见，绝对收敛的无穷乘积必定收敛.又由 ln(l + a n ) — 0可推出 — 
0 (n 4 oo ) 和 ln(l + a n ) 〜 a n (n oo ), 从而可推出下列判别法： 


无穷乘积收敛性判别法 III 


n(i + a n ) 绝对收敛^ 


f|(l + hn |) 收敛 

n=l 

oo 



收敛 

n=l 

oo 

fj(l + a n ) 收敛. 



证不引入绝对收敛概念也可以直接证明上式最后一个蕴含关系. 

OO OC oo 

实际上，若绝对值级数 ^| a n | 收敛，则即可推知级数收敛和级数^ 4 
收敛 ®， 因此用前述的无穷乘 u #、 1 收敛性判别法 II 即可 .口 


在判定具体的无穷乘积敛散之前，先看一道理论性习题. 


3065( a ) 可否由无穷乘积与的收敛性得山无穷乘积 J](Pn 



q n ) 的收敛性? 


解这里不是“可否”的问题，答案恰 恰是： 无穷乘积 HiPn ^- qn ) 必定发散. 

实际上，从条件可知 p n -> 1 (n 4 oo ) 和如 — 1 (n 二 oo ) 成立，因此就推出 

lim { p n -f q n ) = 2, 

n— >oo 
oo 

从而无穷乘积 f](Pn + gn ) 发散 .口 

71=1 

® 前者是级数中的基本定理，后者则可参见 §5.1.1 的习题 2568. 


习题 3066 研究无穷乘积 n I 的收敛性. 


解从部分乘积匕 = + 即可知此无穷乘积发散于0 .口 


(n + I ) 2 


习题3067研究无穷乘积 [] 彳:+纟 

71=1 、 ^ 


的收敛性. 


解 


本题可直接求山部分乘积的封闭形式，即有 


Pn 




n 雜 =(n 


A : + 1 


k 


k{k + 2) 


(n 错 ) 


k 


• n + 2 — 2 (n 4 oo ), 


可见收敛（本题中的无穷乘积与《习题集》前面的习题3062相同) .口 


解2用收敛性判别法，从通项 p n 写山 

an=zpn ~ l = ^ T 2 ) 


n(n + 2) ’ 


OO 

可见从正项级数 H n ( -^ T ) - 收敛知道本题的无穷乘积收敛. 


□ 


习题3070研究无穷乘积3 



的收敛性 


解 


0时弘 


1，当然收敛.否则有 


a 


i }- 


n 2 + 1 


2 p 

n 2 + 1 


{n — oo ) 


可见对任何 p , E 总是同号的收敛级数，因此本题的无穷乘积收敛 .口 


习题3073研究无穷乘积 


譜的收敛性. 


解1从部分乘积 A 


n 原 

k=0 


n + 2 


0 (n -> oo ), 可见本题的无穷 


乘积发散于 0 .口 
解2分析 a 7 


Pn -1 的渐近性态，得到 


a. 


71 + 2 — \J 71 + 

~f" 2 


+ 2 [yj n + 2 + x/rT+T) 


2 n 


(n oo ) 


于是从 - 


2 n 


oo 知道本题的无穷乘积发散于 0 .口 
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习题3076 研究无穷乘积%的收敛性. 


oo 

解由于乘积的每一项大于0,因此该无穷乘积收敛等价于级数 E 收敛.利 


用柯西积分判别法，从下列广义积分计算 


In 


dx 


• \nx 



dx 


l 


l 




可见本题的无穷乘积收敛 .口 


注也可以利用 ln:r = o ( x £ ) (x -> + oo ) 对任何 e > 0成立（见 §1.6 的习题 651( e )) 
而推山上述广义积分收敛. 


习题3081 研究无穷乘积 j 



(1 + l / n) n • 


的收敛性. 


解由于 fl + 


(n -> 00 )，因此当 |: r | < e 时，无穷乘积收敛的必要条件 


Pn 


1 (n 00 ) 不能成立，从而发散. 

对丁 • ㈣ = e ， 可以计算 lim | a n | 如下： 

n—>oo 

lim | a n | = exp < lim n n In ( 

n—►oo L n—>00 L \ 


=exp \ lim n 

l n—¥oc 

可见这时的无穷乘积也发散. 

对于 |: c | 〉 e 用柯西根值判别法，有 


2 n 


H )-]} 


T 


V ^ 71 = 


x 


+ 


e 


x 


(< 1) (n -> 00 )， 


因此级数 E | a n | 收敛，从而由判别法 III 知道无穷乘积收敛 .口 


oo 

习题3083 研究无穷乘积] 





n q 


的收敛性. 


解若 N < 1，则通项的两个因子当 


时的极限都是 1. 这时可分别考虑两 


个无穷乘积 n 卜+蒼)和 n cos 奋.前者利用级数 



n p 


收敛就可从判别法 III 推知收敛，而后者可利用 


In cos 




2n 2 « 


(n —> 00 )， 


从而可用判别法 I 推知也收敛.合并两者，即可推山本题的无穷乘积收敛 


若 x = -1, 则在无穷乘积中的第一项仍= 0,因此其积为 0®. 

若 x = 1，则可证明为了通项 p n 3 n -> oo 时收敛于1,必须 p > 0和 g > 0同时成 
立.（由于这个证明比较复杂，我们将它写为补注小节中的命题 5.17.) 这时有 


lnp n = In ( 1 + 


W 


+ o 


D+ lncos 




2^ 


+ o 


㈤ 



n 


in{p ， 2g} 


(n —> OO )， 


因此当 min { p , 2 q } > 1 时无穷乘积收敛，否则发散. 


若 | x | > 1,则通项 p n 的第一个因子为无穷大量.若能够证明第二个因子不是无穷 


小量，则 Pn 


1不可能成立，因此级数发散.然而目前还未能找到上述论断的证明，只 


能将它作为一个未解决问题提出以待来者（见本书的使用说明). □ 

对于《习题集》以下的习题 3088-3097, 若其中的无穷乘积收敛，则还要要求判定 
它是绝对收敛还是条件收敛. 


习题3090研究无穷乘积 



(-l ) n+1 


nP 


的绝对收敛性和条件收敛性 


解由于 p n 


1 (n 4 oo ) 是无穷乘积收敛的必要条件，因此必须有 p 〉 0. 


由判别法 III 可知当 p 〉1时无穷乘积绝对收敛，而当0 < p < 1时不绝对收敛. 


1时级数 H 


-l ) n+1 


nP 


收敛，因此从判别法 II 可知，这时的无穷乘积 


收敛的充分必要条件是 H \ 收敛，因此 a 0 < p < | 时无穷乘积发散丁 • 0,而当 

Th 心 


< P <1 时的无穷乘积为条件收敛 .□ 


y/n 


习题_研究无穷乘积 n V(- i)n 


的绝对收敛性和条件收敛性. 


解 


这时有 


a 


Pn 


(- 1 ) 


n+1 


w+(-l ) n ， 


丁-是从 §5.2.1 的习题2670知道 发散. 由于 a n (n = 2,3，...） 不同号，因此还不 
能立即作出结论. 

这里可以模仿习题2670的解2,即将 n = 2 A : 和 n = 2 A : + 1 (fc = 1，2, •. •) 两项的相 
乘加括号，这样就得到一个新的无穷乘积 


①在 [6] 中对于 


1的情况还讨论了将习题中的无穷乘积修改为从 


2开始后是否收敛的问题，方 


法与 


1类似，可供参考. 
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V 2 k 


V2F+1 


k 


y/2k^l y/2kT 


rr)* 


记其通项为戍 ， 4 = 甙 一 1 (A: = 1 ， 2 ,…），则有 


a ’k = P/C - 1 


1 + y/2,k - y/2,k 4 - 1 
(v^+i)-(\/2FTT-i) 


+ 0⑴ 


(V^+1).(\/2A: + 1-1) 


2k 


(k oo), 


因此上述新的无穷乘积发散.由于它的部分乘积数列是原来的无穷乘积的部分乘积数 
列的子列，因此从一个子列发散就可推出原来的无穷乘积发散 .口 


解2取通项的倒数 


Qn 


Pn 


1 



(- 1 ) 

y/n 


(n = 2,3 ，."） 


作山一个新的无穷乘积 n qn - 


2 


这时的 £(9 n - l ) 收敛，而 ^( gn - l ) 2 发散，因此从判别法 II 知道上述新的无穷 

乘积发散.由 n ¥它的部分乘积就无穷乘积的部分乘积的倒数，因此即可推山原无穷 
乘积发散 .口 


习题3094研究无穷乘积]^ Vn ^~ l ) n 的绝对收敛性和条件收敛性. 


解按照下标 n 的奇偶性，则有 


P2k-1 = (2A ： - 1) 2fc_1 , P2k = (2A：) 2k , 


于是有 


Oi 2 k-i = P 2 k -1 - 1 = exp [- f ■— j - ln(2fc - 1)] 


ln(2A: — 1 )， 


2k-1 


OL 2 k = P 2 fc - 1 = exp[^- ln(2A;)] - 


2k 


lnpA :). 


由此已经可知级数 f | a n | 发散，因此本题的无穷乘积不可能绝对收敛 


又可看出收敛，因此按照判别法 II ，只要级数 t 〜收敛，即可推出无穷乘 
积收敛（且为条收敛). n " 

OO 

从 a 2fc _x < 0和〉0,可知 E a n 为交错级数.然而它不并是莱布尼茨型级 
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第五章级数 


数®.现在考虑从第二项起对相邻两项加括号的如下级数： 

Q1 + («2 + Ois) H - h {OL2k + 0C2k^l) H - • 

其中第一项 ai = 0,而利用 

ot 2 k + = 士 ■ ln(2A:) - 2k^-\- \ l n (2 々 + l) (1 H- o(l)) 


(2k+ 1) ln(2k) - 2k ln(2A: + 1) 

2 A :(2 A ; + 1) 


= 2k(2k k -h) ~ 2Frr [ln(2A: + 1)_ln(2/c)1 

ln(2A:) 1 f 1 \ 

= 2k(2k^l) - 2kT\ * ln l 1 + 2k) 

= (k -> oo), 

可见上述加括号后的级数收敛（实际上还可以证明它从第二项起均大于 0). 然后再利用 

OO 

a n 0 (n -> oo )， 即可推出 E 收敛，因此本题的无穷乘积为条件收敛 •口 


5.9.3 无穷乘积的一些应用（习题 3100-3110) 


本小节利用无穷乘积求某些数列的极限，其中包含了几个重要的理论结果.实际上， 
类似的问题在前面已多次出现，例如 §5.1.4 的命题5.3、习题2606和 §5.7.1 的习题3031 
的解1等都是如此，只是当时没有用无穷乘积的概念和定理. 

OC 

习题 3100 (黎曼 C 函数的无穷乘积形式） 设 Ch ) = 而外 1 ( n = i , 2 , …) 

是素数数列.证明 n ~ 

ft ( i -*) _1 = c ⑷. 

n=l 


解 最早研究函数 （ Or ) 的是欧拉.与黎曼不同，欧拉是在自变量 re 为实数范围内 
研究这个函数，本题即是他的发现 [10]. 

按照级数收敛性判别法，函数 C (4 在 x 〉1时有 定义. 以下均设 x 〉 1. 
ap 为素数时，有级数展开式 

O ) 1=i+ *+...+*+•••• 

对正整数 N >1 , 取所有不超过 AT 的素数，记为 Pl = 2, p 2 = 3,…， Pfc < 7 V ， 并将它们 
分别代入上述展开式，然后将所得的&个级数 相乘. T 是在所得到的级数中就包含了所 


有下列形式 的项: 


2 n i x 3 n2 


p ： kx, 


①用 Mathematica 在大范围内作数学实验，可以猜测成立不等式 （x + 1)^" + oT + > 2,它相当于 n 
为奇数时成立 | a n + i | 〉 |« n |. 
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其中 m ，•… ， n fc 为非负整数，而且对于指定的〜，••• ， n fc 来说，上述形式的项只出现一 
次.利用算术基本定理①，不超过#的每一个正整数 n 都可以唯一方式分解为 

n = 2 ni -3 n 2 …… p ^ k , 


从而就得到 


◦<E 


k 


-n(i- 


pf 


< 



n>N 


最后令 TV 4 00,则同时就有 A : 4 00,因此就得到所求的结论 .口 


习题3101 (欧拉）设化（71=1，2,…）是素数数列， 证明： 乘积 


n(i- 


Pn 


和级数 



Pn 


均发散. 


解 虽然不能直接引用上题的结果，但可以用其中的方法.取正整数 7 V > 1,又取 
所有不超过#的素数仍= 2， p 2 = 3, • • • ，外< AT , 则与上题一样，可以得到 


k 


N 


n( 


1 


Pi 




然后令 TV -4 00, 利用调和级数发散，就得到本题所要的第一个结论，即 


oo 

n( 


Pn 


+oo. 


对前式取对数后令 N -^ oo 则可得到 

£ ln ( 1 -^ r ) = -°°* 

n=l 

对于上述负项级数用 ln(l _ ： r) 〜-: r ( a : 0)，就得到所要的第二个 结论： 

它丄=+00. □ 

%注最后的等式提供了素数有无限多个的一个分析证明此外，与巴塞尔级数 
f ^ <比较，可见在所有正整数中，素数并非是非常稀少的，至少比平方数 

^ “多得多”. 

①即每一个正整数均以唯一的方式分解为素数因子的乘积.算术基本定理是古希腊数学家发现的，见 [11] 
第七卷的命题 23-32 和第九卷的命题 14. 


® 关于素数有无限多个的第一个证明是古希腊数学家得到的，见 [11] 的第九卷的命题 20. 读者还可以在 
近年来的畅销书 [11 的第一章中找到素数有无限多个的六个证明，其中包含了已提到的两个证明.该书（第四 
版）介绍了 40个著名数学问题的极富创造性和独具匠心的证明，其中与本书到此的内容有关的 还有： 第八章 
中 给出了 巴塞尔问题的三个证明，第十八章中给出了平均值不等式的证明. 
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第五章级数 


习题 3102 (§5.1 的高斯判别法的证明） 设〜〉 0( 几 =1 ， 2 ,…），且 


a 


其中 e 〉0, 证明 


a n+ 7 = 1+ n 


)(n — oo ), 


a . 


提示：研究 


0 *( 士 ) （ n_>o °)- 


lim a n n p = a \ 

71—^00 



& 71+1 



n 


解 对每个正整数 n 有 


a n n p 


ai • 


«2 

^71 

Ctl 

^n— 1 - 




p 


(A) P : 


ai ll 

k=i 


Qfc+i 

o^k 


p 


k 


因此就有 


lim a n n p = ai TT — 

t—>-oo 丄丄 CL 


® n+l 


n 


余下的问题就是证明上式右边的无穷乘积收敛.由题设条件可知，当 n -> oo 时上 

oo 

述无穷乘积的通项 -> 1. 于是该无穷乘积收敛等价于无穷级数 ^ lnp n 收敛（条件 
a n > 0 (n = 1,2,--*)保证了 p n 〉0从 n = 1 起就成立). 


计算 Inp n 如下： 

lnp . 


-In ( 


1 + 




n 


l+e 


))+Pln 


+ 


n 


O 


n 


1+6： 


)+ °(^2~) °°)* 


丁•是不论 e > 0 如何，级数 Eln Pn 总是绝对收敛的.这就证明了上述无穷乘积收敛 


也就是存在非零极限 


lim a n n p = A ^ 0. □ 


注 §5.1.4 的习题 2606 与本题类似，也可以用这里的无穷乘积方法求解 


习题 3104 (斯特林公式的证明） 证明： 表达式如 

零的极限 A . 由此推出斯特林公式 i 

n \ = An n+ 2 e _n (l -f e n ), 

其中 lim e n = 0, A = ^2 k . 

n — >oc 


n!e 


n 


+ T 


当 n -> oo 时有异丁 


提示： 把所求极限表示为无穷乘积的形式: 


A 


lim a 


ai 




为确定常数 4 可利用沃利斯公式. 
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解将问题转化为无穷 乘积: 


A 


lim a 


n—>oo 


dl 




a?i+i 


然后对通项作分析 如下: 


& n+l 


ey/nri 


yjn -f l(n + l) n 
exp [1 + ( - n - 

exp [1 + ( - n _ 


[- 


12 n 2 


iWO] 

4 • (i - 士 

O] 



3 n 


3 


+ 


咕 ))] 


= exp [~ T ^? + °(^)] 

= 1 - l ^? + 0 (+) (一 °°)’ 

可见上述无穷乘积绝对收敛，因此存在非零极限人 


12 n 2 


为确定只需要在沃利斯公式 （5.2)( 见 §5.1.3 的命题 5.1) 中用 n ! = a n • ^^ 


代入，于是就得到 

y/n : 


(2 n )!! 

n->OG (2 n — \)\\ y/n 


lim 

n—^oo 


[ ㈣ !!] 2 

(2 n )\ y/n 


lim 

n—>oo 


( n !) 2 2 2n 

(2 n )\ y/n 


lim 

n—>oo 


a2nV^ 


A 2 

Ay/2 


A 

V 2' 


丁•是得到乂 口 


注同样从本题的数列 { a n } 出发但无需无穷乘积知识的证明见丨 34] 的命题11.4.2, 
其中还分析了这个数列的由来. 

习题 3105 ( r ( x ) 的无穷乘积定义） 根据欧拉的定义，伽马函数 r ( rr ) 由下面的公 
式来确定： 


r ( x ) 


In 工 


1 - _ run - _ 

n-^oo x(x + 1) . • • (2 ： + 71). 


由这个公式 出发： （ a ) 把函数 r (: r ) 表示为无穷乘积的 形式； （ b ) 证明： r (: r ) 对于不为负 
整数和0的一切实数 a : 皆有 意义； （ c ) 推出下面这个 性质 ： r (: r + 1) = xT ( x ); ( d ) 对于正 
整数 n 求 r ( n ) 之值. 

解 （ a ) 为此只要如下改写 即可： 

r(X；) = ^ n^c (, t x \ ^ t x \ 


+ 


+ 


1 + 


— lim 

X n — >oo 




卜乎 M+f: 


1 + 



n 


n 


• lim 

7l—¥00 


(^ fr ) 





( b ) 这就是要证明对于所有不为负整数和0的 a :， 上述无穷乘积收敛.为此只要观 


察其通项 


1 + 


Pn 



il 

n 




1 + 


n 


1 + 


f) 



觅 x(x - 1) 

n 2n 2 


十咕)）々 十 


n 




1 + 


x(x — 1) 
2 n 2 


+ 0(古 ） (n -> oo ), 


可见上述无穷乘积绝对收敛，而且还证明了 T(x) 有定义时一定不等于 0. 

( c ) 从欧拉定义出发，并利用 （ b ) 中最后所说，即定义中的极限不等于0,就可以用 


极限运算的除法规则得到 


T{x + 1) 


lim 


n ! n x+1 


n^oo (x + 1) • • • ( a : + n)(x + 1 + n ) 


i- n\n x 


lim —, —— ^ 

n—foo X\X -+- 1J 


• • • 


(x + n ) 




X. 


( d ) 从欧拉定义即有 r(i) = 1，然后从 （ C ) 有递推公式 r(A ： + 1) = A ： r(A ：)， 于是得到 


r ( n ) = (n — l ) r(n — 1) = (n — l)(n — 2) r(n — 2) 


=• • •= 


( n - l )!. □ 


注 1 由 （ d ) 可见， r ( x ) 是阶乘 n ! 的连续化.实际上， r ( x ) 是最常用的非初等函数 
之一，在很多数学分析教科书中都有专门的章节进行介绍，《习题集》后面也为此设立 
§7.4. 在一般的数学分析教科书中，对于 a : > 0,函数 T(x) 用广义积分定义 如下： 


产 一 i 


dt. 


关于这两个定义在 x >0 的等价性将在补注小节中作出证明. 

注2利用伽马函数的无穷乘积定义，我们可以将 §5.1.4 的命题 5.3 的公式 （5.4) 以 
及二项式系数 C 7 的渐近式改进 如下：’ 

(1) 当 p 一 0不是负整数时有 

p ( p + l)...(p + n - l) … 1 1 / _ x 


n! ■• 古 (woo)’ 

( 2 ) 当 m #0 不是正整数时有 


c 


m 


m(m — 1) ••• (m — n + 1) 


n ! 


(~ i) n i 
r(— m) n m+1 


(n -> oo ) 


习题 3107 证明: 


， ^ 

(a + i6) 


lim 


i =0 




t=0 


其中 a 〉0 和 6〉0. 
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解分子分母同除以 n , 然后分别求分子分母的极限.对于分母，有 


lim 








lim 


2 


对 T 分子，则可用 §1.2.7 的习题141，于是就有 


lim 



n ( a + 沾 ) 


(a + nb ) n u 
n—>oo (n + l ) n+1 


6 

e 


两者相除即得所求.本题的意义在于，给定长度为 n 的等差数列，其几何平均值与算术 
平均值之比，当 n -> oo 时的极限为 2/ e . □ 

注上述解法与本节的无穷乘积没有紧密的联系，当然还可以考虑其他解法，例如 

n— 1 

将乘积 + 与习题3105中的伽马函数的乘积形式相联系等等，从略. 


习题 3109 求函数 

oo 

F(x) = fj[l + / n (x)] 

的导数之表达式. F f ( x ) 存在的充分条件可？ 

提示显然只有当题设的无穷乘积在某个 R 间上收敛时问题才有意义.（若在某个 
区间上发散于0则 F ^ x ) 恒等于 0.) 

若将无穷乘积改为其部分乘积，则就有 

去 ft[1 4 = j ^， 

k=l k=l n=l 

由此即可猜出题设的 F(x) 的导数表达式应当为 

n X ) = F {x) .± T ^ r . 

TX — 丄 

然后可以用对数求导法，研究在什么条件下能够实现如下的逐项求导运算： 

n=l n=l 

以下就是要提出保证题设的无穷乘积收敛以及上述逐项求导运算成立的充分条件 .口 

习题 3110 证明：若 0 < x < y, 贝 IJ 

x(x + l)...(x + n) 

n^c y(y+l) … .(2/ + n) - U . 

OO 

解 1 这就是要证明无穷乘积 TT 发散于 0 .对通项 Pn 分析如下： 

n=0 27 + 71 

_ x + n 一 1 — y -Ji 
Pn ~ y + n _i y + n ， 
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从0<2：<2/可见 a n = p n - l 当 n 充分大时同号.由丁 • 


a 


y-x 

y 七 n 


x-y 

n 


(n —> 00 )， 


丁 -是有 ^ a n = - 00 , 因此（参见前面的判别法 I ) 无穷乘积发散于 0. □ 


解2利用公式 (5.4) (JAL §5.1.4 的命题 5.3), 就有 


x(x + 1) • • • (x + n ) 


(n + 1)! 


o * ㈠ 

V n 丄 



2/(2/ + 1) … （ 2/ + n) 


(n + 1)! 


0*( 古 ） （n — oc )， 


丁•是就有 


x{x + 1) 



y(y +1) •••(!/ + 八 ) 


=°i 


n y 


0 (n —> 00 ). □ 


解 3 利用习题 3105 的注 2 之 （1)， 则有更准确的 


x{x + 1) … （ a ; + n ) 
y(y + l )".( y + n ) 


nv ) 1 

r ( x ) n y 


0 (n —> 00 ). □ 


解 4 利用不等式 1 + f d 0 # 0)( 见 §1.2.9 之 2 的习题 75( b )， 或者 §2.7.2 的习 


题 1289( a ))， 于是对 A ; = 1，2, • • • ， n 有 


x + k 
y + k 


x-y 




y + k 


然后将它们相乘，这样就得到 


x(x + 1 ) … （re + n ) 
y ( 2 / + 1 ) … (y + n ) 

丁•是当 n oo 时右边的极限为 0. □ 


< exp 


(^ - y ) Y+k 

k =0 


5.9.4 补注 

本小节有两个内容： （1) 对习题3105作补充， （2) 对习题3083的 a : = 1作 补充. 


1. 当 x > 0时，伽马函数的无穷乘积定义与积分定义等价 


命题 5.16 当 x > 0时成立 



0 fX ' le " td ' = n h ^c^Tl)...(x + n) 


n\n 


证（左边的广义积分的收敛性见§412的习题 2361.) 在积分中作变量代换 


s 


e - %则当6从0到 + oo 时， s 从1到 0. 由 f = In 丄 ， ds = — e _t dt , 得到 

s 


t x - l e~ l dt 




0 



In 


5 


\ X 一 1 

) ds . 


这是以 s = 0 为奇点的广义积分.利用（见 §1.2.9 之2的习题 76) 



In 


s 


lim n(l — s n )， 

n—¥oo 


则如 §5.8.2 的命题 5.14 的推论所示，若能够证明右边的函数序列关于 n 为单调，则就可 
以将 n — oo 的极限与积分交换顺序得到 
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!：( 


In 


ds = lim [ n(l — s n )] x " 1 d 5= lim n 

n—►oo Jo n—►oo 


[{ l - s ^)] x ~ l ds . 


问题就归结为计算右边的积分. 

对该积分作变量代换 
ds = ny n ~ l dy , 就得到 


2/,则当 s 从0到1时，2/也从0到1.由 s 


[(1 — )] x-1 ds = n f fl — v ) x ~ 1 v n ~ 1 






现在来计算右边的积分. 

若: r 为正整数 m ， 则在 §4.2.6 的习题2299中己经指出可以用分部积分法计算.对 


T - x > 0的一般情况，也可以用分部积分法计算 如下: 


(1 一 2 /) 


V -、= - 如-，、: 0 

( n - 1)! 





x(x + 1) … （ a : + n - 2) J 0 

( n - 1)! 


( 1 - 2 /) 


x+n—2 


dy 


x(x + 1) • • • (x + n - 2 )(x + n — 1) • 


综合以上就得到 


4-oo 






lim n x - 


71—^00 


lim 


( n - !)]_ 


x{x + 1) • • • (x + n — 2 )(x + n — 1) 
n \ n x 


n-^oo x(x + 1) ••• (rr + n ) • 



M 后只需要补充证明，在区间0 < s 彡1上的函数序列 n ( l - S n )( n = i )2 ,...)^ 
丁 • n 为单调.将 1/ n 换为连续变量 : c € (0,1]，则只需要证明在此区间上的函数 


/⑷ 




l - s x 


为单调函数，其中 s e (0, 1] 为 参数. 为此只要证明其导函数保号. 


将 / Or ) 对2：求导，就有 


l - s x V 

X ) X 


s x Ins 


s x -1 
~ 12 ~ 


然后对右边第二项的分子，在区间 [0, a ：] ( x < 1) 上对函数，用拉格朗 H 微分中值定理， 
知道存在0 < 0 < 1，使得 s x - 1 = xs 6x In 5 . 


于是就有 


)’ = i^.( 5 0x -5 X ) < 0. □ 


2. 对习题3083的 x = 1情况的补充 


这时的无穷乘积为 


oo 


n( 



W 


cos 
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若 p < 0,则1 + | + oo . 这时若则通项不趋于 1，若 q <0 , 则在下面的 
命题 5.17 中将证明 cos ^ 0 (n -> oo ), 因此通项也不可能趋丁 • 1，无穷乘积发散. 

若 P = 0, 则只有当 cos ^- i - ( n -^ cx )) 时无穷乘积才可能收敛.对于 g > 0 这 
是不可能的. 对于 ^<0,其不可能性也可从命题 5.17 推出（见其推论). 

若 p > 0,则1 + + 1. 这时若 q = 0, 则通项不趋于1，若 g < 0,则从命题 5.17 

W sin 0 (n ->• oo ), 因此 cos j 1 (n -> oo ), 通项也不可能趋于 1, 无穷乘积 

发散. f •是只有 q >0 需要讨论. 71 

为方便起见，下列命题中的指数 g 相当于习题3083中的- 

命题 5.17 若 q >0, 则有 

cos n q 0 (n —> oo ), sinn 9 0 (n —> oo ). 


证 分两种情况讨论. 

—. q 为正整数 仿照 §5.2.1 的习题2691 (其中证明 sinn 2 0 (n -> oo )). 

记 f ( x ) = 又引入差分记号 △/(：!：) = /(re + 1) - f ( x ). 

用反证法.若有 cos /( n ) -> 0 (n oo ) 或者 sin /( n ) — 0 (n -> oo ), 则即可推出 

sin ( A /)( n ) = sin[/(n + 1) - /( n )] 

= sin(/(n + 1)) cos /( n ) — cos(/(n + 1)) sin f ( n ) — > 0 (n -> oo ). 

同样可推出 sin ( A 2 /)( n ) — > 0 (n oo ) 等等. 

由于 g 为正整数时，对于 f ( x ) = 可用数学归纳法证明有 ( AV )( n ) = ^!,因此 

若有 cos n q — > 0 (n -> oo ) 或者 sin n q — 0 (n oo ), 则就引出以下矛盾： 

sing ! = sin [( A 9 /)( n )] 0 (n —>• oo ). 

二 . g > 0 为非 正整数 这时的证明思想与上面类似，分为两部分，即先证明 
0 < 9 < 1时命题成立，然后通过差分将 g > 1归结为前者.为清楚起见，将其中的 
0<^<1的部分和第二部分的主要计算另列为两个引理，放在命题之后. 

若0 < g < 1，则因 /( x ) = 满足引理1的条件，因此命题的结论已成立.现在考 

虑 g > 1但 g 不是正整数的情况.于是有 g = [ g ] + ( q ), 其中 M 彡1，0 < ( g ) < 1. 

用反证法.若 sin /( n ) 0 (n oo ) 或者 cos /( n ) - > 0 (n oo ), 则可如前得到 

sin [( A ^/)( n )] - > 0 (n —> oo ). 

定义函数 

F ( x ) = (△⑷ /)(： r )， 

则可以证明 F 满足引理 1 中的三个条件，从而 sinF ( n ) -0 (n oo ) 是不可能的 • 
为此对 f ( x ) = M 用引理2,取 n =[札则就得到 

(△⑷ /)( x ) 〜咖 -1) …(⑷ + l ) x ⑷ （ a : + 00 )， 

因此 F (+ oo ) = + 00 . 
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利用差分算子的线性性质，同样可用引理2得出 

F ’( x ) = (△[ g 】/’)( x ) 〜 g(g - 1) . • • (( q )) x^~ l (x -> + oo )， 

因此就保证了当: c 充分大时有 F f ( x ) 〉0,且 F ^- foo ) = 0. 

于是根据引理1可得到 sinF ( n ) ，0 (n 4 00 )，引出矛盾. 口 

现在介绍引理 1. 它的起点是一个简单的几何 事实： 在映射 y = ^ 下，长度固定 
的区间的逆像也是 R 间，且其长度可随着: c 的递增而无限增加这个事实可以推广于 
0 < g < 1的:它解决了命题 5.17 中0 < g < 1的部分.更进一步的推广就是引理 1. 

引理1若可微函数 f ( x ) 满足条件： （1) /(+ QO ) = + oo , (2) f ( x ) 〉0于 a : 充分大 
时成立， （3) /，(+ oo ) = 0,则有 

sin /( n ) 0 (n —>• 00 ), cos f ( n ) 0 (n —^ 00 ). 

证不妨设 f ( x ) 于 :r > 0 时就满足条件 （2)， 于是 2 / = /(： c ) 在[0, + oo ) 上有严格单 
调递增的反函数 z =以2/)，满足 W + oo ) = + oo . 又从 

t = ^ = Tmj' 

可见有 y /(+ oo ) = + oo . 

用反证法.设 J ^ sin /( n ) = 0,则有 7 V ， 当 n 〉 AT 时 | sin /( n )| < 于是对每 

个 n > 7 V , 存在正 S ° A ： n ， 使得 

kn 兀 - f < /( n ) < 尧 nK + I . 

于是有 

( fi ( k n n — < n < ^ p ( k n n + |). 

考虑以正整数 A : 为下标的幵 区间： 

Uk = — ip(kn -f f )), 

则当 A : 充分大时 f 4 有定义，且相互之间不交. 

由前知 ( n 〉 7 V ) 覆盖了所有 n > N 的正整数.因此只要取 A; n (n = iV + 1， •…) 
中的最小数为 尺， 就知道 C 4 ( A ： >尺）也覆盖了所有 n > N 的正整数. 

考虑 C 4 的右端点和 U k +1 的左端点之间的距离，就有 

< p((k -f 1 )tc — — ( p(kn 4- = ( p f (kn + | + 夸)•号， 

其中0 < 0 < 1. 于是从 c /(+ oo ) = + oo 可见，上式当充分大时必定大丁 • 1,从而在开 
区间 t 4 和 C 4 +1 之间有正整数. 

这样就证明了有无限多个正整数不能为 C 4 所覆盖，引山矛盾.这就证明 

了 sin /( n ) 0 (n -> 00 ). 

又因 cos /( n ) = — sin (/( n ) — |)，而 g ( x ) = f ( pc ) — 也满足引理 1 的条件，因此 

得到 cos /( n ) 0 (n — > 00 ). □ 

①这等价于长度固定的区间在映射 y = x 2 下的映像是长度随着 M 递增而无限增加的 区间. 
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第二个引理是 g 为非正整数时的差分计算. 

引理2设 g 不是正整数， / Or )=:^， n 为正整数，则 

(△ n /)( x ) 〜 g (分— 1) …（殳 — n + l ) x q ~ n (x —>• + oo ) 

证从 △/(：!：) = (x + 1)^ - 开始，对 n 用数学归纳法可得到 
( A n f )( x ) = (x 4- n) q - C^(x + n — l ) 9 + C\{x + n - 2 ) g - 


+ (_l)n-l C n-l (x+1)9 + (_l)n x ^ 


然后就有 


( A "/)( x ) = x ^[( 


+ 




n -2 \ q 
x ) 


+ (-ir- i cr 1 (i + 


+ 


(-i) n • 
_ 


将上式右边方括号内的各项用二项式展开，写出到 z 为止，则可见常数项之代数和为 
0,于是得到 


( A n /)( x ) = x q 


n 

m 

E 

_ 


q { q - 1) 


• • • 


•(厂 + (f - c> 一 ir + C:(n 一 2, - • 

+ (-i) n cr 1 )+o( ★)] (x —> +oo). 


利用关于二项式系数的一个恒等式（见 [14] 的 §2.12 的 (12.17) 或 [21] 的 §1.2.6 的 (34)): 


W ^ 


fc =0 


0， r < n , 
n !, r = n , 


就得到 


( A n /)( x ) = — 1) • • • (g — n + l ) x q ^ n -f 0( x q ^ n ^ 1 ) 




q(q — 1) • • • (g — n -f l ) x q ~ n (x - foo ). □ 


注用引理 1 中的方法可以证明当 0 < g < 1时，数列 { cosn ” 和 { sinn ” 必定发 
散.此外，从其证明可见，命题 5.17 还可稍作推广，即对于任意常数 C / ( A : € Z ) 和 

q >0, 也成立 

cos Cn q 0 (n — > oo ), sin Cn q 0 (n —> oo ). 

推论若 g > 0,则 cos n q (n -> oo ). 


证用反证法.若有 lim cos n q 

n—^oo 


，则利用公式 2 cos 2 a : cos:r = cosa : + cos 3 x 


导山的恒等式 


cos x (2 cos 2 x — 1) = cos 3 a : 


就可有 


因此就推山 


3 1 , 

cos f n g = cos ^ n q (2 cosn 9 — 1) 


lim cos ^ rn q = 0 

n—>oo Z 


这与命题 5.17 的推广相矛盾（见其注) .口 
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§5.10 斯特林公式（习题3111 - 3120) 

内容简介 本节的习题是斯特林公式在计算上的应用.在补注小节中对此公式在 
理论上作补充. 


5.10.1 斯特林公式的应用（习题 3111-3120) 

如《习题集》中于本节所说，用斯特林公式 

n 

n \ = v/27m^) n e T ^ r (0 < < 1) (5.31) 

可计算 n 其大时的 n!. 公式 （5.31) 比 §5.9.3 的习题3104提供的斯特林公式更精细. 

特别可以指山，公式 (5.31) 给出了用 v / 2^(f) n 作为 n! 的近似值时的相对误差 
佔计： 

Tl! — \J 2kti( — ) G n 

0< - A-— = l-e' 12 - 

n! 

〜< 1 
12n ^ 12n* 

我们将在补注小节中给出 (5.31) 的证明，并从渐近级数的角度介绍更一般的斯特 
林公式和斯特林级数. 

习题 3111-3117 是数值计算题. 


习题 3111 利用斯特林公式，近似地计算 IglOO!. 

解 对斯特林公式 (5.31) 取常用对数，并将〜简记为义则对 n = 100 有 
lg 100! = y(lg2-hlg7M-2)4 - 100(2 — lge) + -lge 

= 201 4 - ~^(lg2 + lgTC) - 100 . lge + - 丄 | 丽 lge 
» 201 + 0.5(0.30103 + 0.49715) — 100 x 0.434 294 5 + ° 9 6 

=157.96964 + 0.00036(9 (0 < 6> < 1). □ 

注 用 Mathematica 计算得到的结果为 

lg 100! « 157.970003, 

可知习题中的计算是比较准确的.有关斯特林公式的误差佔计将在补注小节中讨论. 
习题 3112 利用斯特林公式，近似地计算 1 • 3 • 5…… 1999. 

解 用斯特林公式有 



=—134 + 0.886 028 77, 

于是就得到乂 》 10°- 886 x 10~ 134 « 7.691 84 x 10~ 134 .最后有 

(1999)!! « 7.69 1 8 14 x 10 2866 x (1 + ) 

« 7.691 814 x (1 + 0.000 083(9) x 10 2866 (\ 6 \ < 1). □ 

注用 Mathematica 求出 （1 999)!! « 7.691 493 x 10 2866 ,它确实落在上述答案所示 
的范围之内. 


习题 3120 利用斯特林公式求下列 极限: 


⑷ 


lim 

n—yoo 


l VrzI ; 



(b) n^o^r ； 


⑷ 


lim 

n—>oo 


Inn! 

ln^ 



提示斯特林公式（以及沃利斯公式）给出了处理阶乘的有效方法，然而本题的每 
一题也都有不用斯特林公式的解 法：题 （ a ) 可以利用1 < ^ ^ 题 （ b ) 

已见于 §1.2.7 的习题142;题 （ c ) 可用沃利斯公式归结于题 （ b ); 题 （ d ) 可用施托尔茨定 
理（见 §1.2.7 的习题 143). □ 


5.10.2 补注 

在这一小节将先给出公式 (5.31) 的证明，然后给出更为一般的斯特林级数，并讨论 
成用时的误差估计. 
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1. 斯特林公式 (5.31) 的证明 

有很多方法可以得到这个公式.下面将它写成一个命题，并给出几个证明. 

Q 

命题 5.18 对于阶乘有 n ! = (o < 6 > n < 1). 

证 1 这个方法有明显的几何意义.考虑 

n 

In 71! = In A ; = In 2 + In 3 + … • + In n . 

k=l 

如附图所示，用灰色的阴影 区表示 由曲线2/ = 1110：(1<2：<71)与3； = 71，2/ = 0所形成 
的曲边梯形面积.若对于 A : = 1，2，". ， n - 1，在 + 上用梯形公式及其余项估计 
(见 §4.11 的表格（4.21))，则可以得到与公式 (5.31) 非常接近但还不完全相同的公式（见 
[25] 的定理 9.12). 为此需要改进佔计如下. 



证明斯特林公式 (5.31) 的附图 






- t 2 




fc 2 + + ( 


T 


t 2 ) ^ k 2 


k . 


现在即可对 Inn ! 作山如下 估计: 


In n ! = In n + ~ 2 - [In k -f ln ( A : -f 1)] 

k=l 

n —1 



Inn + Inxdx — 2^ h 


w ^ 

lnn + nlnn — n + 1 — Ik. 


OO 

由于已知 0 < 4 < 12k( l + l y 因此无穷级数 E 4 收敛.记该级数之和为 c ， 则其余 


项有佔计 



Rn-1 = ^2 Ik 〈 


k=n 


12 n ’ 


从而知道存在0 < ‘ < 1，使得成立 


Inn ! 


n+ginn-n+l-C+^p 


这样就得到 


n \ — Ay / n {^^ e 12n 


其中的常数4 = e 1 -^ > 0,即已经吸收了常数1和无穷级数 1 4的和在内①.以下可 

k=l 

用沃利斯公式确定出4 = \/2 S , 从略（见 §5.9.3 的习题 3104). □ 

证2有很多证明方法与证1类似，它们的差别在于对于4的估计方法上. 


H 接求积即可对正整数 A : 写出 


h 


| In x dx — [In A : -h ln ( A : 4-1)] 


A : + 


In (1 + 


)- 


于是只要证明不等式 


(0 <) ( A ; + 士 ）In (1 + 


)- 


1 < 


12 A ;( A : + 1) • 


(5.32) 


建立不等式 (5.32) 的方法很多，这里列举两种. 

(1) 如 134] 第十一章的第二组参考题15所示，可以先用微分学方法（见 §2.7.2) 对 


0< x < 1建立不等式 


° 小肖 


X < 


3(1 -X 2 ) 


然后用 a ； = l /(2 n + 1) 代入即可得所要的不等式 


(2) 利用幂级数展开式（即 §5.5.4 的习题2906的答案) 




x 3 5 

x+ + ^ + 


11 


①利用 C < 可见有 A > eT 2 « 2.501，这已接近于 A = V 2 n ^ 2.507. 
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就可以得到不等式 


1 

2 


In 


x + y (a^ 3 X 5 -\ - ) = x + 


X 


3 


3(1 — x 2 ) • 


□ 


证 3 沿用习题3104中提示的方法，即考虑数列 { a n }, 其中 
1，2, • • •）， 则就可利用不等式 (5.32) 得到 


!e 


n 





1 


+ 士 


< 


n 


^n+l 


e 


< e 12n(n+l) 


0 12n 12(n+l) 


这表明数列知 e (n = 1，2，.^) 是严格单调递增的，而且与严格单调递减数列 

a n ( n = 有相同极限，记为 A >0. 以下只要用沃利斯公式即可确定 A = 拉. 


由于同时有 


_ 丄 _ 

\/271 < a n fu a n e 一^^ < y /2 n , 


即可知道存在0<‘<1，使得 


y /2 n 


On 


12n 


这就是所要求证的斯特林公式 (5.31). □ 


2. 斯特林公式与斯特林级数 

如本节开始所说，在对于阶乘 n ! 用斯特林公式 （5.31), 即 

n \ « \/2兀71(专), 

作近似计算时，其相对误差限约为在此意义上， n 越大，则所得的结果越好.这些 
特点，即考虑相对误差（而不是绝对误又主要关心当变量充分大（或充分小）时的近 
似计算，即是渐近方法所共有的特征. 

其实这些特点与极限理论中的等价概念及记号〜是一致的.回顾 §1.5.7 : tl , u 〜 v 
就是用 

lim U ~ V = 0或者 w = v(l + o ( l )) = v o ( v ) 

来定义的，而这里就是在 lim 所表示的极限过程中的相对误差趋于 0. 

类似的情况还出现在 §2.10 的泰勒公式的余项中.由丁•本书到此为止在近似计算方 
面主要关心的是绝对误差，因此强调只有拉格朗 H 型余项才能用于误差佔计.如果考虑 
相对误差，则 §2.10 中的佩亚诺型余项（在《习题集》中常称为局部泰勒公式)，即 

Rn(x) = o((x - X 0 ) n ) (X ->• X 0 ), 

恰好就具有前面所说的两个特点，即当时可用于估计相对误差.回顾 §2.10.4 的 
习题1413及其注，可见确实如此. 

现在回到斯特林公式，如果对于^的相对误差限不满意，则是否还有更好的公 

式可用？ 几 
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答案是肯定的，这就是一般形式的斯特林级数. 

引用在本书的 §5.8.3 中引入的渐近级数和渐近展幵式等概念，斯特林级数就是阶乘 


的如下渐近级数展 开式： 

In n! 〜 j In 2 丌 + 


n + - g-J Inn _ n + 


b 2 


•2 


1 

n 


B 4 


3-4 n 3 


+ 


+ (- l ) 


fc-i 


^2 k 


(2/c — 1) • 2/c ti 


2/c-l 


+ 


其中的系数 


，召 4 


， B 2k ， … 即是在 §1.1.6 之 3 开始出现的伯努利 


一 P 〜一 30, 

数.在 §2.10.1 的习题1382有伯努利数的生成函数.在本书的 §5.5.3 的习题 2891- 2893 
的幂级数展幵式中也都需要知道伯努利数. 

如将上述级数在写出的各项之后截断，然后加上余项，则就得到阶乘的一般斯特林 
公式: 


B 2 


Inn ! ~ In 2 n -h (n + Inn - n + — 


1 


B 4 


1 


2 


n 


3-4 n 3 


+ 


+ (—l) 


k 


B2k 


(2 k - 1) • 2 A : n 2 ^ 1 



o (- i ) 


k 


召 2 fc +2 


(2 A : + l )-(2 A:-f 2) n 2/c+1 


其中 0 < 6> < L 


利用 n ! = e ln " ! 即可得到 n ! 的渐近展开为 


n! 〜 \/2 兀 71(*^*) I 


1 + 


139 


571 


12 n 


288 n 2 


51 840 n 3 


2 488 320 n 


4 


+ 


• • • 


可以证明，以上两个渐近级数都是发散级数，因此不可能通过取足够多的项而达到 
任意指定的绝对误差限.对于利用渐近级数的近似计算，一般采取如下方法，即在后项 
的绝对值比前项绝对值降低的情况下，可以取越来越多的项.这时的发散级数的部分和 
就可能用于计算得到相当好的近似值.例如，在 [15] 的第二卷的 §12.6 的最后详细讨论 
了如何计算 In 100! 到小数点后 10 位. 
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§5.11 用多项式逼近连续函数（习题 3121-3135) 

内容简介 本节的习题包含有拉格朗日插值多项式和连续函数的多项式一致逼近 
两方面的内容. 


5.11.1 拉格朗日插值多项式（习题 3121-3126) 

这方面的内容在 §1.3.2 的拟合与插值中已经讲过.那里的习题 197-199 与本节的习 
题 3121-3126 类似，即给定自变量的 n + 1个点上的函数值，求满足此条件的不超过 n 
次的多项式. 

设 n +1 个点为 x 0 , xi , - - - , x n , 给定的函数值为 /( xo ),/( xi ), ••- ，/ ( x n ), 则如 §1.3.2 
的推导所示，满足条件的拉格朗 H 插值多项式为 

Ln ( x ) = n Xj - xi ■ 

j=o k =0 3 

习题 3123 利用数值 = 1 ， yo = 1; a：i = 25, 2 /i = 5; 巧 =100, 約 = 10,推山开 
平方根 y = y /^( l ^ x ^ 100) 的近似公式. 

解按照公式计算 

(x - 25 )(x - 100) ( X - 1)(3：-100) ( x - l )( x -25) 

21 ； ~ (1 一 25)(1 - 100) (25 - 1)(25- 100) (100- 1)(100- 25) 

_ ^0^ , 191 x _ x 2 
_ W + "990" _ 990 

« -0.001 010 x 2 + 0.192 929 a : + 0.808 081. 


II 



如附图所示，用粗黑曲线作出了 2/=斤 
的图像，又用细曲线作山了 L 2 ( x ) 的图像，它 
们交 丁•三个点（1， 1), (25,5)，（100, 10). 

从图上已可看山，用 L 2 (x) 来计算: r 的 

平方根近似值是难以得到好结果的. 

例如 L 2 [16] « 3.636 36,而 v/TS = 4; 

L 2 [49] « 7.83636,而 >/49 = 7. 冈此本题提 

出的平方根近似计算方法没有实用价值 .口 


注显然两条曲线只交丁•三点是不足以使得它们在大范围上相互之间很接近.那 
么若增大 n , 即用更高次的拉格朗 H 插值多项式时的效果又会如何呢？这将在补注小节 
中讨论. 
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5.11.2 一 致逼近多项式（习题 3127-3135) 

用多项式来逼近其他函数无疑有很大的优点.然而如习题3123以及后面的补注小 
节中所说，拉格朗 H 插值多项式的实用价值不大.从计算数学的角度来看，这里有很多 
方法（或者说山路).本小节的习题即体现了其中之一，这就是要求在指定的区间上用多 
项式一致逼近某个给定的函数.这里的思路与拉格朗 H 插值多项式不同，即并不追求在 
多少点上与给定的函数值相同，而是要求在整体上一致逼近给定的函数.对于在有界闭 
区间 [ a , 6] 上的两个函数 /(: r ) 和用 

sup \ f ( x )- g { x )\ 

xe[a y b] 

来度量它们之间的逼近程度.这就是在 §2.11.4 中引入的“偏差”. 

这里的第一个问 题是： 这是否可能？ 

数学分析中的最重要成果之一就是在理论上 证明： 对丁•有界闭冈间上的连续函数 
来说，用多项式一致逼近是可能的.此外，对于周期连续函数，则用三角多项式一致逼近 
也是可能的. 

现在将上述成果列为以下两个相互独立的命题. 

命题 5.19 (魏尔斯特拉斯多项式逼近定理） 有界闭冈间上的连续函数 f ( x ) 一定 
可以用多项式一致逼近到任意指定的程度. 


命题 5.20 (魏尔斯特拉斯三角多项式逼近定理） 在 (- oo ,+ oo ) 上的周期连续函 
数 f ( x ) 一定可以用三角多项式一致逼近到任意指定的程度. 

可以证明这两个定理是等价的，即只要证明其中之一即可推山另一个.它们的证明 
方法也非常多，这方面的一个综述可参看丨 34] 的§16.3,其中详细写山了几个证明，并对 
于其他各种证明作了浏览，此外还举出了定理的若干应用. 

本小节的习题 3127-3132 都是有关伯恩斯坦多项式的计算.该多项式的定义如下. 
对于在区间[0，1]上的函数 /( a :) 和正整数 n ， 称下列多项式为/(4的 n 次伯恩斯坦多 
项式： 

n 

i=0 

可以证明，若 / Or ) 于 [0,1] 上连续，则当 n — oo 时，伯恩斯坦多项式序列在 [0,1] 上一 
致收敛于 f ( x ). 

由此可见，这就是命题 5.19 的证明方法之一，而且给出了多项式的具体构造，只不 
过区间限制为 [0,1], 而通过线性变换就可以推广到一般的 [ a ,6] 上去（即习题31 28 ). 

就证明本身来说，用伯恩斯坦多项式证明命题 5.19 并不困难，然而其中的思想则不 
容易理解，因此在 [34] 的 §16.3.2 中专门对此证明从概率论角度进行了解释.在教科书 
[8] 中不仅在 §10.6 给出了伯恩斯坦多项式一致逼近的证明，还在该书的 §5.3 等处对伯 
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恩斯坦多项式有专门的讨论，其中包括介绍了该多项式与（在曲线和曲面设计中有重大 
实用价值的）贝齐尔方法之间的关系. 

先考虑一般的有界闭 R 间 [ a ,6] 上的伯恩斯坦多项式. 

习题 3128对丁•在闭区间 [ a ,6] 上的己知函数 / Or ) 写出伯恩斯坦多项式 B n (: r ) 的 

公式. 


解作线性变换 x = a + (6 - a ) t , 则当 f 从0递增到1时， a : 从 a 递增到 6. 这时有 


， 1 


— x 


, f ( x ) = /(a -f (6 - a ) t ) = g ( t ) (t € [0,1]), 于是有 


B n(x) = ^ 


去) 


n 


+ 


(b — a)i 


) c ^( 


5( 


f 厂 


i=0 


n 

E /( 


(b — a)i 


^(x-aYib-xr 


□ 


习题 3129 在闭 冈间卜 l ， lj 上用伯恩斯坦多项式 B 4 (： c ) 逼近函数 /( x ) 


x | + X 


作山函数2/ 


和2/ =氏⑷的图像. 


解用变量代换 x = -1 + 2 《，当 x 从 -1 递增到1时， t 从0递增到 1. 丁•是有 
t = (x + 1)/2, 1 - t = (1 — rc )/2, /( x ) = /(一1 + 2 ㈣ € [0, 1]). 这样就可以计算如下: 

_ = E/(-i + l)ci ( 早) 1 (早广 

i =0 

[/(_1) . (1 - X) 4 + /(-l/2).4(x + l)(l-x) 3 

+ /(0) - 6 (x + l ) 2 ( l - x ) 2 + /(1/2). 4 (x + 1) 3 (1 — x ) + /⑴ • (x + l ) 4 
=士 [2 (X + 1)3(1 - X) + (X + 1)4 = - Jq{x + 1)3(3 -X). 


如右边的附图所示，用粗黑折线作山 y = 

/( x ) 的图像，又用细曲线作出2/ = B 4 ( x ) 的图 
像.后者是一条四次曲线，由于 

B f 4 ( x ) = \( x ^- l ) 2 (2- x ) 1 
风⑻ = f(l -工 2 )， 

因此在区间[-1， 1] 上，氏 ㈤ 与 f ( x ) 的图像都 

是宇•调递增的非负下凸曲线. ^^3129 

注如 [8] 的定理 5.4 所示，从 /( x ) 到 B n { x ) 的映射保持在 区间 [ a ,6] 上的非负 

性、单调性和凸性不变.因此本题的例子所反映的特点具有一般意义. 
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习题 3130在 - 1 < :r < 1上用偶数次伯恩斯坦多项式逼近函数 f ( x ) 


x 


解（概要）如习题3128所示，通过代换 a : 


1 + 就可得到 


2 n 


B 2 n { x ) 


2 


2 n 


^ / ( ~ 1 + ~^2 n{ X + - X ) 


2 n-t 


i=0 


n 


2n 


E^ c 2n(^+ira-^) 

i=0 


2n — i 


2n 



i=n+l 


i — n 
n 


Q n ($ + 1广(1 一 $) 


2n — i 


以下从略 .口 


习题 3133.1 证明： 在闭区间 [-1,1] 上 | x | = lim P n ( x ), 其中 


n—>oo 


Pn { x ) 


X 


2 


n 


-E 


•3 


(2 i - 3) 


2\i 


2 


2-4 


㈤ 


( 1 -^) 


解利用 §5.5.2 的表格 （5.15) 中关于在[-1， 1] 上的幂级数展开式 

v^l + 工 =1 + -^-x — -g-x 2 H- • • • + (― l) n _i ( (2 n )f!). 工 ” + …（一 1 彡尤彡 1)’ 

然后将上式的 x 用 （ a : 2 - 1) 代替，就可以得到 

M = 1- m 冰仇 

n=2 v ’ 

而它的部分和即是题 中的仏 ( x ) .口 

注对丁•此题需要从几个方面来说明它的意义. 

(1) 从上述证明可见，多项式序列 Pn(x) (n = 1,2,…）不仅在[一 1 ， 1] 上收敛 r H ， 
而且在 [- V 2, V 2] 上一致收敛丁 • |斗 

(2) 从无穷级数的角度来看，这个级数一般称为多项式级数，即其每一项都是 x 的 
多项式.在 §5.5 中的幂级数只是多项式级数中的一种特殊类型，即其第 n 项恰是单项式 
a n x - (n = 0,1，…）.如这个例子所示，在上一致收敛的多项式级数的和函数 
在 a : = 0处可以不存在导数，这与幂级数的和函数的可导性 质完全 不同. 

(3) 以本题的结论为基础，就可以给出魏尔斯特拉斯一致逼近定理（即命题 5.19) 的 
又一个证明.其主要步 骤为： （ a ) 用图像为折线的分段线性函数在区间上一致逼近 
给定的连续函数 /( x ), ( b ) 证明分段线性函数可以由 |: r | 和 x 的线性组合得到， （ c ) 利用 
习题 3133.1 的（一致收敛）结论.证明的细节可参看 [25] 等教科书. 

习题 3133.2 设 f ( x ) e C [ a ，6], 且 

Mfc = x k f ( x ) dx = 0 ( A : = 0,1,2, ••- ), 

, a 

证明：当 : r G [ a , 6] 时有 f ( x ) = 0. 
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解1用魏尔斯特拉斯一致逼近定理，在区间上存在一致收敛于 f(X) 的多项 
式序列 Pn ( x ) (n = l ,2,-..). 

由条件可见，对每一个正整数 n , 都有 

f f { x ) P n ( x ) dx = 0 (n = 1，2,… ). 

J a 

由丁•这时在区间 [ a , 6] 上也有 f { x ) P n { x ) =4 / 2 ( x ), 因此就可以交换 n-^oo 和在 [ a , 6] 


上的定积分运算而得到 

lim f f ( x ) P n ( x ) dx = / 2 ( x ) dx = 0. 

Ja 

由丁 • f 2 ( x ) 是非负连续函数，因此只能是 /( x ) 三0于 [ a ，6] 上处处成立①. □ 
解 2对任意的多项式尸(0：)，有 


J ^/ 2 ( x)d 


X 



[/( x ) - P ( x )] f ( x ) dx 


rb 



f ( x ) P ( x ) dx . 


根据题设的条件，上式右边的第二个积分等于 0. 因此对左边的积分有佔计 

rb 


0 ^ 


f / 2 ( x ) dx ^ max \ f ( x ) - P ( x )\ - 

Ja a 彡 x 彡 6 


f { x ) \ dx . 


这时右边的第二个因子为定值，而第一个因子则按照魏尔斯特拉斯一致逼近定理，可以 
选择 P ( x ) 使其任意小，因此推山 / 2 ( x ) 在 [ a , 6] 上的积分为0,从而 f ( x ) = 0. □ 

注本题的结论在条件放宽如下时仍然 成立： 存在某个正整数知，使得对所有正整 
数 A : 彡 知，条件 M k =0 成立. 


习题 3134 (费耶尔定理） 设 f ( x ) 是以 2 tc 为周期的连续函数，而 a n ,6 n (n = 
0,1，2，...）是它的傅里叶系数. 证明： 费耶尔三角多项式 

ai cos ix -1- bi sin ix ) 

在（一 oo ，+ oo ) 上一致收敛丁•函数 f ( x ). 

分析这里需要指山本题的重大意义. 

记 f ( x ) 的傅里叶级数（它未必收敛）的部分和函数序列为 

• 71—1 

S n ( x ) = - I - cos ix -f b { sinzx ) (n = 1，2,…)， 

1=1 

则就可以看山有 

= - i -[5 i ( a :) 4- 52 ( x ) + ••• + S n ( x )] (n = 1，2, ••• )• 

/ L 

实际上这就是发散级数求和中的 Ces 如 o 求和法.（在 §5.5.6 的习题2900的底注中已经 
提到这个概念并指出了参考文献 .） 

具体来说，若存在极限则就称傅里叶级数丁•点: r 处按照 Cesko 方法 
可求和，并将此极限称为傅数的 Cesko 和. 

①参看 §4.1.4 的习题2205的必要性部分. 
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由 §1.2.7 的习题138 (即柯西命题）可知，若无穷级数收敛，即部分和函数序列 
Sn(x) ( n = 1，2,…）收敛， wi (T n (x) (n = l ，2, …）也收敛,且收敛于同一极限.这就证 
明了级数的 CeAro 和是收敛级数的级数和概念的一个推广. 

与幂级数的收敛域具有简单结构相比,傅里叶级数的收敛和收敛域非常复杂.柯尔 
莫哥洛夫曾经举山过处处发散的傅里叶级数.然而本题则表明，周期连续函数的傅里叶 
级数的 Cesaro 和总是存在的，而且 { a n ( x )} 还一定是一致收敛的. 

与魏尔斯特拉斯三角多项式逼近定理（即命题 5.20) 比较，就可以看出费耶尔定理 
本身就给山了上述逼近定理的一个证明，同时提供了所需要的三角多项式序列 .口 


解由 T /( a ：) 和 a n ( x ) (n = 1,2,…）都是周期 2 tc 的周期函数，因此只需要在 

-兀，兀]上讨论. 

先导山傅里叶级数的部分和的积分形式（这与一般教科书中的推导相同 


n— 1 

Sn ( x ) = ^ + ( a * cos ix -f bi sin ix ) 



n 



K 


n — i 

+ + (cos it - cos ix -|- sin it - sin zx)j / ( t ) dt 


n 


n 



n 


士 + cos i(t — x ) f ( t ) dt 


n 



sin n 


2 


)( 卜 X) 


n 


2 sin 


x 


/ ⑷ dt 


2 


n 



n 


sin — 

2 sin I 


f(x -f u ) du . 


(在以上推导中所用到的几个知识 点是： 傅里叶系数的积分公式，三角恒等式 


n — 1 


2 sin - j = sin 卜 


2 



和周期函数在周期长度上的积分不变性等 
然后再计算 

㈤= -f 5 2 (x) + …+ S n (x)) 

t V 

l 3 



兀 J -7 c 2 nsin 


u 

2 


sin -iru + sin H - V sin ^ n ~ ^ 


2 nn 



sin 号 u 


2 


n \ sin 


u 

2 


f(x + u ) du 


其中利用了三角恒等式 


w)/(x + u ) du 


sin 


u 

2 


(sin 如 


+ sin 吾 u + 


+ sin 


2n- 1 
~~ 2 "" 



sin 2 号 ? x 
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再将 ^ n (^) 改写如下： 

cr n (x) 




f 71 f(x + it ) + f(x - u ) 


0 


2 


F n { u ) du , 


、2 


其中的非负函数 


sin 


nn 


sin 


u 

2 


称为费耶尔核. 


用恒等丁 • 1 的函数代替 f ( x ), 则对每个 n 有 S n ( x ) = 1, a n ( x ) = 1,因此就得到 


m 


0 


F n ( u ) du = 1. 


将此式乘以 f ( x ), 然后就可以佔计 \ a n ( x ) - f ( x )\: 


n 


(x) -/(x)| 


m 


0 


F n ( u ) 




V n (^). 


_ f(x + w ) + f(x - u ) 
. 2 

f(x + w ) + f(x - u ) 


2 


-/ ㈤ ] 
-/ ㈤ I 


du 


du 


f(x + w ) + f(x - u ) 

2 


-/(x)|da ， 


其中 5 e ( o ,7 i ) 待定. 

以下分别佔计最后的两个积分. 

对丁•任意给定的 e 〉0,利用 f ( x ) 为周期连续函数，因此在（- oo ,+ oo ) 上一致连 
续，从而存在 J 〉 0, 当 x ，， x" 满足 一 a:〃| < J 时，就有 1/(x0 - < f . T 是在 

[0,( J ] 时，就有 


_，⑻卜士 [| /(x + u) 一 /( x )| + |/( x - u )- f ( x )\] < f , 


从而就有 


r6 


0 


F n (u) 


/( x - hu )^ f ( x - u ) 

2 


-/ ㈤ 


du ^ 


£ 

2 


o 


F n ( u ) du ^ -| 


取定上述 J > 0, 则在 (5 < u < 7 t 时有佔计 

0 彡 F n ( u ) ^ 


nn 


sin 2 


J 


再利用 /(X) 在 (-oo, +oo) 上有界，因此存在 M 〉0,使得第二个积分满足佔计 


0彡 | F n { u ) 
6 


f ( x -^ u ) + f ( x - u ) _ ⑽ 


du < 


M 

n 


J 6 • ^ 1 

丁-是对同一个 e 〉 0, 存在 AT, 当 n > TV 时，上述积分小丁 • 丁•是也就有 

Wn(x) - f(x)\ < £, 

且对于 X e [-71, n] 一致成立.这就是 a n (x) =t f(x) (x e [-n,n]). □ 


习题 3135 对于函数 

y (^) = i^i ( — ^ ^ x ^ 7c) 

作山费耶尔三角多项式 0-2 n - l ( x ). 

解在 §5.6.1 的习题2942中已求出了所需要的傅里叶级数，其系数为 a 0 = 7 C , 

a 2 n-l = - 4 u ， o ,2 n = 0, 6 n = 0 (n = 1,2, • • •), T * 是即可得到 

7c(2n — \y 
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第五章级数 


「2 n — 1 (工) 


K 

2 



2 A : - 1 \ cos (2 /c - l)x 
2^1 ) (2 k - I ) 2 


^2n(^) = 


71 4 ^ 2 k-l \ cos (2 A : - l)x 

n 1A 1 _ -^r) ( 2a ； -i)2 

A#— 1 


□ 


注到此为止，对于函数 M (在区间[- 1，1] 或[- 7 C ，7 C ] 上）已经得到了多个无穷级 
数展开式.由于在点 x = 0 处不可导，它不可能有（以 rr = 0为中心的收敛半径大丁- 0 
的）幂级数展开式.在习题2942得到的是傅里叶级数展开式，而且恰巧是一致收 敛的; 


在习题3130则可以从（于 [-1,1] 上一致逼近的）伯恩斯坦多项式出发，得到一致收敛 
的多项式 级数； 在习题 3133.1 则从（丁 • hi , 上一致收敛的） VTT ^ 的泰勒级数山发, 
得到一致收敛的多项式 级数； 在习题3135则可以从（一致收敛的）费耶尔三角多项式山 
发，得到一致收敛的三角多项式级数. 


5.11.3 补注 

这里要指山，拉格朗 H 插值多项式的形式简洁美观，推导的思路也很有启发性（见 
§1.3.2)，似乎是一件艺术品，但实际上却缺少实用价值，一般很少使用高次（例如七、八 
次以上）的拉格朗 H 插值多项式.这是因为随着次数的增加，虽然所得到的插值多项式 
在更多的点上与指定的函数值一致，但其系数对给定的数据有敏感依赖性，计算不稳定. 
更为严重的是，所得到的多项式曲线还可能产生剧烈振荡，以致于根本不能用 T 逼近原 
来的函数.这就是龙格在二十世纪初发现的现象（称为龙格现象). 

龙格的例子即是在 K 间[一1，11上用 （ n + l ) 
个等距分点作拉格朗 H 插值多项式 L n ( x ), 使得 
它在分点的值与函数 

/(X)= 1 + 25 x 2 
在分点的值相等. 

在附图上用粗黑曲线作山了 f ( x ) 的图像， 
又用细曲线分别作出了 L 2 (x), L 4 (x), L 8 (x) 
和 L 16 (x) 的图像，其中 L 16 (x) 的最小 值约为 
-14.353, 因此低于- 1.5 的部分只能割爱了. 

理论上可以证明，只有在 ㈣ < 0.726^ •时， 
L n ( x ) 收敛于 /(: r )， 而在这个 冈间 之外， L n (: r ) 是 
发散的. 

丁是 必须寻找其他的途径来解决插值与逼近问题.例如 §5.11.2 的两个逼近定理和 
§2.11.6 之1的切比雪夫定理（即命题 2.11) 就是如此.实际上这就是函数逼近论的起点， 
例如可以参考 [22] 等数值逼近方面的教科书，在数学分析教科书中则可以参考间. 
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